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AVVERTIMENTO 


DELL'  AUTORE. 


E 


-JCco  alla  luce  il  secondo  Tomo  del  mio  Corso  di  Ma- 
tematica Sublime .  Si  contengono  in  esso  il  Calcolo  Differen- 
ziale, le  Applicazioni  alla  Geometria,  alla  Meccanica,  ed 
una  porzione  dell'Integrale. 

Calcando  le  orme  di  La- Grange  Principe  dei  Geometri 
del  Nostro  tempo ,  ne  ho  sbarazzati  i  principi  da  ogni  idea 
d'infinitesimi,  d'  evanescenti,  di  limiti  e  di  flussioni.  Non 
altre  che  verità  di  definizione  e  di  convenzione  servono  ad 
essi  di  fondamento .  Alla  fine  di  questo  Tomo  ho  posta  un' 
appendice  sopra  le  curve  a  doppia  curvatura,  e  sopra  le  su* 
perfide ,  onde  non  obbligare  i  miei  Lettori  a  cercare  altrove 
alcune  nozioni  Geometriche ,  delle  quali  ponno  abbisognare. 

Seguendo  poi  quanto  ho  praticato  nel  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite,  ho  contrassegnati  con  l'asterisco  (*)  quei  Pa- 
ragrafi i  quali  non  debbon  leggersi  da  chi  brama  soltanto  un 
Corso  elementare  di  Calcolo  Differenziale  ed  Integrale. 
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PRINCIPJ 

DELL' ANALISI  DERIVATA 

NECESSARJ  PER  STABILIRE  I  FONDAMENTI  DEL  CALCOLO 
DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE. 

j.  i  .TL  Calcolo  cui  ho  dato  (  a  )  il  nome  $  Anàlisi 
J-  Derivata ,  comprende  tutti  quei  rami  di  Anali- 
si ,  per  i  quali  fn  stabilito  un  simbolo  d' operazione ,  e  fissa- 
to un  algoritmo  per  calcolarli .  Questi  trovano  in  essa  la  sor- 
gente comune  ed  il  loro  punto ,  per  dir  così ,  di  contatto  ;  di 
modo  che  il  calcolo  differenziale  ed  iì  calcolo  degli  Esponenti» 
non  sono  che  branche  di  Scienza  diramate  dallo  stesso  principio . 

Il  principip  fondamentale  di  una  tale  Analisi >  e  che  si 
chiama  Princìpio  di  derivazione  (6) ,  consiste  nel  considerare 
una  quantità  qualunque  semplice  o  composta  in  diversi  stati  di- 
pendenti uno  dall'  altro  per  una  medesima  legge  ;  e  il  suo  prin> 
cibale  oggetto  è  di  rintracciare  le  proprietà  di  questa  medesima 
quantità  relativamente  ai  suoi  stati ,  per  quindi  fare  uso  delle 
stesse  proprietà  nella  soluzione  dei  problemi . 

Rappresentiamo  per  y  nna  quantità  qualunque ,  e  facendo 
sopra  di  essa  una  determinata  operazione,  supponghiamo  d'  ot- 

Tom.  Il  §  $ 

(a)  Analisi  derivata:  Pavia  1802. 

(b)  Il  contesto  «piega  assai  chiaramente  l'idea  che  vuoisi  esprime- 
re con  la  parola  principio  .  Mi  è  necessaria  questa  avvertenza  per  scan- 
sare le  questioni  grammaticali  che  taluno  ha  fatte  sopra  quella  parola 

medesima . 
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tenerne  per  risultato  un'  altra  quantità  Y .  F  manifesto  die  Y  di- 
pende da  y ,  e  che  ogni  rapporto  tra  y  e  Y  consiste  nell'  opera- 
zione» per  cui  abbiamo  derivato  una  di  quelle  quantità  dall'altra. 

La  y  si  chiama  Quantità  o  Funzione  Derivatrice .  Dice- 
si derivare  il  fare  la  prescritta  operazione  ;  e  con  la  lettera  d 
messa  a  vanti  alla  Derivatrice,  si  indica  il  risultato  Y  di  questa  ope- 
razione medesima,  che  è  dunque  rappresentato  per  dy.  Chiama- 
si infine  Quantità  o  Funzione  derivata  questo  stesso  risultato  dy. 

Se  ora  trattando  dy  come  y ,  si  deriva  da  dy  con  la  mede- 
sima operazione  un'altra  quantità  d(dy),  che  possiamo  indi- 
care per  <Ty,  si  avrà  uua  seconda  quantità  derivata  da  dy  co- 
me questa  da.y;  e  così  se  ne  avrà  una  terza,  una  quarta,  ec  , 
di  modo  che  secondo  questo  principio ,  la  seguente  serie  y ,  dy , 

d*y  »  dy ,  d'y  ci  rappresenta  col  suo  primo  termine 

la  quantità ,  dalla  qnale  si  deducono  tutte  le  altre ,  e  che  ab- 
biamo chiamata  funzione  derivatrice:  col  suo  secondo  termi- 
ne, la  derivata  prima  o  di  primo  ordine  ;  col  suo  terzo  la 
derivata  seconda  o  di  secondo  ordine  ec.  ec.  e  col  suo 

(  m  H-  i  )"  m*  la  derivata  m"""  di  y  . 

j  2.  La  legge  di  derivazione,  la  quale  ci  prescrive  1'  o- 
perazione ,  che  deve  farsi  per  dedurre  o  derivare  una  quantità 
da  un'altra,  potendo  essere  qualunque,  non  è  possibile  in  con- 
seguenza trattare  delle  proprietà  di  quella  serie  di  quantità  de- 
rivate che  nelle  sue  applicazioni ,  nelle  quali  sia  individuata 
questa  legge  medesima  ;  pure  sarà  utilissima  cosa  considerare 
nella  legge  di  derivazione  due  casi. 

i#.  Può  la  legge  di  derivazione  essere  tale,  che  ogni  de- 
rivata ottenuta,  diventi  la  derivatrice  per  la  derivata  successi- 
va, senza  ave;e  alcun  riguardo  alla  prima  quantità,  dalla  qna- 


Digitized  by  Go 


HI 

le  tutte  le  altre  si  deducono ,  c  che  si  può  considerare  come  la 
base  del  sistema . 

a\  Può  la  legge  di  derivazione  essere  tale ,  che  nel  pas- 
sare da  una  delirata  all'  altra ,  richieda  che  abbiamo  riguardo 
alla  derivatrice ,  base  del  sistema  >  perchè  obbligata  nella  stes- 
sa operazione  di  derivazione. 

Di  qui  nasceranno  due  rami  generali  di  sistemi  di  deriva- 
zione ,  i  quali  avranno  proprietà  distinte  uno  dall'  altro .  Ma 
ritornando  a  considerare  il  principio  generale  delle  derivazioni , 
è  facile  concepire i  che  preso  questo  in  tutta  la  sua  estensione! 
l'Analisi  cui  dà  origine,  è  per  dir  così  infinita,  poiché  essa  ha 
tante  branche  particolari  ,  quante  sono  le  operazioni  che  posso- 
no immaginarsi  indicate  da  dy  le  quali  sono  all'arbitrio  del 
Geometra,  e  però  infinite  di  numero. 

Ir*  Analisi  derivata  adunque  abbraccia  in  generale  qualun- 
que ramo  d'analisi,  che  *i  raggiri  sopra  la  maniera  di  dedurr* 
una  quantità  da  un'altra,,  e  sul  determinarne  le  proprietà.  Co- 
6Ì  tutti  quei  rami  di  calcolo  per  i  quali  fn  stabilito  un  algorit- 
mo ,  cioè  la  Teoria  degli  Esponenti  ;  il  calcolo  delle  differenze 
finite  ;  quello  delle  funzioni  analitiche*  sul  quale  è  basato  il 
calcolo  differenziale,  .e  il  calcolo  delle  variazioni i  la  Teorìa 
delle  facoltà  numeriche ,  formano  tante  parti  d' analisi  deriva- 
ta ,  e  dipendono  dallo  stesso  principio  :  di  modo  che  tali  rami 
si  possono  considerare  come  compresi  tutti  in  questo  Calcolo 
generale . 

§.  3.  L'  Analisi  derivata  ha  due  parti .  Tutto  ciò  che  si  è 
detto  fin'  ora  appartiene  alla  prima  parte ,  che  si  chiama  Anali' 
si  derivata  diretta ,  perchè  c'  insegna  a  passare  dalla  Deriva- 
trice alle  sue  derivate  :  l' altra  parte  si  chiama  Anàlisi  deriva* 
ta  inversa ,  e  a  questa  appartiene  tutto  ciò ,  che  ha  rapporto  a 
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ritornarc  ela  una  proposta  derivata  alla  sua  Derivatrice.  Tro- 
vare- la  Derivatrice  di  una  quantità  z.  considerata  come  una  de- 
rivata .dell'ordine  n,  vuol  dire  trovare  quella  quantità  a?,  so- 
pra la.  quale  eseguita  n  volte  V  operazione  di  derivazione ,  tor- 
ni per  risultato  z . 

L'  operazione  che  deve  farsi  sopra  una  funzione  derivata 
per  ottenerne  la.  Derivatrice ,  s' indica  per  D .  A  questa  lettera 
si  dà  un'indice  eguale  al  numero,  delle  volte»  che  deve  ripe- 
tersi la  detta  operazione  >  ed  il  risultato  è  rappresentato  simbo- 
licamente per  la  quantità  stessa  >  su  guì  dobbiamo  operare ,  prc-^ 
ceduta  dalla  caratteristica  D  arietta  dal  detto  indice . 

Se  dunque-  riguardiamo,  z.  come  una  derivata  prima  della 
quantità  incognita  x,  V  operazione  da  farsi  sopra  z  per  ottener- 
ne la  Derivatrice  ae,  ci  darà  il  risultato  simbolico Dz  >  che 
ci  rappresenterà  la  medesima  incognita;  avremo  perciò  x—T)z. 

Egualmente  se  consideriamo  z  come  una  derivata  seconda 
di  una  funzione  Derivatrice  incognita  x,  sarà  x—D*zì  indi- 
cando per  D*  l'operazione  ripetuta. due  volte  primieramente  so- 
pra z  per  averne  Dzt  e  poi  sopra  questo,  stesso  risultato  Ds 
per  averne  "DDz  ovvero  D*s.  InfattL  sia  u  la  derivata,  prima 
di  xyz  sarà,  allora  la  derivata  prima  di  uy  e  delle  tre- quantità. 
XyiiyZ  saia  x  la  Derivatrice  di  u*  ed  u  la, Derivatrice  di  z: 
Dunque  avremo  x  =  Dw,u  =  Dz»  dalle  quali  si  ricava-  x 
DDz^D'z.  Nella  stessa  guisa  rappresentando  per  z  una  de- 
rivata terza  >  la  sua  derivatrice  sarà,  rappresentata  simbolica- 
mente per  D's;  ed.  in  generale  se  z  è  una.  derivata  rc'"w*la. 

Derivatrice  *  sarà  =  Tfz.. 

Siccome  una  stessa  quantità  z  può  essere-  riguardata  come- 
una  derivata  prima ,  seconda ,  ec  ;  cosi  là.  Derivatrice  x  di  unai 
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quantità  z ,  chiamasi  la  Derìvatrice  -prima  r  seconda ,  terza , 
ec  secondo  che  z  e  una  derivata  prima,  seconda,  ec.  -Quando 

poi  si  dice  che  D*£  rappresenta  la  Derivatrice-  n"m*  di  x ,  vo- 
gliamo significare  che  D*z  rappresenta  quella  quantità  x ,  dalla 
quale  per  mezzo  di  n  operazioni  di  derivazione  si  ottiene  z . 

§*.  4.  L'operazione  indicata  per  D  è  precisamente  l'iuvcr- 
la  di  quella  indicata  per  d ,  in  quanto  che  essa  disfà  ciò  che  h.t 
fatto  la  prima  _  Nella  serie y,  dy ,  d*y ,  dly ,  ec-  si  passa  da  un  ter- 
mine A  al  suo  successivo  B  per  mezzo  dell'operazione  indica- 
ta per  d  fatta  sopra  il  primo  A  ;  e  si  passa  da  un  termine  B  a 
quello  che  lo  precede  A ,  0  si  torna  indietro  per  mezzo  dell'  o- 
perazione  indicata  da  D  fatta  sopra  lo  stesso  B . 

Delle  due  quantità  x>  z  essendo  z  la  derivata  n'im"  di  x , 

sarà  viceversa  x  la  Derivatrice  n"""*  di  z.  Considerando  il 
primo  rapporto  abbiamo  fra  di  esse  questa  equazione  (1  )  ..... 

z  =  d*x . 

E  considerandone  il  secondò-,  abbiamo  quest'altra  equazio- 
ne (2)  x  =  D"z.  Così  le  due-  equazioni  (1)  e  (a)  sono  una 

V  inversa  dell'  altra  ;  sussistono  nello  stesso  tempo ,  e  nou  di- 
cono in  sostanza  che  la  stessa  cosa . 

Prendiamo  ora  la  derivata  tl'""*  dell'equazione x=D"z, 

ed  avremo-  d*x .=  d*Q*z  ;  ma  d'x  =  z  ,  dunque  d*D"z  =  z; 

cioè ,  la  derivata  QM,ma'  della:  Derivatrice  n  um*  di  z  è  e- 
guale  alla  stessa  z. 

Se  facciamo  u=d*z,  avremo  «=D#M=D*d"z  :  dunque 

d?Xfz  =  D*d*s ,  cioè 
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„  La  Derivatrice  della  derivata  dello  ste6so  ordine  di  una 
y,  quantità ,  è  sempre  eguale  alla  derivata  della  Derivatrice  del- 
»  lo  stesso  ordine,  appartenente  alla  medesima  quantità. 

§.  5.  Nella  derivata  qualunque  d"y  dell'  ordine  n ,  Y  in- 
dice n  ci  dice  quante  volte  si  è  ripetuta  Y  operazione  di  deri- 
vazione sopra  la  derivatrice  y .  Se  si  aggiunge  una  unità  ad  n 

avremo  <t~**y>  che  sarà  una  derivata  d' un  ordine  maggiore 
di  una  unità ,  o  una  quantità  la  quale  avrà  subita  una  opera- 

zione  di  derivazione  di  più  di  d  y .  Egualmente  d  y  ci  indi- 
cherà una  quantità  ,  che  ha  subita  una  operazione  di  deriva- 
zione di  meno  di  d  y ,  o  che  dopo  aver  subite  n  operazioni  di 
derivazione ,  ha  subita  un'  operazione  contraria  >  la  quale  di- 
struggendo ciò  che  aveva  fatto  l' ultima  >  l' ha  ridotta  a  non  es- 
sere il  risultato  che  di  n  -  1  operazioni  fatte  sopra  la  derivar 
trice  y. 

Nella  serie y  ,dy  >dxy  ^dìy ,  ec  dty  si  passa  da 

un  termine  all'  altro  verso  la  destra ,  facendo  soli'  uno  1'  ope- 
razione di  derivazione ,  che  si  rappresenta  con  l' aumento  dell'  u- 
nità  neir  indice  ;  e  si  toma  da  un  termine  all'  altro  verso  la  si- 
nistra ,  facendo  un'  operazione  opposta  alla  prima  3  o  che  di- 
strugga ciò  che  quest'ultima  ha  fatto,  il  che  si  rappresenta  col 
diminuire  di  una  unità  l' indice . 

L' indice  o  ci  mostra  nessuna  operazione  fatta  $opra  la 
derivatrice,  per  jl  che  restando  essa  inalterata,  si  ha 

d'y  =  da-my=y. 
Infatti  nella  citata  serie  da  una  derivata  qualunque  si  ginn- 
ge  al  primo  termine ,  quando  sopra  di  essa  si  fanno  tante  ope- 
razioni inverse,  quante  essa  ne  conteneva  delle  dirette,  ciò 
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che  si  rappresenta  col  diminuire  l'indice  di  nna  quantità  egua- 
le ad  esso  medesimo. 

§.  6.  Ma  cosa  indicheranno  le  derivate  ad  indici  negativi? 

La  derivata  dell'  indice  -  i  di  nna  quantità  yy  cioè  dT'y, 
deve  essere  a  riguardo  di  y  ovvero  d'y-,  ciò  che  è  questa  a  ri- 
guardo di  y  :  esprimerà  dunque  dT  ly  quella  quantità ,  sopra  la 
quale  eseguendo  l' operazione  di  derivazione  r  che  faceva  pas- 
sare y  a  divenire  dy ,  faccia  passare  dT  !y  ad  essere  y . 

La  derivata  d  y  sarà  riguardo  ad  y ,  ciò  che  è  questa 
riguardo  ad  y ,  ovvero  ciò  che  è  y  riguardo  a  dy ,  e  così  di  sc« 
guito  :  le  derivate  adunque  ad  indice  negativo  s' otterranno  per 
nna  operazione  inversa  a  quella ,  per  la  quale  si  ottengono  le 

derivate  ad  indice  positivo:  così  per  ottenere  cfly  dovremo 
fare  sopra  y  una  operazione  inversa  a  quella  che  facevasi  per 
ottenere  dy:  intendendo  per  operazione  inversa  un'  operazio- 
ne che  porti  per  dT  *y  un  tal  risultato,  sopra  cui  eseguita  l' ope- 
razione diretta  di  derivazione,  se  ne  ottenga  la  stessa^  di  nuovo. 
In  alcuni  sistemi  le  derivate  ad  indice  negativo  sono  la 

stessa  cosa  che  le  Derivatrici,  cioè  d~  "y  —  Jfy . 

Accade  ciò  in  quei  sistemi,  nei  quali  la  legge  di  deriva- 
zione appartiene  al  caso  espresso  §.  2.  N°.  i.  Al  contrario  lo 
Derivatrici  sono  ben  diverse  dalle  derivate  ad  indice  negativo 
in  quei  sistenù ,  la  cui  legge  di  derivazione  è  contenuta  nel  ca- 
so §.  2.  N°.  2. 

Le  derivate  adunque  ad  indice  negativo  sono  i  termini 
della  serie  formata  dalle  derivate  ad  indice  positivo  prolunga- 
ta indietro ,  di  modo  che  in  gcuerale  k  serie  sarà 

 d~4yìd~~3y,d'~*y,d'*y,d0yìd,y,dty,dìy  


vm 

§.  "7.  Tina  unità  dell'indire  vi  mostra  mia  operazione  dì 
derivazione  <la  eseguirsi;  conserveremo  l'analogia  se  per  un 
indice  ichc  sia  mia  frazione  della  unità ,  noi  indicheremo  nna 
corrispondente  porzione  d'  operazione  di  derivazione  da  ese- 
guirsi; così  dsy  ci  indicherà  che  sopra  y  dobbiamo  fare  un 

mezzo  d'  operazione ,  cioè  fare  una  tale  operazione  sopra  y 

ì  x 
per  avere  d~y ,  che  ripetuta  la  stessa  sopra  d*y ,  abbiasi  il  me- 
desimo risultato  che  nel  fare  una  intera  .operazione  .di  deriva- 
zione sopra  y  ,  di  modo  che  sia  d*d*y  =  dy . 

m 

Egualmente  d"y  .essendo  «>ra,  c'indicherà  che  sopra y 

i  - 

dobbiamo  fare  una  porzione  d'operazione  di  derivazione;  ciò 
che  otterremo  facendo  prima  sopra  y  una  porzione  d'opera- 
zione e  ripetendola  m  volte . Questo  n*m*  d'  operazione  deve 
essere  tale  che  se  fosse  ripetuto  n  volte ,  dovrebbe  dare  lo 
stesso  risultato  dy ,  che  ci  dà  una  intera  operazione  di  deri- 
vazione . 

JVella  stessa  maniera  d      'y  essendo  p  <  n  sarà  .eguale 

ri  cC  d  y,  e  ci  indicherà  che  sopra  y  bisogna  eseguire  m  vol- 
te 1*  intera  operazione  di  derivazione  ,  e  sopra  il  risultato  di 

essa  bisogna  eseguire  la. porzione  d'operazione  di  de- 

rivazione . 

§  8.  Le  derivate  ad  indice  frazionario  ci  indicano  adun- 
que delle  quantità  derivate  dalla  funzione  Derivatrice  per  un 
certo  numero  d'  operazioni  di  derivazione  intere  ,  e  per  una 


Digitized  by  Google 


porzione  della  detta  operazione  indicata  dalla  frazione ,  che 
si  contiene  nell'indice:  saranno  adunque  da  esse  rappresentati  i 
termini  intermedj  fra  quelli  della  serie  del  §  6  :  così  se  fra  dy 
e  d*y  si  volessero  tre  termini  intermedj,  questi  sarebbero  indi- 
cati come  segue 

dy  ,  d*y  ,  d *y  ,  d*y  ,  d*y  =  dxy  : 

Così  gì*  indici  essendo  in  progressione  aritmetica ,  i  termi- 
ni sono  legati  fra  loro  per  la  legge  di  derivazione  del  sistema. 
Si  ricava  da  tutto  questo  un  Teorema  imporrante: 
„  Quando  la  legge  di  derivazione  è  tale,  che  Toperazio- 
„  ne  per  mezzo  della  qnale  si  deriva  una  quantità  dall'altra, 
„  può  essere  fatta  a  porzioni  in  più  volte ,  allora  le  derivate  a 
,,  indice  fratto  sono  quantità  reali ,  perchè  esistenti  in  natura  ; 
„  se  al  contrario  quella  operazione  non  può  essere,  per  dir  co- 
„  sì,  divisa  o  concepirsi  divisibile  in  porzioni,  l'aggregato  del- 
„  le  quali  renda  la  stessa  operazione  intiera,  allora  di  natura 
„  sua  non  possono  esistere  termini  o  derivate  a  indice  frazio- 
„  nario ,  ed  un  problema  che  in  un  tal  sistema  di  derivazione 
„  conducesse  ad  una  derivata  ad  indice  fratto,  dovrebbe  aver- 
,,  si  per  impossibile,  e  converrebbe  riguardare  quella  derivata 
„  come  una  quantità  immaginaria,  che  non  può  esistere  in  na- 
tura. 

L'  enunciato  teorema  ha  un  uso  immediato  nella  teoria 
delle  interpolazioni  per  decidere  a  priori  se  l' interpolazione 
può  aver  luogo  fra  i  termini  di  una  serie ,  della  quale  si  cono- 
sce la  natura  o  la  legge  che  lega  i  termini  stessi . 

„  §.  9.  Proposta  una  qualunque  quantità  o  una  funzione 
„  composta  di  più  quantità,  se  essa  e  di  tal  natura,  che  non 
„  abbia  delle  proprietà  contrarie  a  quelle  portate  necessaria- 
mente  dall'operazione  di  derivazione  nelle  derivate,  questa 

I 


X 

„  quantità  potrà  sempre  considerarsi  come  capace  idi  formare 
„  parte  di  quel  dato  sistema  di  derivazione,  essendo  essa  una 
„  derivata  se  non  ad  indice  intero ,  almeno  ad  indice  fratto  j 
„  e  perciò  se  di  una  tal  quantità  fosse  ricercata  la  Deriva- 
„  trice  »  si  può  concepire  esistere  in  natura  nna  quantità  che 
f>  questa  stessa  Derivatrice  rappresenti  e  che  soddisfaccia  alla 

nostra  ricerca .  Al  contrario  se  la  proprietà  di  una  data  qnan- 
„  tità  saranno  incompatibili  con  quelle  che  necessariamente  de- 
»  vono  avere  le  derivate  in  un  dato  sistema ,  allora  questa  quan- 

tità  non  potrà  mai  considerarsi  come  una  derivata  del  me- 
„  desimo  sistema ,  e  perciò  V  indice  che  segnerebbe  Y  ordine 
„  della  derivata ,  non  potrà  esistere  in  natura  :  non  si  potrà 
„  dunque  immaginare  una  quantità  che  rappresenti  la  Deri- 
„  vatrice  di  quella  quantità  proposta ,  e  sarà  in  conseguenza 
„  la  ricerca  di  una  tale  Derivatrice ,  una  ricerca  impossibile  ; 
„  e  quella  Derivatrice  una  quantità  immaginaria. 

In  questo  e  nell'  antecedente  paragrafo  è  contenuta  la  sor- 
gente generale  degli  immaginarj .  Ciò  che  s'intende  comune- 
mente per  quantità  immaginarie  non  è  che  una  classe  partico- 
lare di  quantità  appartenenti  ad  un  sistema  particolare  d'  ana- 
lisi derivata. 
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CALCOLO  DIFFERENZI  ALE  ED  INTEGRALE 

C    AP.  1 


TRINCIPJ  FONDAMENTALI 
DEL  CALCOLO  DIFFERENZI  ALE 

Differenziali  delle  funzioni  di  una  sola  Variabile. 

§.  i.  \f  Appresentando  -per  p  (a?)  una  qualunque  funzio» 
JL\.  ne  di  *  e  di  altre  quantità  indipendenti  da  es- 
"sa,  pongasi  la  seguente  legge  di  derivazione. 

Presa  p(x)  per  fu azione  Dentatrice  «  la  variàbile  *  vi 
„  aumenti  di  una  'qualunque  (a)  quantità  indeterminata  w,  di- 
„  modochè  si  ;abbia  una  simil  funzione  di  x-kw»  p(w-h<o): 
„  si  trasformi  questa  funzione  in  una  serie  ordinata  per  le  po- 
„  tenze  della  -stessa  w,  ed  ottenendo 

»»  P  (  *    w)  =  p  (  *  )        -h  500*  h*  rw'  -f-sco*-*-  ec. , 

„  sì  prenda  di  tutta  questa  sene  il  solo  coefficiente  di  w; 
questo  coefficiente  jp  sarà  evidentemente  una  -quantità  derivata 
da  p(«')<per  mezzo  'di  tale  operazione;  e  se  rappresentiamo 
per  d  questa  operazione  di  derivazione,  e  per  dp(x)  il  risul- 
tato simbòlico  -o  indicato  -di  questa  «operazione  medesima ,  avremo 

p  =  dp(x}. 

„  Sopra  questa  prima  derivata  dp(x),  «considerata  come 
Tom  II  A 


(a)  Noi  supponiamo  che  la  Datura  della  funzione  p(x)  sia  tale  che 
la  variabilità  di  x  non  sia  soggetta  ad  alcuna  legge,  e  che  la  detta  varia- 
bile pone  prendere  tatti  gli  annienti  possibili . 
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„  nna  nnova  funzione  p'(a?)  di  x,  si  faccia  la  sfessa  operazio- 
„  ne  di  derivazione  die  è  stata  fatta  sopra  ®{x),  ed  avremo 
„  una  quantità  d?'(x)  derivata  da  p'{x)%  come  questa 
„  ovvero  dp(x),  eia  derivata  da  p ( „  :  chiameremo  adun- 
que ovvero  dd*(x),  ovvero  la  derivata  se- 
conda o  di  secondo  ordine  di  <p(x). 

„  Sopra  questa  derivata  se-onda  considerata  co- 

„  me  una  nuova  funzione  p"(x)  d  Xì  si  ripeta  la  stessa  ope- 
„  razione  di  derivazione  die  abbiam  fatta  sopra  p(x)  e  sopra 
„  dp(x)y  ed  avremo  un  simile  risultato  do" (  x  ) ,  ovvero 
„  d'p(x)  che  sarà  la  derivata  terza  o  di. terzo  online  di^(x), 
„  e  così  di  seguito  ,,..        .  '  i        '  ' 

A  vicino  in  questa  guisa  n:ia  serie  di  quantità  ottenute  tut- 
te per  la,  ripetizioni  della  medesima  ope raz itine >  e  simbòlica- 
meute  rappresentate  da 

d?(x),  tTp(x),  cr>(*),  d*p(x)  ce: 

in.  questa,  sei  ie  di  quantità,  p(x)  è  la  funzione  derivatore;  le 
altre  sono  succedi  vamrnte  la  derivata  prima',  sefomta,  terzi  eé  , 
o- tatti  ;i  di  lei  termini  dipendono  io-  conseguenza  uno  dall'al- 
tro per  quella  operazione  di  deiivazione  the  li  lega  per  dir  co- 
sì insieme-.  •  : 

„  Ciascuno-  è  il  coefficiente  che  avrebbe  7a-  prima  potenza 
„  di  una  quantità  indeterminata  nello  sviluppo  d\  l  suo  termine 
„  an'eeedente*  quando  la  variatole  che  .questo  <ics*»  anteceden- 
„  te  contiene,  aumenta  di  quella  indeterminata  medesima.'  Co- 

ff       .  fff  ,.*..».»    f        t  -  . 

pi  sì  d  <p(x)  h  egn?le  al  coefficiente  che  avrebbe  la  prima  pò» 

\,  teu/a  di  w  nello  sviluppo  di  d"*  \>fa*),  q  uando  x  vi  divici 
„  ne  x  -7-  w  .  • 

Dando  poi  a  p[x)  ih  versi  valori  paino,!:;-]  si  hanno  di- 
verse espressioni  per  esprimere  le  derivate  die  vi-  l'orrispondo} 


*  tu- 

no:  così  se  tacciamo  o(ec)--zx  ì  inibiamo*- : 

(r»  tB  w  —  I  m  '  tn  —  i  )    **  —  2-  ,  v 

jf+w)   —x  ~h  mx  wh — -  —  x       to"  ~j- ce  ,  e  perciò 

secondo  la  learge  qui  sopra  prescritta  ,  sarà  » 
d?{xy^:[d{x%)  ^>nS"^\  cioè'  eSii.i,ei  al;  coc^eìentc  ' di  cò 
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nello  sviluppo  di  (  a?-t-  w)w. 

Per  avere  la  derivata  seconda ,  convien  trattare  w/    '  co- 

m 

me  abbiamo  trattato  x  ,  cioè  prendere,  il  coefficiente  di  w  dello 
sviluppo  di  m(a:H«w)       ,  cioè  della  serie 

♦  » 

mxm ~~ '  — f- mi m  —  1  ) a?*     w  h-  ce.  ;  avremo  allora 

,  ■        •  •  ■     i  .-  *  • 

d ( nix* ~ 1  )  —  dd (x* )  ~  et  {  x* )  =  m{m  —  1  )  x'"   S;  egual- 


)  —  a 
mente  troveremo 

<P  (xm)  =  m(  ni—  1  )(m  —  2)a/""~3,  e  così  di  seguito: 


dunque  pouendo  per 


Derivatncc  a:  ,  avremo  per  la 

Derivata  prima  ma;       ,  per  la 

Derivata ,  seconda     ( m  ^  1  )  x"  ~     per  h       .  . , ,  • 

Derivata  terza  m(m—  1  )(m -7- a) a?*"   3 ,     .    .  0 

•  4P 

Poniamo  ora  <p(x)  —  a  ;  per  avere  la  derivata  prima  di 

-    -  •  a 

«*,  cioè  il  valore  di  da  ,  faccia. movi.. x     w;  invece  di  a; ,  ed 

avremo  a  =a  a  :  ora  la  Teoria  -dello  sviluppo  deHc  fun- 
zioni in  sene  ci  dà  i  due  primi  termini  della  serie  «che  esprìme 

a  <,  e  questi  sono  1  w  Ioga  ;  dunque  i  due  primi  termini  del- 
lo sviluppo  di  a*    -  saranno  a*     a*  log  av,  dunque  da*  = 

a* log  a.  ;  =  -         r'     .  1  •'      :..      .  . 

Di  qui  si  ricaveranno  le  derivate  degli  ordini  superiori 

da*  =  a*. Ioga  ;  dla*  =  a*  (  Ioga  )a  ;  d'a*  =  a*  (  Zog  a  )5  ec. 
Sia  p  (  a?)  =  Zo#x,  e  si  avrà 
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—  7  —  ^     ec;  dunqu 


e 


Zo#(*-i-w)  =  Zo^ar-f w  -f  ec.:  dunque 
dlogx  =    ;  e  quindi 

«T%*  = .  d  ( JL)  =  -  L .  =  d  (  -  ji  )  =  ±  ce. 

Facendo  p  (  a:  )  =  se/z  x  ,  abbiamo  <p  (  x  w  )  =  sen  (  x  -+-. 
w)  =  wz  xcoìwh- se«w  cos  x:  la  Teorìa  delle  sene  dandoci , 

cos  w  =  i  —  £  -+  ec. ,  sen  u  =  co  —  ^  -*-ec. ,  sarà  se/z  (  x  h- 


3-3 

,1. 


«)  =  (»—  V  -f-  ec.  )  senx-+(  w  —  £i  -t-ec.  )  co**.  =  *?/z  *  -t- 
«  cos  x  -{-  ec;  dunque 
d  sen  x  =  cos  x . 

Egualmente  se  <f>(x)  =  cosx.ì  si  ha-.p(x>f»<o')  =  cos(x-i*. 

v)  =  cos  x  cos  ut  — seax.  sensitivi  i  —  ~     ec.  )  cosx  —  (  «  

—  H-  ec.  )  se/zx  =  cosx —  w  se/2  a:  -4-.  ec. ,  dunque 
ti  cos  x  =  —  sen  x . 

Conoscendo,  le  derivate  prime  di  sen  x>  cosx,  avremo,  le 
derivate  degli  ordini  superiori 

tfsenx  =  dcosx=  —  senx  i  d*cosx  =  —  cosx. 

tTsenx=z  —  cosx   ,  ;  d'eos  x  =  sen  x. 

r     ec.  r.  cc.    ,  .,.  y 

*■--    Jì'ì  *:  '  i,:r),»      '=  <   »  »> 

Le  funzioni  di  una  sola  variabile  x  ,  a  ,  ìógx,.  senx 
cosx,  si  chiamano  fuuzioni  semplici,  perchè  di  queste  si  con- 
siderano composte:  tutte  le<  altre  ;  gioverà,  rimettere  sotto  occhio 
le  derivate  prime  qui  sopra  trovate 

dx  =  mx 

da  =  a  log  a 
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dlogx~  ± 
dsenx=cosx. 
dcosx.= —  scnx. 

§.  a.  Riprendiamo  la  considerazione  generale  deL  sistema  di 
derivate  rappresentato,  dalla,  nostra  serie 

(1)  p{x),,dp{x)ì  dxp{x),   dTp{x) 

e  dimostriamo  un  Teorema  che  è  il  fondamento  di  tutte  le  pro- 
prietà appartenenti,  a  questo  sistema: 

- 

TEOREMA 

„.  Rappresentando  per  p{x)  rhpw    -gw1  H-  ru?  -+  sw4  H- 
„.  ec.  lo  sviluppo  in  serie  di  una  qualunque  funzione  p{x 
„,  w  )  di  x  Hr  w  >  è  sempre 

„p  =  dp(x) 
»  ?"  *~ 

-   

ec     e  e  ec, 

„  di  modo,  che  abbiamo. 

„        H-  «)=  p(x)  -i-  dp(x)  .  W  -h^V 

„  £!£Liì  u)4  -4.  ec. ,  qualunque  sia  d'altronde  p(x). 

„  Cioè  le  diverse  derivate  della  funzione  P(a?)  ottenute 
„.  con  la  legge  di  derivazione  qui  sopra,  stabilita.»  e  divise  per 
„  i  prodotti  dei  numeri  naturali  1,2,3,4  ec  fino,  all' ordine 
della  derivata ,  sono  i.  coefficienti  delle  diverse  potenze  di  <o 
„.  nello  sviluppo  di  p (jch-  w)»  di  modo  che  in.  questo  svilup- 

„  po  il.  coefficiente  di  w"  è  sempre  —  

Dalla  legge- stessa  di  derivazione  si  ha  p  =  dp {x):  Per 
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dimostrare  che  q=.--*L?l  rappresentiamo  <j  per  ed  a- 

v  re  mo 

<p  (  a"  — {-  w  )  =  9{x)  H-  cip  (  a:  ) .  w  -f*  P  '  (  -v  )  w*H*ec. 

Ora  se  in  questa  equazione  si  sostituisce  a:  -+  w  invece  di 
a-  ,  potrà  nel  .secondo  membro  farsi  questa  sostituzione  iti  due 
maniere,  o  ponendovi  2W  invece  di  w,  ovvero  sostituendo  et- 
k-tnvamente  *-j-w  per  a  nelle  quantità  £ (a*),  ti<p(x),  ec: 
1  risultati  di  queste  due  sostituzioni  dovranno  essere  identici ,  e 
perciò  1  coefficienti  delle  potenze  cjell*  indeterminata  w  in  un 
risultato  ,  dovranno  essere  eguali  ai  coefficienti  delle  simili  po- 
tenze neir  altro  . 

Facendo  la  sostituzione  nella  prima  maniera,  avremo 

e  facendola  nella  seconda 

<p(*H-2u)—  P  w  )  "+  dp  (  X       W  )  .  W  — h  ?>"(  a: 

w  ) .  w5  h-  ec. 

ma  ^(«H-w)  =  ^(a;)H-^(jt).u«+^"(*)-wl-rCC. 

cZ^(  a?  -h  w  )  =  ^(a?)H-d>(a?).w  H-  ec. 

p"  (  x  ~h  w  )  =  p"  (  *  )      ec.  ; 
dun  pie  questo  secondo  sviluppo  diverrà 

p  (  x  -+  aw  )  =  p  (a?)  -+  acZp  (jp)  .  u     {ap" (*)  -4-  <*>  («0}  «"*  -*-«c- » 

il  quale  paragonato  con  il  primo 

p(a-H-auj)  =  p(a:)M-adp(a?)  u-l*^"(a?)'w'  "+  ec  » 

ci  da  4?"(«)  =  *?"(*)-*■  dunque 

»?  V  x  )  —  ~a  ?  • 

Per  dimostrare  che  r='^l£J  rappresentiamo  r  per  p"'(a), 

ed  avremo  , 

p(*H-«)  =  ^*)^^(*J-»^^V-i-^(*}-«,-l-flc- 
Ora  ponendo  in  cjue.st*  ultima  equazione  a-     w  per  a* ,  e 


Digitized  by  Google 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  I.  7 

facendo  la  sostituzione  nelle  due  maniere  sopra  indicate,  avremo 
p(  x  H-  2W  )  =s  <p  (  x )  -h  adp  (i) .  w  -h  4         io*  H-  8p  (»)  .  u^M-  et. 

Q{x  -f-  2io)  =  p(a:  H-  w)  ~h  dp(x  H-  w)-  w  H-  "^^^M'  H- 

H-  ec. 

ma  0(*^w)  =  ^(aF)H--d^(*)««H-^^w*H-^'''(ir).'W,-|.ec. 


2 

d«( a? -h  w ).=  cf<p(  a?)  ■'•  w*  H- ec 

dl<p( *  -4-  w  )  ■=  d5o  (  a:  )  -f      ( * )  • w  H-ec 

p'"(a?-|-w)  =  P  {a:)-4-ec.  1  < 

dunque  il  secondo  sviluppo  diviene,  facendovi  le  opportune  so- 
stituzioni 

<p{  x    aw  )  =  <p(  x  )  -f.  adp  (  x  ) .  «  4  arflp  (  x  ) .  to'  -f-  {  ap'"(*) 

d>(a:)\  w'-4-  cc.r 
che  paragonato  col  primo  ci  dà 

6>"'(ar)  =  d^C*)5  dunque  <p'" (x)~  r=  ; 

nella  medesima  maniera  si  dimostrerebbe  che 

«  —  ed  in  generale  che  il  coefficiente  di  to"  nello  svilup- 

po  di  <p(.v-f-w),  è •=:=  *_£2Ìi!lL  ,  come  richiedeva  il  Teorema. 
1  v  "         2.3.4....  »' 

§.  3  Noi  abbiamo  indicato  per  dz  la  derivata  prima  della 
funzione,  z  ,  vale  a  dire  il  coefficiente  che  ha  la  prima  poten- 
za,^: una  indeenuinata  co,  nello  BMilnppo  della  stessa  quantità  z 
secondo  le  potenze  di-  w,  quando  a:  vi  diviene  a?H-w:  ora  sic- 
come la  funzione  z  può  contenere  oltre  la  x,  altre  quantità  va- 
riabili u  ec,  rapporto  alle  quali  potrebbe  farsi  la  stessa  o- 
peraziooe  di  derivazione  che  abbiamo  futa  rapporto  ad  ac,  per- 
ciò è  necessario  che  nell'  indicare  le  derivate  ,  abbiasi  la  trac- 
cia di  quella  quantità  rapporto  alla  quale  è  stato  operato.  Noi 
otterremo  1*  intento  se  dovendo  prendere  la  derivata  prima  del- 
la finizione  z  .rapporto  ad  a:,  invece  di  scrìvere  dz  >  scrivere- 


Digitized  by  Google 


8  MATEMATICA  SUBLIME 

ino  d  t ,  ponendo  la  variabile  x  in  luogo  di  divisoré  ,  ma  per 

non  confonderla  con  esso»  separandoli  ron  una  lineetta  renir- 
va  che  rivolti  la  sua  convessità  in  basso:  egualmente  per  la  de- 

rivata  n"m*  invece  di  scrivere  d"z,  scriveremo  d'      dando  al- 

«• 

la  x  un  esponente  eguale  all'  indice  della  derivata. 

Rappresentando  adunque  per  V,  ciò  che  diviene  z  qnando 
se  vi  diventa  x-i-  co,  avremo 

z  =       di  .tf-f-d     -+  —  d«  ~  -Hec. 

egualmente  se  .n  fosse  una  funzione  di  y  e  di  altre  quantità  in- 
dipendenti da  essa  e  s' indicasse  per  u  ciò  che  diviene  u  quan- 
do y  diventa  )H»to)  avremmo 

=  iz  H-  «d  ~  h«  -  d*  *  h-  —  dJ  -  ec. 

queste  funzioni  derivatrice  e  derivate 

Zt  d  1 ,  d*  w ,  d1  w  ec.,  sono  chiamate  da  La -Grange  funzio- 
ni Analitiche:  *  è  chiamata  funzione  primitiva;  d  i  funzione 
prima  dì  s;  d*  ^  funzione  seconda ,  e  cosi  delle  altre . 

Tali  coefficienti  di  «  nello  «viluppo  di  p  (x-fw)  sono  quan- 
tità finite  e  determinate  funzioni  di  x  dipendenti  da  <p(x)  per 
mezzo  -dell'  operazione  che  abbiam  fatta  per  ottenerli . 

§  4  Riprendiamo  la  formula 

f  v  _  ,       »  il***)  Il   «(ti      «#*  J}*(») 

$(afH.u)  =  ^(»)4  dw.«4<i  ^  •T^a        —  H- ec.: 

mentre  w  è  T  aumento  della  variabile  x,  sarà  (  scrivendo  p 
per  ?(x)) 

1*  aumento  che  riceve  la  funzione  p  in  conseguenza  dell'aumen- 
to della  a?  :  si  dia  a  questi  aumenti  il  nome  di  differenze >  si 
chiami  cioè  to  differenza  della  variabile  x-,  e  si  ^chiami 

d  t  :w  -h  d1     .  —      ec  differenza  ideila  funzione     Ai  diver- 
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si  termini  che  compongono  questa  differenza,  astraendo  dai  divi- 
sori numerici  .che  essi  hanno,  si  dà  il  nome  particolare  di  diffe- 
renziali di  p:  il  primo  termine  d  .  co  si  chiama  differenziai* 
:primo .  Il  secondo  cf  ~  .  io1  differenziale  secondo ,  ed  in  gene- 
rale il  termine  num°  d"  L .  io"  si  chiama  il  differenziale  /^"""di  p. 

te' 

„  Dunque  il  differenziale  n  di  una  funzione  qualunque  p 
„  è  eguale  alla  sua  derivata  dello  stesso  ordine  moltiplicata  per 
„  una  gimil  potenza  dell'aumento  indeterminato  di  x,  cioè  per  10*  „. 

Oltre  a  dare  un  nome  particolare  ai  termini  che  compongo- 
no la  differenza  di  una  funzione  p{x)y  quando  x  aumenta  di  10, 
è  stato  ancora  fissato  un  algoritmo  particolare  per  scriverli .  S*  in- 
dica per  il  semplice  dy  posto  avanti  alla  funzione  py  il  di  lei  dif- 
ferenziale primo ,  e  i  differenziali  degli  ordini  superiori  s' indicano 
con  lo  stesso  d  dotato  d'un  indice  eguale  all'ordine  del  differen- 
ziale: così  scrivendo  con  questo  nuovo  algoritmo,  avremo 

d  w  w  =  dp  =  Differenziale  primo 

►  l 

d*     .  co1  =  dùp  ==  Differenziale  secondo 

>d%  3  .  w5  =  d% p  =  Diffèreuziale  terzo 
ec.  ce. 

•*  ' 

•d'  ~  to'  =  -dnp  =  Differenziale  .num*  ;  e  lo  sviluppo  <ìi  p  (  x     co  ) 

1 

prenderà  la  forma 


p  (  *  H- co  )  =  p  h- -t- ^ £|  H- 

La  differenza  adunque  di  una  qualunque  funzione  p  sarà  = 

Cioè  „  la  differenza  di  una  qualunque  funzione  <p  della  va- 
„  riabile  ar,  ovvero  l'aumento  che  questa  funzione  riceve  quando 
„  x  diviene  x-fw,  è  eguale  al  differenziale  primo  di  p,  più  la 
„  metà  del  di  lei  diffèreuziale  secondo  ;  più  la  sesta  parte  del  di 

Tom.  Il  lì 


ce 


Digitized  by  Google 


10  MATEMATICA    S  U  B  tfM  E 

„  lei  differenziale  terzo;  più  la  2 \"m*  del  differenziale  quarto,  e 
„  così  di  seguito  secondo  i  prodotti  1»  t.2,  f.^.j,  1.2.3  4- ce.  „ 
§.  5.  Quando  P{x).  è  eguale  alia  sua  stessa  variabile  xy  si 
ha  p  (  x  -4-  w  )  =  x  h-  w ,  ed-  in  questo  caso  si  ha  da  =  dx  =  w  : 
V  aumento  adunque  indeterminato  della  x  è  il  differenziale  pri- 
mo medesimo  di  x  ;  per  questo  motivo  rappresenteremo  d'  ora 
in  avanti  per  dx  V  aumento,  indeterminato,  della  variabile  x.:.  sar- 
rà  pertanto 

d"£  .w"=d'v£  .dx*  =  d'p,  e  di  qui  si  deduce; 

Cioè  „  la"  derivata  n'$m*  di"  p  per  rapporto  ad     è  eguale  alla 

ìfferenziale  «       presa  parimente  per  rapporto  ad  x,  o. 
„  considerando  solo  x  variabile  ,  e  divisa  per  dtf  „. . 
Avremo  adunque  (  p  è  lo  stesso  che  p{x}') 

ora  avvertendo  che  i  coefficienti  delle  diverse  potenze  delT  au- 
mento indeterminato  dx,  cioè  ^»^?  ec,  sono  espressioni  sim- 
boliche ,  nelle  quali  eseguendo  Y  operazioni  per  ottenere  i  dif- 
ferenziali,  e  dividendo  quindi  per  dx>dx*  ec. ,  svanisce  affatto* 
1'  anniento  dx,  si  comprenderà  facilmente  che  quei  coefficienti 
sono  funzioni  di  x  totalmente  indipendenti  da  dx-,  essi  rimangono 
adunque  i  medesimi  qualunque  sia  dx ,  e  perciò  potranno  questi 

essere  rappresentati  dalle  medesime  espressioni     ,      ec. ,  ancora 

che  si  prenda  per  dx  un'  altra  quantità  qualunque  0.:  dunque  se 
nello  sviluppo  superiore  sì  la  dx  =  fl,  avremo 

p (,  h-  «  )  =  P  H- %  a  4-  %  ■  £        .  £  h.  ec. 

Questa  formula  contiene  il  Celebre  Teorema  di  Tajlòr  che 
è  nell  Analisi  Sublime  di  un  uso  così  esteso,  come  nell'Alge- 
bra Elementare  il  Tiinomio  di  Neuton. 

§.  6.  Noi  abbiamo  detto  che  dp  il  quale  esprime  la  differen- 
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ziale  prima  di  p ,  è  eguale  a  d  £  .  dx>  vale  a  dire ,  alla  derivata 
prima  di  p  presa  per  rapporto  ad  jc,  e  moltiplicata  per  dx:  ab- 
biamo anche  veduto  al  §.  antecedente  che  d£>  =  ^5;  sarà  dun- 
que dp  =  .  dx  :  sarà  cioè  la  stessa  cosa  scrivere  dp ,  ovvero 
J/.dx. 

Il  differenziale  adunque  del  primo  ordine  di  una  funzione  p 
sarà  espresso  da  ^  .  dx .  Scrivendo  un  tal  differenziale  in  questa 
guisa ,  abbiamo  il  vantaggio  <3i  vedere  rapporto  a  qual  variabile 
deve  farsi  1' operazione  di  differenziazione;  così  — .  rfr,  conside- 
rando z  come  una  funzione  di  y  »  ci  indica  il  differenziale  del 
primo  ordine  preso  per  rapporto  ad  y,  cioè  ij  primo  termine  del- 
la serie  datoci  dallo  sviluppo  della  funzione  z ,  quando  y  vi  Evie- 
ne y-t-dy ,  indicando  per  dy  un  anmento  indeterminato  ed  in- 
dipendente da  y ,  come  era  dx  rapporto  ad  x  ;  anzi  per  non  con- 
fondere ^  che  è  puramente  una  espressione  simbolica^  col  rap- 
porto di  dp  :  dx,  abbiam  fissato  di  scrivere  (#)  ponendolo  fra  due 
parentesi;  cosi  (£  )  significa  che  j>,  riguardato  come  funzione  di  h, 

e  differenziato  rapporto  a  questa  variabile,  è  stato. diviso  per  du, 
onde  averne  il  coefficiente  di  du  nello  sviluppo  di  y,  il  quale 

coefficiente  è  lo  stesso  (  ^  ) . 

da 

Nella  stessa  maniera  invece  dì  scrivere  d'p,  (  il  quale  ci 

etimo 

indica  in  vero  il  differenziale  n  di  © ,  ma  non  si  conosce  rap- 
porto a  qual  variabile  si  deve  fare  la  dinerenzìazioue  ),  scrive- 
remo C^dx",  se  la  differenziazione  dee  farsi  rapporto  ad  x. 

Questa  maniera  di  scrivere  i  differenziali  non  è  necessaria 
quando  le  funzioni  contengono  una  sola  variabile. 

§.  7.  1/  espressione  (  ~£  )  significa ,  come  abbiam  detto ,  la 


Il  MATEMATICA  SUBLIME 


differenziale  ri"m*  di  p  presa  per  rapporto,  ad .  x ,  e  divisa  per 


la  potenza  n  di  dx  ;  in  una  tale  espressione-  il  denominatore 
fa  due  veci  :  prima  ci  indica  quale  è  la  variabile  rapporto  a  cui 
deve  differenziarsi,  c  il  numero  delle  volte  che  l'operazione  de- 
ve essere  ripetuta:  poi  egli  è  divisore  del  risultato  ottenuto  per 
mezzo  della  differenziazione:  egli  adunque  è  destinato  a  svanire  daL 

calcolo  ad  operazione  eseguita.  Così  l'effettiva  espressione 

non  contiene  e  deve  riguardarsi  come  non  contenente  il  dx . 

,y  Dunque  le  quantità  ec.  sono  tante  funzioni 

„  della  variabile  x  indipeudenti  affatto  da  dxt  e  non  lo  con- 
„  rengona  in  modo  alcuno  ;  qualunque  operazione  adunque  do- 
„  vesse  farsi  sopra  di  esse,  non  può  riguardare  il  dx  „  . 

Ma  in  che  consiste  questa  operazione  di  differenziazione? 

Essendo  (  j£)  dxn=  cT  t> .  dx9  si  vede  che  ,,.  pec  avere  il  differen- 

„  ziale  n"m*  di  una  funzione  <p  bisogna  prendere  la  derivata 

„  numA  della  detta  funzione ,  e  moltiplicarla  per  una  potenza 

„  n"ma  dell' aumento  della  x,  da  noi  indicato- per  dx 

Trovate  in  conseguenza  le  derivate  prime  e  moltiplicate  per 
dx  otrengonsi  i  differenziali  primi  :  le  derivate  seconde  moltipli- 
cate per  dx*  ci  daranno  i  differenziali  secondi,  e  così  di  seguito. 

Questa  regola  per  avere  i  differenziali  di  una  futi /.ione,  si 
riduce  anche  alla  seguente  che  ci  sarà  più  utile  nella  pratica  dì 
differenziare. 

„  Per  avere  il  differenziale  primo  d<p  di  <p  funzione  di  ar 
„  poniamovi  x-h  dx  invece  di  x,  quindi  sviluppata  la  quanti- 
„  tà  <p  secondo  le  potenze  di  dx ,  se  ne  prenda  il  termine  ove 
„  dx  è  alla  prima  potenza,,  il  quale  avrà  la  forma  Vdx>  e  sa- 
„  rà  dp  —  Vdx  . 

„  Per  avere  il  differenziare-  secondo,  non  facendo  alcuna 
„  operazione  sopra  dx  che  noi  supponiamo  aumento  indetermi- 
„  nato  indipendente  da  a?,  si  prenda  il  differenziale  primo  del 
.,  coefficiente  P,  cioè  sostituendo  x dx  per  x  nella  lunzio- 
„  ne  P,  e  sviluppando  secondo  le  potenze  di  efo,  si  prenda  il 
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„  termine  Qdx  ove  dx  b  alla  prima-  potenza ,  ed  avremo  dP  = 
„  Qdx,  e  perciò  d>  ===  dP . dx  ==  Qdx*,  e  cosi  di  seguito  „. 

Osserviamo  che  essendo  (0)  il  risultato,  il  quale  ottenia- 
mo differenziando.  <p  due  volte,  e  dividendo  successivamente  per 

dx,  esso  sarà_=  (——-):  dunque  dovendo  differenziare:  (  — ) 

non  faremo  alcun»  operazione  sopra  dx,  e  solo<  prenderemo  il 
differenziale  di  d$.  Non  deve  farsi  alcuna,  operazione  sopra  il 

dx.  che  è  in  i>oichè  effettivamente  questo  risultato. ( ^ )  de- 

ve  riguardarsi  come  uon  contenente  il  dx.  Vale  lo-  stessa  per 
i  differenziali  degli  ordini  superiori . 

•  §  8.  Da  ciò  che  è  detto  nelT  antecedente  §.,  e  nel      i.  si 

i  W$  X 

vede  che  le  differenziali  delle  cinque  funzioni  semplici  x  ,  a  , 
logx ,  sen  x,  oos  x  v  saranno  le  seguenti 

dlx')  =  (^l)dx=mxm~,dx. 

d1  (  xm  )  =  (  £££1  )  dxv=  m{m—  L)xm"adx' 

d1{xm)=i£l^)dx1^m{m^i)(m^2)xm'idxi 
ec.  ec.  ec. 

dia' )  =  (^£L)dx=a' Ioga  dx- 

d'  (  a  )  =  (  £l*±  )  dar1  =  a  (  léga-)*  dx1 
ec.  ec.  ec. 

/ 

dlogx={±!%L)dx =  ^ 

dsenx  dx~cosxdx 

dcosx  =  (J2ÙL)dx  =  —  senxdx 

d*sen x—  (d  *™  *) dx1  =  dcos x dx  =     se/i x dx* 

<V  sen  x  — (  ÌL™H )dxJ  =  —  dse/z  x  dxs  =  — cosx dx5 
ec.  ce.  ec. 
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<f: cos  x  =  (t^)dx'  =  _  dsenxdx  ==  —  cosxdx* 

d1  cos  x  —  ( dli^Jt )dx]  —  —  dcos xdx*  =  scn xdx1 

ec  ec.  ec. 

Queste  cinque  funzioni  semplici  possono  considerarsi  come 
componenti  qualunque  data  funzione  per  complicata  che  sia ,  e  le 
loro  differenziali  ci  serviranno  per  ritrovar  quelle  delle  funzio- 
ni composte . 

§.  9.  Rappresentiamo  per  p  ,  q  ,  r  ec. ,  delle  funzioni  «em- 
plici  di  x  :  le  differenziali  prime  di  esse  saranno  {~)dxì(^)dx, 
(£)dx  ec. 

Indichiamo  ora  per  y  una  funzione  qualunque  composta  di 
p  ,  q  ,  r  ec.*  e  vogliasi  il  differenziale  primo  di  y7  cioè  (^)éT* 
Quando  a:  diviene  x  -f-  dar ,  la  funzione  ^  diviene  (  5  ) 

e  le  funzioni  j> ,  g ,  r  ec.j  divengono  nello  stesso  tempo 

?+(fI)<r^(£)fH<^)£  +  ec. 

.ee.  ec  ec« 

Dunque  basterà  sostituire  queste  espressioni  di  p  ,  q  ,  r  ec 
nella  funzione  7,  sviluppata  -secondo  le  potenze  di  dx,  ed  allo- 
ra il  termine  di  quello  sviluppo  ove  il  dx  si  trova  alla  prima 

potenza ,  sarà  il  valore  di  (  £  )  dx:  così  se  y  =  ap  -4-  bq  -f-  cr  H- 

cc. ,  a  ,  o  ,  c  ec  ,  essendo  dei  coefficienti  costanti ,  avremo  sa- 
bito 

(^)dx  =  a(^)dx^b{"J)dx^c(é£)dx^  ee. 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  EH  IVTFGRALE  CAP.  I.  j$ 

Se  y  =  apq ,  a  essendo  una  quantità  costante  »  la  quantità 
pq  diventa 

p{~)y  dx-i-ec.,  e  quindi 

Se  y=  apqr  troveremo  egualmente 
{^)dx  =^aqr{4^)dx  ^.apr(^)dx~hapq(^)dxr  e  così  di 
seguito .- 

Se  7  =  ^,  la  quantità  £,  quando  x  diventa  x-i~dx>  si 
f  f. 

cangia  in 


era  sviluppando  il  denominatore  in  serie  per.  le  regole  conosciu- 
te ,  abbiamo 


ce. 


=  {>-)-(£)<** {i  -  («).f?-».ec.}  = 


Facciamo  un  qnalche  esempio.  Si  ricerchi 

i°.  Quale  è  il. differenziale  à\  axm -hcb'-^esenjx^hlogxì 
Chiamando  y,  questa  espressione,  avremo 

dy  =  (  g  )  dx  =  d  (  ax  •  -i-cb"  h-  e  se/z  x  -t-  A  Zc#*  } . 

Ora  facendo  />  =  x"  ,  £  =  ò',  r  =  senxt  s  =  logx,  sarà 
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y  =  ap  -t-  cq  h-  er     Jis,  e  siccome  (  §.  8  )  è 


fW  —  » 


(    )  cfo  =  (Zx  cos  x\  (  ^  )  dx  =  ^  j  dunque 


w  —  « 


(g)t£c  =  -^a:r  "    <fo  -t-  clogb.b'dx  -f-  ecosxdx  -Me.. 

2°.  Quale  è  il  dilferenzialc  di  y  =.8en2x?  siccome 
sen  2x  ==  ,isen  xeosx,  facendo 
p  =  senx>  q  =  cosx,  sarà 
y  =  2pq:  ora  dal  citato  §.  si  ha 

(  il  )  dx  —  dxcosx  i  (  4?  )  dx  =  —  sen  x  dx  ;  dunque 

idy-  )dx  =  zcosxdx  cosot  —  2senxsenxdx  =  2cos  x*tdx  — 

2senxzdx,  che  può  ridursi  a  zcoszxdx. 
3°.  Quale  è  il  differenziale  di  y  =  tangx: 

siccome  tangx  =  ~,  però  facendo 
p  =  sen x,  q  =  cosxy  s'  avrà 
y  —  ^*  e  quindi 

/  «*>  >  j  y  _  f  ^  )  '*  ~  '  ^  ^*  -  ■  <"  *%  **  -+  «»  *'  <i*  — 

4*.  Quale  è  il  differenziale  di  y—^eex? 
Dalla  Trigonometria  sec  a;  =  — l—  ;  dunque 

(dJ)dx  =  =  . 

§.  io.  Sìa  ora  %y  =  ^>(j>),  indicando  i>er  p(p)  una  fun- 
zione qualunque  di  p ,  essendo  la  stessa  p  una  funzione  di  x , 

e  si  voglia  il  valore  di  (^?)  dx ,  cioè  del  differenziale  primo 

di  <p  { p  )  preso  per  rapporto  ad  x .  (  Si  scrive  indistintamente 
p  per  *>(/>))• 
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Essendo  p  come  abbiatn  detto,  una  funzione  di  x ,  quando 
x  diviene  x  -t-  dx ,  p  diverrà 

P  H-  ( % )  dx  -+  (g  )  4" H-  ( %  )  •  g-* ec ,  e  la  funzione  , (p) 
si  cangiera  in 

p  (p     (  #  )  dx  m-  (     )  •  ~  *"**  €C*  ) :  tralasciamo  in  questa  ultima 

espressione  i  termini ,  nei  quali  il  dx  e  ad  una  potenza  maggio* 
re  dell'  unità,  poiché  non  avendo  noi  bisogno  nello  sviluppo  che 
del  termine  ove  il  dx  è  elevato  alla  prima  potenza  ,  si  rendo- 
no inutili  i  termini  (^)7~ec>  e(*  avremo - 

Ora  considerando  la  quantità  (*^)  dx  come  l'  aumento  che 
riceve  la  p,  e  che  noi  possiamo  indicare  per  dp ,  avremo 

ove  (~)>(£f)  ec. ,  sono  le  differenziali  prima,  seconda  ce, 

dp  dp 

di  <j>  prendendo  per  variabile  p ,  ovvero  differenziando  rappor- 
to ad  essa  ,  divise  per  dp ,  dp1  ec.  ;  esse  sono  funzioni  di  p  che 
non  contengono  dp  . 

Poniamo  nel  secondo  membro  di  quest'  ultima  equazione 

(^)dx  invece  dell'aumento  dpy  ed  avremo 

♦  <J»  -Kg)*)  =  CU»  H-  (£)  •  (gW*-*  0;(£)"f  "+ 
ec:  sarà  dunque  il  differenziale  primo  di  cioè 

„  Dunque  per  avere  la  differenziale  prima  di  una  funzio- 
„  ne  qualunque  <p(p)  dijj,  emendo  anche  p  una  funzione  di 
„  x,  bisogna  prendere  la  differenziale  prima  di  <P(p)  rapporto 

„  a  py  e  dividerla  per  dp  per  avere  (^),  quindi  moltiplicare 

dp 

Tom.  Il  C 
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„  questa  trovata  espressione  per  il  differenziale  primo  di  p  >  cioè 

Sia  y  =  <P(piq)  essendo  p{pyq)  una  funzione  qnalunque- 
delle  due  quantità  p  ,  q  che  sono  considerate  iunzioni  di  x ,  « 

vogliasi  il  differenziale  primo  (  £  )  dx. 

Siccome  le  due  quantità  p ,  q  sono  riguardate  indipendenti 
fra  loro  ,  giacché  per  quanto  siano  ambedue  l'unzioni  della  stes- 
sa xy  pure  non  è  stabilita  alcuna  relazione  fra  esse,  così  è  chia- 
ro che  deve  aversi  lo  stesso  risaltato,  sia  che  si  sostituisca  x-i- 
dx  invece  di  a?  nello  stesso  tempo  in  p  e  7,  sia  che  queste  so- 
stituzioni si  facciano  successivamente.  Sostituendo  prima  x-+>dx 
per  x  nella  funzione  p  ,  poi  x -t- dx  per  x  nella  funzione  qy 
la  funzione  <P(piq)  considerata  come  sola  funzione  di  p9  di- 
verrà 

Poniamo  adesso  in  questa  scric  a*  -h  dx  per  x  nella  fun- 
zione q,  il  termine  0(^,7)5  diverrà 

*(P>7)H-(^)(gW*H-cc.: 

quanto  al  tcrmiue  O^H^-)***  ^  chiaro  che  se  noi  lo  rappre- 
sentiamo per  Vdx,  diverrà  in  virtù  di  quella  sostituzione 
(P-h(^)(^)eZa?H-ec.)</*,  ovvero 

Vdx  (  ~  )  (  4?  )  ^  v1  h-  ec  r  dunque  la  proposta  funzione  p \p ,  q  ) 
quando  re  vi  diviene  x  H-  tfo,  diventerà. 

p(p.7)n-{(g)(g)-»-(f;)(f')>^-^e<:-: 

du:NUe  (  *  )  «fc  =  (  *  )  ( *  )  dx  h.  (  «  )  (  4  )  dX . 

Nella  stessa  maniera  se  fosse  y  =  p (p>  ,  r),  rappresentan- 
do per  ;(p,f/,r)  «"a  qualunque  funzione  ili  r,  ed  essendo 
pi(jìt'  tante  l'unzioni  di  a:,  avremo 
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^)«fc  =  (0)(£)^H-(g)(g)d»-M*)(|)d«=  .  .  ... 

>e  così  di  seguito . 

E  di  qui  si  deduce  un  importantissimo  Teorema  Generale  . 

„  Il  differenziale  primo-di  una  funzione  composta  di  difle- 
.,,  renri  funzioni  particolari ,  è  la  somma  dei  differenziali  primi 
„  relativi  a  ciascuna  di  queste  funzioni  medesime  considerate  se- 
„  paratamente  ed  indipendentemente  1'  una  dall'  altra  „  . 

Questo  principio  combinato  con  i  precedenti  serve  a  -trova- 
re le  differenziali  prime  di  qualunque  funzione ,  egualmente  che 
•le  differenziali  degli  ordini  superiori . 

Le  espressioni  formate  dap,gr  ec,  (^) ,  (^)  ec,  si  soglio- 
no chiamare  Funzioni  Differenziali  del  primo  Ordine  ;  se  di 
più  si  trova  in  esse  (£r)>(0)  cc  >  Funzioni  Differenziali  del 

secondo-,  e  così  di  seguito. 

§.  il.  La  ..regola  generale,  qui  «opra  dimostrata,  per  diffe- 
renziare una  funzione  comunque  composta  di  altre  fnuzioni ,  ci 
dà  le  seguenti  regole  particolari  che  appartengono  a  certe  funzio- 
ni di  natura  determinata  . 

Indicando  per  p-,o>r  ec.  tante  funzioni  composte  di  jc,  e  fa- 
cendo y  —  p(p,qr,  r  ec.  )  =  Ap  -f.  B<j  —  Cr  -+•  ec,  essendo 
A,B,C  ec.  quantità  costanti,  avremo  (§.  io.)  il  differenziale  di 
y ,  così  espresso 

(t)dx  =  A{fx)dx^B(2.)^-C(^)dx^ec. 

i\  „  Dunque  per  differenziare  una  somma  composta  di  tcr- 
„  mini  positivi  e  negativi,  prendete  la  differenza  di  ciascun  ter- 
„  mine  conservandovi  i  medesimi  segni,  e  formatane  così  un'altra 
„  espressione  ,  essa  sarà  la  differenziale  cercata  „ . 

Facendo  y  —  p(p)  =  Ap"  si  ha  (  §.  io  ) 

a'.  „  Dunque  qualunque  sia  Y  esponente  m  intero  o  rotto , 
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„  positivo  o  negativo,  la  differenziale  di  una  potenza  p  di  una 
„  qualunque  funzione  p  della  variabile  x  >  si  ha  moltiplicando  la 


m  —  i 

> 


„  potenza  ùip  inferiore  di  una  unità  della  proposta,  cioè  p 
„  per  1'  esponente  m  e  per  il  differenziale  medesimo  di  p ,  cioè 

Facendo  y  —  <P(piqyr)  =  pqr,  si  ha  (§.  io) 
(fjdx  =  qr{d£)dx  +  rp{£)dx^pq(%e)dx. 

3*.  „  Dunque  la  differenziale  di  un  prodotto  di  molte  fun- 
„  zioni  p,q  ce.  comunque  composte  della  variabile  x>  è  la  som- 
„  ma  dei  prodotti  della  differenziale  di  ciascuu  fattore  maltipli- 
„  cata  per  il  prodotto  degli  altri  fattori  „  . 

Da  queste  due  ultime  regole  se  ne  ricava  una  quarta  :  se  si 


fa  y  =  ~>  abbiamo  y  =pq     ,  e  quindi 

»  ■  • 

4*.  „  Dunque  per  differenziare  una  qualunque  frazione  -É-  con- 

„  viene  prendere  il  differenziale  del  numeratore  e  moltiplicarlo 
„  perii  denominatore:  sottrarne  la  differenziale  del  denominato- 
„  re  moltiplicata  per  il  numeratore,  e  dividere  per  il  quadrato 
„  del  denominatore  „. 

Faceudo  y  =  <p{p)  =  logp,  si  ha  (§  io) 

(d1)dx  =  ±{%)dx. 

e;1.  „  Dunque  il  differenziale  di  una  qualunque  quantità  Jo- 
„  garitmica  è  eguale  al  differenziale  della  funzione  _  posta  sotto 
"  il  segno  logaritmico  diviso  per  la  quantità  medesima  . 

Noi  tralasciamo  di  dare  altre  regole  particolari  di  differen- 
ziare,  poiché  quella  data  al  §  antecedente,  da  cui  queste  di- 
pendono ,  serve  per  la  differenziazione  in  tutti  1  casi  possibili . 

Sarà  utile  esercitarsi  adesso  sopra  alcuni  esempi . 

Quale  è  il  differenziale  di  y  =  (  a      bx"  -+  c(logx)* 

e  )  ? 
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Facendosi  p  =  a  -t-  bx"*  «4-  c  (  logx)"  e* ,  s' avrà  y  =  p  ; 
e  perciò  per  la  regola  a'., 

Ora  la  regola  i*.  ci  dà  (    )  cZx  =  zróx      «a;  h-  


cn  (  foifx  )"    ' .  ^  -f-  <?*  <*x  ;  dunque 
) c/x  =  (t(aH-  6**" H- c ( logx )" ^ e*f~~ ' . ( otóxw ' dx  -+ 

'li^Jl^^e'dx). 

Quale  è  il  diiferenziale  di  =  Zoi^a  -f-  bx  -f.  ex*  H- 
ex*  h-  ce-  )  ? 

Facendo  an-^H*  ex1  -H  ex'  h*  ec.  =  p  si  ha  y  =  logp , 
e  quindi  per  la  regola  jj'.  (£) dx  =  y.(g)dap.  Ma(-g)tfx  = 
(  b  -f-  acx      3exa  -fyec.  )  dx ,  dunque 

W*'  «-f^Jf-K-r*  -i-ex'  -+cc. 

Quale  è  il  differenziale  di  y  =  y/  (  a  -t-  &x  h-  ex*  -f 
exJ  -f.  ec.  )". 

» 

Facendo  a     Z>x  -f  ex'  —f-  ex5  -f-  ec .  =  p  >  s*  avrà  y=pm  ; 

Quindi  (  £  )  dx  =■  £  p  "   '  (  J£  )  dx ,  ed  infine 

(^f)dx  =  iLv'(aH-6x-i-cx1H"exJH-  ec.  )"""" .  (6  H-  2cx  h- 
3ex*     ec.  )  dx  • 

§  la.  I  differenziali  delle  funzioni  esponenziali  e  circolari , 
si  ottengono  con  la  medesima  facilità.  Rappresentando  per  pyq 
due  funzioni  complesse  in  x  ,  quale  sarà  il  differenziale  di 

y=p'? 

Alla  fine  del  §.  io.  abbiamo  dimostrato  che  essendo 
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J-  =  *(j».9).*(*)dr  =  (*)(*)ifc-|.(fi)(*)<fa}  dunque, 

facendo  <p=p*,  avremo 
jr-' 

(jp=P*fog"i>>  e  fatte  le  opportune  sostituzioni 
(g)^=?i>f~'(g)^^Zo^(g)^. 

r 

Per  avere  il  differenziale  di  y=pl  >  essendo  anche  r  uni 
funzione  complessa  iu      facciasi  q'=z,  ed  avremo 
y  —p*:  dunque 

(  4  )  dx  =  */"'(  g  )  dx  H.p«  %p  (  g  )cb . 

Ora  ( ^5)     —  rq     1  ( ^ ) dx -f. jr Zeg^ ( ~ ) ckc ;  dunque 


q  logq{~)dx:  ovvero 
(&)dx  =  p'  ^{logp.logq.^dx^  j*_  -)-.... 

Facciamo  y  =  e'  ,  (  essendo  «  il  numero  il  cui  logaritmo 
iperbolico  è  1'  unità  )  j  allora  p  =  e,g  =  e,r  =  ac,  logp  =  i 
log  q  —  i , 

(^)cfot=o,(^)cfa?  =  o,  e  perciò 

e*  * 

(è  )c7a;  =  e'  e  dx. 

Rapporto  alle  funzioni  circolari  abbiamo  (§8,9)  trovato 
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dx^dxcosx 
(^*-)dx  =  —  dxsenx 


V       dX        '"^  CO,* 


(.-'£->*»  =  ^  =  dx  tangxsenx. 

Cerchiamo  ora  i  differenziali  di  altre  funzioni  circolari. 
Sia  y  =  cotx.  Per  avere  il  suo  differenziale,  io  osservo 

che  cotx  =  fjijL ,  e  perciò  y  =  ^£  :  sarà  pertanto 

Sia  y  =  cosce x.  Siccome  cosecx  =  — L_t  avremo 

Sia  ^  —  sc/2cvc.  Siccome  $envx  =  1  —  cosxy  avremo 
( :g  )  d*  =  (  d»  =  rf*  «hi*  . 

§.  13  Passiamo  a  cercare  i  differenziali  delle  finizioni'  che 
sono  le  inverse  di  quelle  già  differenziate. 

Sia  y  =  A  sc/z  x .  Siccome  si  sa  dall'  introduzione  all'  Ana- 
lisi sublime  clic  supposto  il  raggio  =  1, 

A  scn  x  =  —      Z  (  v/  C 1  —  aa  )  -*  *  v-  (  —  1  )  ) ,  così  il  differen- 
ziale di  A  seri  x,  sarà  eguale  al  differenziale  di 
;7pz7) V  (.  1  —     )  -H  aV  (  —  1  )  )  ;  poniamo  dunque 

y^-^é-T) •*"(("—  rf)*Hh*V(--i)),  ed  avremo  per  ciò  che 
è  detto  al  §  1 1 

yjJ.~^!Jj —  =  _*L_  ;  dunque 
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« 

Egualmente  se  fo?se  jr  =  Asenp ,  essendo  p  una  funzione 
ili  a*,  ricaveremo  e  da  ciò  che  c  detto  qui  sopra,  e  dalla  rego- 
la generale  del  §.  io, 

v«/*y  Vii—  px)  Kdx} 

Sizy  =  Acosx:  essendo  x  il  coseno  dell'arco  y^  stira 
-v/(i — ar*  )  il  suo  seno,  dunque  sarà  ancora  eguale  all'  arto 
che  ha  per  seno  y/(i — a:1),  cioè 

y  —Asen  V  (  i  —  a?* ) .  Facendo  ora  p  =  y  (  i  —    ) ,  avremo 
(fe)<fa==_2--r^.(jg)<fxt==J...  dunque 

v  </*  '  v     dx      1  V  (  i  -  **  ) 

Sia  y  =  A  tangx .  Essendo  ■*  la  tangente  dell'  arco  y  >  il  suo 
seno  sarà  ^    ^^.^  ;  dunque 

y  =Asen  »  e  quindi 

(£)cfa«(^)*-r^. 

Nella  stessa  maniera  vedremo  che  essendo 
j,  =  A«*«,  si  ha  (g)rf3C  =  (^-)d3f=_^i_-( 

>  =  A.ec.,.  .  .  .  =  (  «^fe-—*—, 

j,  =  Acosec*. .  . .  (*)d«  =  (i*^)d.=  ;7f^T,S 

se  questi  trascendenti  invece  di  contenere  a: ,  contenessero  una 
quantità  p  funzione  di  x  ,  allora  nei  differenziali  dovremmo  por- 
re p  per  a: ,  e  {*rx)dx  per  dx  ;  e  -se  poi  vogliamo  ì  differenziali 

dei  medesimi  trascendenti  quando  il  raggio  è  =  a ,  allora  con- 
siderando che 
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A  sen  x  per  il  raggio  =  a ,  è  eguale  ad  a .  A  sen  ^  per  il  raggio 
=  1 ,  moltiplicheremo  per  a  i  differenziali  trovati ,  quindi  inve- 
ce di  x  e  di  dx  porremo  in  essi       e  ~.  Ev  inutile  farne 

qualche  esempio . 

§.  14.  Abbiamo  detto  (§-7>8)  che  per  mezzo  della  diffe- 
renziazione dei  differenziali  primi  ottengonsi  i  differenziali  se- 
condi: che  i  terzi  s*  ottengono  per  la  differenziazione  dei  secon- 
di, e  cosi  di  seguito.  Per  quanto  tutto  questo  non  abbia  diffi- 
coltà, pure  non  sarà  inutile  farne  alcuni  esempi  che  serviranno 
a  renderci  familiare  1'  operazione  di  differenziare . 

Sia  y  =  ~^rx  e  s'  ^mandino  i  di  lui  differenziali  primo , 
secondo  ec. 

Avremo  (^-)dx  =  -  ~ dx 

v  dx  '  (  oa  -+  xx  )• 

(^)dx*  =  *"**  dx> 

ec.  ec. 

(^dx^^^-dx' 

o-«r>* 

ec.  ec 

Sia  y  =  logxy  ed  avremo 

Kdx  J  * 

Tom.  Il  D 
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ec.  ec. 
Sia  .y  =  e   ,  ed  avremo 
(^)d*  =  e*  ndxi 


(£?)d*4  =  c"*nWi 
ec  ec. 

Sia  y  =  Asenx,  ed  avremo 

(I  —  **) 

I  ,v. 

cc.  ec. 
Sia  infine  y  =  tangx  =  '{~y  ed  avremo 
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(f  )dx  =  -l~dx; 

dx  '  eosx" 
dx*  '  cos  *' 

(  *l  )  <fo'  =  (       -      ,  )  ito1  ; 

ce.  ec. 

Non  aggiungiamo  altri  esempj,  ma  raccomandiamo  ai  nostri 
Leggitori  d'  esercitarsi  nella  differenziazione  delle  funzioni  che 
essi  medesimi  avranno  la  cura  di  proporsi  . 

Un'  osservazione  importante  nella  dirTerenziazione  delle  fun- 
zioni è  la  seguente  .  ^ 

Il  differenziale  primo  di  una  funzione  può  fare  svanire  li- 
na quantità  costante  dalla  funzione  medesima  ;  il  differenziale  se- 
condo può  farne  svanire  due;  il  terzo  tre,  e  così  di  seguito. 

Sia  infatti  da  differenziarsi 

y  =  <t>(x)-\-a-{'bx-i-cx1  -hex1  -+fx*  H-  ec 

essendo  q>(x)  una  funzione  di  xf  a,Ò,c  ec,  quantità  costanti- 
Avremo  allora 

)  dx  =  (  *j.  )  dx-f  b  -j-  2cx  •+  sex'  -i-  tfx1  h-  ec. ,  differenziale 
primo  che  non  conticn  più  la  costante  o; 

(  ) dx*  =  (  ~| ) dx2 6ex  — i- 1  dfx* -f-ec. , differenziale  se- 
condo che  non  contien  più  le  costanti  a  ,  b ,  e  così  di  seguito . 

§  15.  Siano  ora  y  ,  u  ,  w  ec  ,  tnnte  quantità  variabili ,  fun- 
zioni determinate  o  indirci  minate  eli  x,  e  dipendenti  in  conse- 
guenza dalla  sressa  x  ,  per  quanto  non  sia  stabilita  cosa  alcuna 
sopra  questa  dipendenza  . 

Il  differenziale  primo  di  una  funzione  qualunque  p(jc}%y, 
u  ec.  ),  delle  variabili  x  ty  ,  u  ec. ,  è  (  §.  10  ). 

■^  =  (S)d«H.(g)(g)rf*-Kg)(£)d»H.ea: 
ovvero  facendo  (3  =  (£  )  h-  (  g  )  (  £)  •+  ( £ )  (£ )  H-  ec. , 

c/p  =  j3dje  :  questo  differenziale  primo  esatto  /3<i:c  ha  ,  come  si 
vede ,  per  0  una  forma  determinata  . 
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Proponiamoci  dunque  il  Problema. 

„  Essendo  la  quantità  0  di  questa  forma 

m-i~  n  (Q)  -i-  ec. ,  quali  sono  le  condizioni  cui  deb- 

„  bono  soddisfare  le  quantità  m  ,  n  ,  l  ec. ,  acciocché  pdx  sia  il  dif- 
„  ferenziale  esatto  di  una  funzione  <p(x,ytu  ec.  )  delle  varia- 

„  bili  x,>,«ec,  ovvero  acciocché  m  possa  esser  preso  per  (^);. 

„  n  per  (£);  l  per  (g)  ec  „ 

Siano  due  sole  le  variabili ,  x  cioè  ed  y ,  e  si  dimandino 
le  condizioni  che  debbono  avere,  i  coefficienti  m ,  /z ,  acciocché  meta 

-4-/z(£)t£v  sia  un  differenziale  esatto»  ovvero  acciocché  m  possa 

esser  preso  per  (  ~  )  ;  «  per  (  4?  ) . 

Supponiamo  per  un  momento  che  ed  y  siano  due  varia- 
bili indipendenti  :  è  allora  manifesto  che 

<p(x-\~ d*ìy)  —  <p(x>y)*  trascurando  nello  sviluppo  le  poten- 
ze di  dx  superiori  alla  prima,  è  il  differenziale  di  <p ,  quando 

si  considera  x  variabile,  cioè  è  =  {jx)dx.  Egualmente,  ponen- 
do in  quest*  ultima  espressione  y  dy  per  la  quantità  <p(x-h 
dx,y-+dy)  —  (p{x,y  h-  dy)  —  p  (  —H  dx  *y)  <p(x >y)  y 
(  se  si  trascurano  nello  sviluppo  le  potenze  di  dy  superiori  alle 

prime  ),  è  il  differenziale  di  (^)dx  considerami)  y  variabile. 

Dunque  <p(x-h dx ìy-ì-dy)  —  ${x  ijt  ^\rdy)  — <p(y 
dx)  -H  <p(xty  ),  trascurandovi  le  potenze  di  dx  e  di  dy  supe- 
riori alle  prime,  è  il  differenziale  secondo  di  p,  preso  prima 
per  rapporto  ad  x ,  poi  per  rapporto  ad  y .  Indichiamo  questo 

differenziale  secondo  per  (£^)dxdy. 

Nella  medesima  guisa  se  prendiamo  prima  il  differenziale 
rapporto  ad  y ,  poi  rapporto  ad  x  ,  avremo  la  stessa  funzione 
per  esprimere  il  differenziale  secondo  di  p  preso  prima  rappor- 
to ad  y  ,  poi  rapporto  ad  x,  che  noi  indichiamo  per  (jp^)  dydx  ; 
sarà  dunque 
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i%)d*fy  =  lfc)djd,:  e  perciò  = 

Ora  (^)  è  la  differenziale  rapporto  ad  x  di  (^)  divisa 
per  da:;  e  {-^)  e  *a  differenziale  rapporto  ad  y  di  (^?)  divi- 
sa per  dy\  dunque  dovendo  essere  t»  =  (^?),  72  =  (^),  sarà 
la  differenziale.,  di  n  rapporto  ad  ce  divisa  per  dx,  cioè 

sarà. 

=         c  (^~)  la  differenziale  di  wi  rapporto  ed  y  e 
divisa  per  dy,  cioè  sarà 

(  jpL)  =  (^)  j  dunque  acciocché  ?»  ed  n  possano  essere  presi ,  il 
primo  per  (J£)  ed  il  secondo  per  (^),  dovrà  essere 

(^)==(^):  c*°k  sara  sempre  mdx  -i~n  (£)dx  una  differen- 
ziale esatta,  se  la  differenziale  di  m  preso  per  rapporto  ad  y  e 
diviso  per  dy ,  sarà  eguale  alla  differenziale  di  n  preso  per  rap- 
porto ad  a?  e  diviso  per  dx . 

Se  le  variabili  sono  tre ,  se  si  dimandano  cioè  le  condi- 

zioni ,  perchè  mdx  ti  (  4?  )  dx  -h  l  (  ^)  dx  rappresenti  la  diffe- 
renziale esatta  di  una  funzione  p(x,.y>z)r  è  fàcile  vedere  che 
le  dette  condizioni  saranno  espresse  da  queste  tre  equazioni 

(£)  =  (£).(£)  =  (£)>(£)  =  (£): 

infatti  la  proposta  espressione  sarà  una  differenziale  esatta,  quan- 
do ciascuna  delle  tre  combinazioni  binarie 

mdx  -\r  n  {^)dxt 
mdx-*  l(P)dx 
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che  possono  farsi  con  i  tre  termini  di  essa  ,  è  anche  una  diffe- 
renziale esatta ,  ed  in  conseguenza  quando  hanno  luogo  le  tre 
equazioni  suddette  . 

§.  16.  Ma  generalizziamo  il  problema  ,  e  proponiamoci  di 
trovare  le  condizioni  <  he  debhòuo  aver  luogo,  perchè  una  funzio- 
ne d'  un  ordine  qualunque  comprendendo  un  numero  qualunque 
di  variabili ,  sia  una  differenziale  esatta  . 

Siano  queste  variabili  x,y,u  ec. ,  e  sia 

(£)=?>  (£)  =  <?  = 

(£)=?'>  (£W<  (£>  =  '« 

ec.  ec. 

Indicando  per  0  una  funzione  di  x ,  y  >  u  ce  ,  p  ,  q ,  

£,p',o/,  t'  supponiamo  che  Qdx  sia  la  diiierenziale  di 

una  funzione  z  dell'ordine  immediatamente  inferiore,  ed  avremo 
fidx  —  dz  (  per  <Lz  noi  vogliamo  intendere  la  differenziale  del- 
la z  presa  rapporto  a  tutte  le  quantità  che  essa  contiene  ;  così 
in  generale  se  M  e  una  funzione  delle  quantità  x,y,u  ec. ,  per 

indichiamo  la  diiierenziale 

(  —  )  dx  — H  (  ~r~  )  {  /  )  dx  -4-  ec.  )  ;  e  perche  z  non  contiene  t , 

dx  ay  dx 

t'  ec. ,  sarà 

pdx  =  (  £  )  «fa  H-  (  *  )  (  *  )  dx  *  (  £  )  (  £  )  «fc  -+    •  H-  (  £  )  (  -£  )  d* 

-K£)(£)«'-Ki)(|f)rfxH.....-K*.)(^)«fc 

-4-  ec. 

e  quindi 

-h  ec. 

Io  faccio 
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H-N'(£)tf*H-P(£)*cH-  H-T(£)d* 

H-  ec. 

ed  è  chiaro  che  sarà  (  avvertendo  che  (  -  ~L )  =  ( J~-  ) ) 

^C^)i»'-*.(^)S'H.....H.(^}f 
H-eo. 

Si  troverà  nella  medesima  maniera 

'N"  =  Brf(a)'I-=(fi)-*-stf(^).g=(^)H.£«r(±).... 


T=(/i)cc; 


se  (3  non  è  funzione  che  di  y,x,p,  p  non  entrerà  in  z  >  ed  a 
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cagione  di 

N  —  ±dV  =  o. 

dx 

Supponiamo  0  funzione  di  yyx9pyqi  q  non  entrerà  allora 
in  s,  ed  a  cagione  di 

-Ld,Q  =  -Ld1f^),  s'avrà 
N-i-<£P^  J_<fQ:=o. 

dx  dx*  *- 

In  generale  /3  essendo  una  funzione  di  tin  ordine  qualunque 
e  comprendendo  un  numero  qualunque  di  variabili ,  come  abbia- 
mo supposto  in  principio,  avremo 

N  -  a  dP    s?     -  £,  *R    £  *s 

N'  -  X  dF  -+  £ d'Q'  -  £  cl'R'  h.  £  <TC  -  «a  =  e; 

ec.  ec 

E  vi  saranno  tante  di  queste  equazioni  di  condizione  quan- 
te sono  le  variabili  meno  una,  che  è  quella  della  quale  si  con- 
siderano funzioni  tutte  le  altre ,  e  rapporto  alla  quale  si  fanno  le 
differenziazioni . 

Questo  bel  Teorema  è  d'Eulero.  Condorcct  ne  ha  dato  il 
primo  la  dimostrazione  diretta  nel  suo  Calcolo  Integrale,  e  ne 
tira  le  conseguenze  seguenti. 

§.  1 7.  Se  $dx*  è  la  differenziale  d'  una  funzione  z'  d'  un 
ordine  inferiore  di  due  unità ,  a  cagione  di  zdx  =  dz  ,  s' avrà 

V  <iy  '        dx     Kdpf        dx*  Kdt' 

ora  è  facile  vedere  che 
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ec.  ce. 

v 

Dunque  sostituendo  questi  valori  nell'  equazione  preceden- 
te,  otterremo 

p  -  ».  dQ        <TR  —  -A  cf JS  -h  ce.  =  o . 

dx    x       d«»  d*» 

Sia  (Sdx1  la  differenziale  d' un  ordine  inferiore  di  tre  unita  ; 
sarà  allora  zdx*  la  differenziale  d'  un  ordine  inferiore  di  due 
unità,  e  perciò 

sostituendo  per  (-^)>  [—)  ec.  i  loro  valori,  s'  ottiene  Y  equa- 


dz\     /  dt 

zione  di  condizione 


ec.  ec. 

Continuando  lo  stesso  andamento,  vedremo  che  se  fidx"  è 
la  differenziale  di  una  funzione  d'un  ordine  inferiore  di  un  nu- 
mero n  d'unità,  s'avrà  perula  variabile  y  (  è  lo  stesso  per  le 
variabili  u  ec.  ),  questo  nunféro  d*  equazioni  di  condizione 

(A)....N-^rfP^^rfiQ-ii7rflR^d-i-4^S^ec.  =  o 

(»)  \  Q  -  £<TR  H-£.<rS-ea=:o 

f   R  —  -A  tfS  -f  ec.  =  o 

I  coefficienti  delle  equazioni  (  B  )  sono  ;  nella  prima  i  nu- 
meri naturali  ;  nella  seconda  i  numeri  triangolari  ;  nella  terza  i 

Tom  IL  E 
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numeri  piramidali;  c  così  di  seguito.  Ci  ^arà  utilissimo  schiari- 
re tutta  questa  Teorìa  per  mezzo  d'  alcuni  esempi .  • 

§.  18.  Sii  primieramente  la  l'unzione  del  primo  ordine 

71  (2  ) dx  "+  mdx>  ed  avremo  0  =  np  h-  m ,  e  per  conseguenza 

N  =  (f)?=(|)^H,(|)i  P==(^)  =  'zi  sostituendo  questi 
valori  in  N  —  1  dP  =  o,  si  otterrà 

(£)  H-  (|)P,  ovvero       )  =  (*)  come  ab. 
Inani  trovato  al  §.  (15). 

Io  prendo  per  secondo  esempio  ja  funzione  del  secondo, 
{nq-*m)dx\  Si  haN  =  (£)?H-(£),  P  =  + 
=  n\  ed  in  conseguenza 

s  *■  a  {<  &  >  « *•  &  >  «  (  s  )  ***  (  £  >?  (  £)  * 

ora  sostituendo  questi  valori  nell'equazione. 
N  —  jjj-  cf P  h-  - ^  d*Q  =  o ,  troviamo 
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Eseguendo  le  differenziazioni  indicate ,  e  riducendo  quest'  e- 
quazione,  diviene 

«{•(Ì)-(^)-K^)-HP(^)}-K^)-C^)- 

y(^)H-(5)-«-vi^)H.p-(g)=o. 

Ma  le  funzioni  m  ed  n  non  dovendo  contenere  9 ,  questa 
'equazione  non  può  essere  identica ,  senza  che  il  coefficiente  di 
q  vada  a  zero  da  se  medesimo  :  questa  equazione  dovrà  -dunque 
necessariamente  dividersi  in  due  -altre ,  le  quali  saranno 

W  ■■■■  (^)-0-J'(^7)H-(^)H.ai»(£j)H. 

?'(£)  =  <>. 

Se  la  funzione  del  secondo  ordine  è  la  differenziale  di  una 

funzione  di  y  e  di  xt  allora  a  cagione  di  V  —  ~dq  =  0  ,  sarà 
di  più 

(e)....  (*)_S(*)-,(*)_1B,(*)  =  o. 

§.  19.  Nei  differenziali  esatti  di  una  funzione  omogenea, 
ha  luogo  una  proprietà  che  è  ad  «sse  propria  e  particolare. 

Si  chiama  funzione  omogenea  quella  >,  nella  quale  la  som- 
ma delle  dimensioni  delle  quantità  variabili  è  la  medesima  in 
tutti  i  termini .  La  funzione  intera  x* -haXìy<-{-bxy2j  (  yb  una 
funzione  indeterminata  di  x  ;  -egualmente  lo  sono  le  altre  varia- 
bili che  abbiamo  in  questo  §.  )  è  omogenea  ,  ed  il  numero  del- 
le dimensioni  essendo  3,  essa  è  della  terza  dimensione.  La  fun- 
zione *'  -+*x9y+bW{x*  -*■?*)  §  ancora  omogenea ,  ed  il  numero 

delle  dimensioni  e  2 ,  il  quale  si  ottiene  togliendo  il  numero  del- 
le dimensioni  del  denominatore  dal  numero  delle  dimensioni  del 
numeratore .  Allorché  il  numero  delle  dimensioni  del  numerato- 
re ,  è  eguale  al  numero  delle  dimensioni  del  denominatore,  la 
funzione,  si  dice,  essere  di  una  dimensione  nulla,  come  per  cs. 
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Se  il  numero  delle  dimensioni  del  numeratore  è  minore 

xjr  •+  aj 

del  numero  delle  dimensioni  del  denominatore,  la  dimensione  del- 
la funzione  b  allora  negativa  :  ^(         è  una  funzione  omogenea 

la  cui  dimensione  è  —  — . 

a 

Una  proposizione ,  la  cai  sola  esposizione  basta  per  farla 
comprendere,  è  la  seguente  :  se  in  una  funzione  omogenea  di 
due  variabili  y  ed  x  >  di  una  dimensione  qualunque  n ,  faccia- 
mo *-  =  qì  essa  cangierassi  in  una  funzione  di  questa  forma 

Qx",  Q  essendo  una  funzione  di  q  e  di  costanti ,  le  quali  en- 
trano nella  proposta .  Per  mezzo  di  questa  sostituzione ,  le  quat- 
tro funzioni  omogenee  che  abbiam  prese  per  eserupj ,  si  cangie» 
ranno  in  queste  qui, 

3. 

(  I  hn*  W     1  "+  *f  ■+  **!ÌL±112*  «*  .  *  "*  kf     V(  ~~  *» 

(  i  H-<*7  -+  60 .  )*  >  Ju  +  Fi   *  *W  ~ ~ *  * 

Ciò  posto  la  ditfèrenziale  M  (  ^  )  cfc -f- Ndx  essendo  quel- 
la di  una  funzione  omogenea  z  di  due  variabili  y  ed  x  di  cui 
la  dimensione  è  «,  immaginiamo  che  la  sostituzione  di  qx  por 
y  cangi  M  ed  N  in  31',  N';  per  questa  stessa  sostituzione  z  si 
cangierà  in  Qx';  e 

» 

{j-x)dx  in  qdx  h-  *  (£)  dx:  dunque 

M'  (  qdx  H-  x  (  g  )  dx  )  N'rf *  =  d  (  Qx"  ) ,  ovvero 

(M'2^N')d*H-  M.x(£x)dx  =d(Qx')t  ora  è  chiaro  che 

(Mvj-t-  W)dx  è  il  differenziale  di  Qx'  per  rapporto  ad  x  so- 
lamente i  dunque 

M'</  -h  N'  =  nQx"  1  i  poniamo  ora  in  quest*  ultima  equazio- 
ne    per  g,  ed  avremo 

-t-  N#  =  /2Z ,  ovvero  (  ponendo  per  IVI  cfl  N  i  loro  valori 
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lesta  proprietà  ■ 

sapponendo  che  z>  contenga  .>»,*,«  ec.,  e  che  il  numero  delle 
dimensioni  sia  sempre  tz,  facendo  Z  =  ?,  i  =  r  ec. ,  z  diverrà 
di  questa  forma  W,  per  V  io  intendo  una  funzione  di  q,r 
ec.  :  se  dunque  noi  chiamiamo  M' , N' , P'  ec,  ciò  che  divengono 

(£),(—)>(  —  )  ce.  per  causa  delle  stesse  sostituzioni,  avremo 

dy        dx  dtt 

d(Vx'),  c  perciò  M'g  N'  H-  P'r  -i-  ec.  =  riVx"  " 1 .  Rimet- 
tendo in  quest*  ultima  equazione  ^  per  q  ;  ±  per  r  ec,  sarà 

^C*)-H*(S)H-«(S)-l-ea-«. 

Se  s  fosse  stata  di  dimensione  nulla ,  avremmo  avuto 

La  funzione  omogenea  ,  di  cui  la  dimensione  è 

—  E,  ha  per  differenziale 

— j  .wjj- fr*  )  «fo  (w»-*-6»B)  4  tdij dx  :  deve  dunque  essere  — 

( w-j-ftM*  -+  (  s*j  h-  6**  )  >  n   */(*-+yì   Riducendo  infatti  si 

trova  ua^-i-  1 1*/  =  i  i*y  • 

Quest*  altra  funzione  omogenea  ^~£r  che  è  di  dimensio- 
ne nulla,  ha  per  differenziale 

U*V  -+  -  <  **'  -  *****  -*  '»"' )  (a)  *  .  deve  dunfnie 
essere 

( ■+  afigw/  H-  &7iy3  )*  —  a^*>  H-  bhxyx)y=  o , 

come  è  effettivamente. 
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CAP.  II 

Differenziali  delle  Equazioni, 
e  delle  funzioni  a  più  variabili . 

§.  ftO.  WIA  y  una  funzione  implicita  di  x ,  abbiasi  cioè 
k3  fra  x  ed  y  un*  equazione  F(ar,^)  =  o  dalla  ri- 
soluzione della  quale  dipenda  il  valore  di  y  dato  per  x,  e  si 

dimandi  quale  sarà  il  differenziale  ('£)dx  della  funzione  y. 

La  dipendenza  che  regna  fra  x  ed  y  è  determinata  dall'  c- 
quaziòne  F  (x,y)  =ro;  e  considerando^  fuuzione  di  x,  questa 
equazione  deve  aver  lnogo  qualnnque  sia  x:  la  variabile  x  è 
dunque  arbitraria ,  e  per  ogni  valore  dato  ad  x  ne  corrisponde 
uno  per  ;y 

Se  noi  Avessimo  soltanto  F  (*,>),  le  due  variabili  x,y  sa- 
rebbero indipendenti,  e  considerando  y  come  una  funzione  di  a?, 
sarebbe  questa  una  funzione  indeterminata  di  x .  Ora  se  x  di- 
viene x     dx  >  la  funzione  diverrà 

J?(Xìy)^h  "Pdx  H-lQ^«*  •+  ec.  ;  e  siccome  "Pdx  è  il  differen- 
ziale di  T?(x,y)  rapporto  ad  x,  sarà  (  §.  io) 

Vdx  =  (£)  dx (£)dx,  onde  quella  serie  diverrà 

F(^^)H.{(g)^(|)(£)>c?^H-ec. 

Ma  per  la  dipendenza  che  regna  fra  ar,^>la  funzione  F(a:, 
y)  deve  sempre  essere  =o,  qualunque  sia  x  j  dunque  il  valo- 
re di  F(xyy),  quando  x  diviene  x-i-dx,  sarà  nullo;  dunque 

F(*^)-*-{(S)H-(5).(g)}cfaH.«ì.-0. 
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Acciocché  quest'ultima  equazione  sussista  qualunque  sia  dx ,  con- 
viene che  i  termini,  i  quali  contengono  le  diverse  potenze  di 
dx ,  siano  zero  da  se  medesimi;  dunque 

0d*^(%)(pd*  =  °>  da  cui  si  ricava- 

prendendo  il  differenziale  primo  dell'  espressione  trovata  por 
(^)dx,  ne  avremo  il  differenziale  secondo 

(g?)<£ar;  e  così  se  ne  avrà  il  differenziale  terzo,  quarto  ec. 

§.  ai.  L'equazione  V(xty)  =o  ci  conduce  ad  un'altra 
equazione 

{$)fc  +  (7,H%)dx  =  o,  ovvero. 

(?)H-(?)('?)  =  o1  che  sussiste  insieme  con  essa  ;  ed  indi- 

*  dx  '        Kdy  J  v  dx' 

cando  per  più  semplicità  per  F  =  o ,  dF  —  o  quelle  due  equa- 
zioni, sussistendo  l'equazione  F  =  o,ha  luogo  anche  la  di  lei 
equazione  differenziale  prima  dF  =  o  . 

„  Dunque  1'  operazione  della  differenziazione  non  altera 
„  1'  equazione  sopra  la  quale  si  eseguisce  ,  in  modo  che  non 
„  abbia  più  luogo  1'  eguaglianza  fra  i  suoi  membri  „  . 

Prendendo  allesso  il  differenziale  dell'  equazione  dF  —  o , 
s*  avrà  un'equazione  dsF  =  o,  che  per  la  stessa  ragione  sussi- 
sterà nel  medesimo  tempo  che  dF  =  o:  così  da  d'~F  si  dedurrà 
un'altra  equazione  d*F  =  o  ,  che  sussisterà  insieme  con  lei,  e 
così  di  seguito  . 

Dunque  sussistendo  l'equazione  F=o,  sussisteranno  anche 
ed  avranno  luogo  insieme  con  essa  1'  equazioni 

dF  —  o  differenziale  del  primo  ordine 

(Z'F  =  0  del  secondo  .  .  . 
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dlF  —  o  del  terzo  .... 

t£4F  =  o  del  quarto  .... 

ec  ec. 

dal  che  si  ricava  questo  Teorema  importantissimo . 

Allorché  sussiste  fra  due  variabili  una  qualunque  cqua- 
„  zione  F  —  o ,  sussistono  ancora  ed  hauno  luogo  insieme  con 
„  lei  tutte  1'  equazioni  differenziali  di  qualunque  ordine  che  da 
„  essa  possono  dedursi  ;  e  queste  equazioni  appartengono  in  cou- 
„  seguenza  alia  stessa  relazione  di  variabili  „ . 

Si  travede  fino  di  qui  il  gran  vantaggio  che  potrà  ricavar- 
si dal  Calcolo  Differenziale  nella  soluzione  dei  Problemi  .  Se  in- 
fatti la  soluzione  di  un  Problema  dipenda  da  un*  equazione  fra 
due  variabili  x ,  y  si  possono  avere  per  mezzo  di  questo  Teo- 
rema infinite  altre  equazioni  sussidiarie  derivate  da  quella  >  e 
che  abbiano  luogo  insieme  con  essa,  e  delle  quali  ciascuna  con- 
tiene la  soluzione  del  Problema . 

Per  incominciare  a  far  sentire  di  quanta  risorsa  sia  il  Cal- 
colo Differenziale  nelle  ricerche  d'  analisi  proponiamoci  di  svol- 
gere in  serie  la  quantità  (  I  -+  *  )"  qualunque  sia  1'  esponente  n 
intero  o  fratto,  positivo  o  negativo. 

Facciamo  per  questo 

(I4*)"=1H-Ai-|.  Bx1  h-  Ex*  -4-  Fa;4  -f-  ec. 

essendo  A  ,  B  ,  E  ec  ,  quantità  costanti  da  determinarsi .  Se  si 
prendano  i  logaritmi  da  ambe  le  parti  avremo 

nl(i      x)  =  l(i  -f-  Ax  h-  B*1     Ex*     Fx4     ec.  )  ; 

questa  equazione  differenziata  diviene 

n    A  -4-  2gx  H-  4F*1  -+  ce. 

jTTT       i~^-  Ax  -+■  Bjc'  h-  E*1  -+  F**  ■+  «c  ' 

la  quale  ordinata  secondo  le  potenze  della  x,  ed  eguagliando  a 
zero  i  coellicienti  delle  medesime  secondo  il  Metodo  dei  Coef- 
ficienti Indeterminati*,  ci  dà  queste  equazioni  fra  A,U,Ett 

A  —  « 

all-frA  =t2A;  da  cui  B  —  "J-n^Lll 

2 
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372  h-  2B  =  /zB;  da  cui  E  =  nj^-jj^^ 

4F h-  3E  =  «E;  da  cui  F  =  *l^^£=*.M---s  > 

ce.  ce. 
Dunque  * 
(l^)'  =  H.ni4  V  H-  2>  a J  H-  ce 

che  è  la  conosciuta  formula  del  Binomio  di  Nenton. 

Se  poi  1'  equazione  F  =  o  fosse  un'  equazione  identica  in 
x  soltanto,  come  per  esempio 

a?*  —  (x  —  a)(a?H-a)-i-a*  =  o,  allora  essendo  quest'  equa- 
zione vera  per  qualunque  valore  di  x,  giacché  gli  x  si  distrug- 
gono da  se  medesimi ,  sussisterà  anche  quando  si  pone  x  w 
invece  di  x  :  sarà  dunque  ancora 

FH-(£)wH-(^)£-*-ec.  =  o,  e  perciò 

(  ~  )  =  o ,  (  0  )  =  o  ce. ,  e  queste  equazioni  differenziali  saran- 
no altrettante  equazioni  identiche. 

§.  22.  Abbiasi  ora  una  equazione  F  =  o  fra  due  variabili 
.v,^,  e  quante  si  vogliono  costanti  e  ec. 

Noi  abbiamo  dimostrato  al  §.  antecedente  che  sussistono  ed 
hanno  luogo  insieme  con  questa  equazione  tutte  le  di  lei  equa- 
zioni differenziali  di  qualunque  ordine  esse  siano,  che,  cioè,  nel 
medesimo  tempo  abbiamo 

t£F  =  o,  d'F  =  o ,  d'F  =  o  ec.  Ora  è  chiaro  che  qualunque 
combinazione  di  queste  equazioni 

F  =  o ,  d¥  —  o ,  d'F  =o  ec. ,  darà  una  nuova  equazione  che 

sussisterà  nello  stesso  tempo  che  l'equazione  F  =  o ;  apparterrà 
in  conseguenza  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  ed  allo  stesso 
Problema  cni  apparteneva  F  =  o  :  a  tutte  le  equazioni  che  ri- 
sultano da  queste  combinazioni  si  dà  anche  il  nome  d'  Equazio- 
ni  Differenziali  del  primo  Ordine  quaudo  contengono  i  dif- 
ferenziali primi,  o  risultano  da  una  confbinazione  di  F  =  o,  e 

Tom  II.  F 
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cTi  dF  —  O',  del  secondo,  quando  contengono  i  differenziali  se- 
condi, o  risultano  da  F  =  o,  cZF==o,  <i\F  =  o;  e  così  di  se- 
guito. L'equazioni  differenziali  poi  dF  =  o,  cTF  =  o  ce,  si 
chiamano  anche  Differenziali  Esatte,  perchè  risaltano  da  una 
semplice  operazione  di  differenziazione . 

Tutte  queste  combinazioni  possono  essere  infinite  di  nume- 
ro ,  ma  noi  non  considereremo  che  quelle  le  quali  hanno  rappor- 
to all'  eliminazione  de  He  contanti . 

L'  equazione  dF  =  q,  ovvero  (~  >dbc {~){^x)dx  —  o 

sussiste  nello  stesso  tempo  che  l'equazione  F  =  o-;,  dunque  se 
per  mezzo  di  esse  eliminiamo  una  delle  costanti  a,ò,c  ec. ,  a 
per  esempio ,  avremo  con  questa  combinazione  una  nuova  equa- 
zione fra  x ,  y,  (^),  e  k  costanti  btc  ec. ,  la  quale  avrà  Ino- 

v  dx  ' 

go  insieme  con  F  =  o,  e  conterrà  una  costante  di  meno  di 
essa  . 

„  Dunque  un'  equazione  F  =  o  può  sempre  contenere  u- 
„  n:i  costante-  di  più  d'  un'  equazione  differenziale  del  primo  or- 
„  dine  che  da  essa  dipenda  „  . 

Nella  stessa  guisa  eliminando  due  costanti  a  ,  b  per  mezzo 
delle  tre  equazioni  simultanee  F  =  o ,  dF  =  o ,  d'i?  =  o ,  ot- 
terremo un'equazione  in  x       (^),  (£0  e  le  costanti  c  ec  .  r 

la  quale  avrà  lnogo  insieme  con  F  =  o ,  e  conterrà  due  costan- 
ti di  meno  di  essa . 

„  Dunque  un'  equazione  F  =  o  può  sempre  contenere  due 
„  costanti  di  più  d' un'equazione  differenziale  del  secondo  ordi- 
„  ne  ,  la  quale  da  essa  dipenda  „ . 

Continuando  lo  stesso  ragionamento  vedremo  che  da  una  equa- 
zione fra  due  •  variabili  e  quante  si  vogliono  costanti  ¥  =  o  , 

può  sempre  dedursi  un' equazione  differenziate  dell'ordine  »  > 
che  abbia  luogo  insieme  con  essa,  e  che  contenga  un  numero  n 
di  costanti  di  meno  . 

„  Dunque  una  equazione  F  =  o  può  sempre  contenere  un 
„  numero  n  di  costanti  di  più  di  un'  equazione  differenziale 

„  dell'  ordine  n"  ""  ,  che  da  essa  di],  ernia  „  . 
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Le  equazioni  differenziali  ottenute  per  mezzo  d'  eliminazio- 
ne delle  costanti  »  sono  molto  più  generali  delle  equazioni ,  da 
cui  sono  dedotte  :  esse  infatti  esprimono  le  stesse  relazioni  di 
quelle ,  e  non  contenendo  le  costanti  sono  indipendeuti  dai  loro 
valori . 

L'  equazione  per  esempio  (x  —  a)*  h-  (y  —  ò)1  =  r* ,  è 
quella  di  un  circolo ,  le  cui  coordinate  del  centro  sono  a ,  b , 
ed  il  cui  raggio  è  r,  e  non  soddisfa  ad  altri  circoli  che  non  ab- 
biano raggio  e  centro  comune  con  quello . 

La  di  lei  equazione  differeuziale  del  primo  ordine 

a  (  #  —  a)dx-i-a[y  —  ^)(^)^  =  o,  non  contenendo  il  rag- 
gio r,  soddisfa  a  tutti  i  circoli  di  qualunque  raggio  essi  siano , 
purché  abbiano  il  centro  nel  punto  corrispondente  alle  coordi- 
nate a ,  b . 

La  di  lei  equazione  differenziale  del  secondo  ordine 
dx*      (y  —  b)  (g  )  dx*  -h  (£)•  dx*  =  o  soddisfa  a  tatti  i  cir- 
coli di  qualunque  raggio  essi  siano,  purché  abbiano  il  centro  in 
una  linea  parallela  all'  asse  degli  x ,  e  distante  da  esso  della 
quantità  b  . 

Divisa  questa  ultima  equazione  per  dx* ,  diviene 
1  H-(j>  —  la  quale  differenziata,  e  divi- 

sa per  dxy  ci  dà 

(j-*)(g)-»-3(£)<&)-*: 

eliminando  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  la  costante  6, 
s'  avrà  1'  eqnazione  differenziale  del  terzo  ordine 

la  quale  soddisfarà  a  qualunque  circolo  posto  nel  piano  degli  x  > 
e  degli  y  . 

Vedremo  poi  nelle  applicazioni  del  Calcolo  Differenziale  al- 
la Geometria ,  quali  proprietà  siano  espresse  dalle  suddette  equa- 
zioni differenziali.  E  qui  non  sarà  imitile  osservare  che  non  so- 
lo per  mezzo  dell'  equazioni  differenziali  possono  eliminarsi  le 
costanti  ,  ma  ancora  le  quantità  variabili  :  per  esempio  sia  V  e- 
quazionc 
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^ysenx  =  o  e  vogliasi  ottenere  un'equazione  che  la  rap- 
presenti, ma  che  non  contenga  senxi  differenziando,  avremo 

a-ì-(Q)senx-i'ycosx  =  o)  ovvero. 

cl  H-  (^)senx -hyV (  i  —  seri x*  )  =  o ,  la  quale  facendo  sen x.  =■ 

—  ,  diverrà 
y 

a-h-(^)-Ì-yy/(i—  °^r)  =  oy  equazione  priva  del  trascen- 
dente  senx. 

m 

Sia  T  equazione  (h-hax)*-hxy''  =  a*,  e  vogliasi  elimina- 
re l'irrazionale,  ed  il  trascendente:  differenziando,  avremo 

m 

2 .  H*/^2^(|)  =  a'Za,  e  ponendovi  (  b  -\~. 

ax)n  =a  —  xy* ,  s' avrà 

Differenziando  quest'  ultima  equazione  ,  s'  avrà  un'  equazio- 
ne del  secondo  ordine  la  quale  conterrà  a";  ed  allora  per  mez- 
zo di  quelle  due  equazioni  che  contengono  a",  lo  elimineremo, 
ed  avremo  un*  equazione  del  secondo  ordine  senza,  trascendenti  « 
irrazionali . 

Così  volendo  eliminare  x  dall'equazione  jc*h-/  =  a*;  se 
ne  prenderebbe  la  differenziale  ax-H2y  (■£)  =  or  dalla  quale 

trovato  x  =  —  y(%)i  si  sostituirebbe  nella,  proposta,  e  s' a- 

vrcbbe/(gr-f-/  =  a\ 

Nella  stessa  guisa  potremo  eliminare-  da  una  equazione  i 
trascendenti  delle  stesse  quantità  differenziali  ;  abbiasi  per  esem- 
pio T  equazione 
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e      h-  xy  =  a  h»  b  scn  (  ~  ) . 

Facciamo  in.  questo  caso  p  =         ed  avremo 

«  H-  .xy  =  a  — h  o  sen. p . 

Differenziamo  quest'  equazione,,  ed  avremo 

2  )  H-  *  (  g  )  H-  jf  =  A  C05P .  (  *  ) ,  ovvero 

-4-  =  àcosp.(£>);  e  siccome  e'=an- 

6  sera /?  —  xy  ,  dunque 

(a^-òsc/zp  —  *y)(^)H->-i-x(£)=oco.?p.(£^): 

(£) 

quest'  ultima  equazione  non  contiene  più  la  trascendente  e  *  ; 
per  mezzo  di  una  nuova  differenziazione  si  potrà  eliminare  l'al- 
tra trascendente  sen('Z)y  ed  ottenere  un'equazione  libera  af- 
fatto dai  trascendenti . 

In  generale  si  devono  fare  tante  differenziazioni  ,  quante 
sono  le  quantità  da  eliminarsi . 

§.  33.  Rappresentiamo,  ora  per  l?(x,y  ,a,  b  ce.)  =  o  un'e- 
quazione fra  le  variabili  x ,  y  e  quante  si  vogliono  costanti  a  , 
h  ec.  Rappresentiamo  per  F'  (  x ,  y ,  a ,  b  ce.  )  =  o ,  F"  (  x  ,  y  ,  a  , 
b  ec.  )  =•  o ,  le  equazioni  differenziali  esatte  del  primo  e  secon- 
do ordine,  e  indichiamo  per  più  semplicità  qneste  tre  equazioni 
per  F  =  o,  F  =  o,  F'  =  o.  • 

Per  mezzo  delle  due  equazioni  F  =  o,  F'  =  o  possiamo 
eliminare  la  costante  a,  ovvero  la  costante  b ,  ed  otterremo  in 

questa  guisa  due  equazioni  in  x,y  e  (j^)»  che  rappresenteremo 

per  (^),  b  ec.  )  =  o,  ovvero  per  p  =  o,  e  per  Y (.r, 

y,(^),aec.)  =  o,  ovvero  per  <p  =  o ,  la  prima  delle  quali 

non  conterrà  la  costante  a,  la  seconda  non  conterrà  la  costante  b. 

(Queste  due  equazioni  p  —  o,  y  =  0  avi-anno  luogo  insie- 
me con  l'equazione  F  =  o;  se  si  [.rendono  adesso  i  differenziali 
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primi  di  quelle  due  equazioni,  e  s'indicano  per  <p '(  x,y  >(^)» 
=  o,  Y'(a;,^,(^)»a)  =  o,  ovvero  semplicemente  per  p'  =  o, 

=  o ,  è  evidente  che  per  mezzo  delle  due  equazioni  p  =  o , 
p'  =  o  si  potrà  eliminare  la  costante  &,  e  s'avrà  un'equazione 

differenziale  P  =  o  del  secondo  ordine  in  xyyy  (^) 1* 

quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  F  =  oc  con  la  <p  —  o. 
Questa  equazione  del  secondo  ordine  P  =  o  conterrà  due  co- 
stanti di  meno  di  F  =  o  . 

Se  egualmente  per  mezzo  delle  due  equazioni  f  —  o ,  Y'  =  o 
eliminiamo  la  costante  a ,  avremo  un'  altra  equazione  Q  ==  o 
differenziale  del  secondo  ordine  ,  cioè  un'  equazione  fra  x ,  y  , 

(~)y(~,)ì  la  quale  avrà  luogo  insieme  con  la  proposta  F  =  o, 

e  con  la  *  =  o ,  e  conterrà  due  costanti  di  meno  di  F  =  o ,  ed 
una  costante  di  meno  di  Y  =  e. 

Ora  è  facile  vedere  che  le  due .  equazioni  differenziali  del 
secondo  ordine  P  =  o  ,  Q  =  o  debbono  coincidere  tra  loro ,  e 
con  T  equazione  differenziale  del  secondo  ordine  che  potrebbe 
ottenersi  dall'eliminazione  «imuìtanea  delle  due  costanti  a, è  per 
mezzo  delle  tre  equazioni  F  =  o,  F'  =  o,  F"  ==  o  :  il  valore 

infatti  di  (  ™)  che  ci  danno  quelle  equazioni  del  secondo  ordi- 
ne P  =  o,  Q  =  o  espresso  in  x,y,  e  (£)  senza  a  e  senza  Z>, 

non  può  essere  che  il  medesimo  in  qualunque  maniera  sia  dedot- 
to dall'  equazione  F  =  o  . 

„  Dunque  un'equazione  differenziale  del  secondo  ordine  pr.ò 
„  essere  dedotta  da  trae  equazioni  differenti  del  primo ,  ciascuna 
delle  quali  contenga  una  costante  di  più  di  essa  „. 

Lo  stesso  ragionamento  ci  proverà  che  un'  equazione  diffe- 
renziale del  terzo  ordine  potrà  essere  dedotta  da  tre  diverse  c- 
quazioiri  differenziali  del  secondo  ordine  ,  contenendo  ciascuna 
di  queste  mia  costante  di  più  dì  essa;  ed  in  generale 

„  Un'equazione  differenziale  dell' ordine  72""**  può  essere 
„  dedotta  da  un  numero  n  di  diverse  equazioni  differenziali 
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„  dell'  ordine  (ti  —  i  )'"*"  ,  contenendo  ciascuna  una  costante 
„  indetc  minata  di  più  „  . 

Per  fame  mi  esempio»  sia  F  =  o=^  —  ax  —  hx% ,  ed  avremo 

F  ==  o  =  (£)  —  a  —  ibx,  F'  =  o  =  (0)  —  egualmente 

sarà  <p  =  o  —  y  —  (^)a;-r  ix'; 

V  =  o  =  <iy  —  —  axi  p'=  o  ==  —  (0)*-*-2&k, 

^  =  o  =  (g)-(0)^-a;P  =  o  =  ^-2(g)^H-(0)^i 

Q  =  o  =  -av  —  (è)*  — (è)»^.  e  le  due  equazioni 

P  e  Q)  sono  la  stessa  cosa . 

Potrebbesi  trovare  la  stessa  equazione  del  secondo  ordine 
eliminando  subito  le  due  costanti  a, b  per  mezzo  delle  tre  equa- 
zioni F  —  o ,  F  =  o ,  F"  =  o  . 

§.  24.  Passiamo  adesso  a  trattare  dei  differenziali  delle  fun- 
zioni  a  più  variabili. 

Sia  F(ar,^)  una  funzione  qualaoqne  di  due  variabili  x,  ed 
indipendenti  ira  di  loro,  o  tali  che  il  cangiamento  di  una  non 
conduca  il  cangiamento  dell'  altra  :  egli  è  chiaro  che  da  questa 
fuuzione  si  potranno  derivare  altre  funzioni  secondo  la  legge  pre» 
scritta  al  §  1  ,  sia  rapporto  ad  x ,  sia  rapporto  ad  y ,  sia  rapporto 
ad  x  ed  y  .  Se  rappresentiamo  per  z  quella  funzione  di  x  e  di  y , 
le  derivate  rapporto  ad  x  s' indicheranno,  secondo  ciò  che  è  det- 
to di  sopra,  per 

d^,  d1^,  d'j;* 

L'  intervento  della  y  non  altera  i  risultati  che  si  ottengono 
per  esprimere  queste  derivate,  poiché  essa  vi  è  considerata  co- 
me costante  in  tutte  quelle  operazioni  di  derivazione  .  Le  deri- 
vate rapporto  ad  y  saranno  indicate  egualmente  per 

dy  ,  if  j-s- ,  d3pr ,  d'ji . 

Ora  la  derivata  del  primo  ordine  d-t  rapporto  ad  jc,  è  una 

funzione  di  x  e  di  y  r  indichiamola  per  u  .  Se  di  questa  funzio- 
ne u  considerata  come  dcrivatricc  ,  si  prende  la  derivata  pri- 
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ma  rapporto  ad  y9  avremo  dy  =        —  d1^  indicando  per  dx 

la  doppia  operazione  che  si  fa  sopra  z ,  prima  per  rapporto  ad 
x,  poi  per  rapporto  ad  y:  questa  derivata  chiamasi  ancora  es- 
sa Derivata  Seconda  o  del  Secondo  Ordine  della  fnnzioue  z . 

Nella  medesima  gnisa  indicheremo  per  d"  f3-  la  derivata 
prima  rapporto  ad     della  derivata  n'm*  rapporto  ad  x ,  cioè 

d^,  vale  a  dire  il  risultato  di  72 H-  1  derivazioni,  delle  quali 
le  prime  n  sono  rapporto  ad  x ,  e  1'  altra  rapporto  ad  y  . 

In  generale  la  derivata  m"m*  rapporto  ad  y  della  deriva- 

ta  d'^y  nuwa  rapporto  ad  x,  cioè  dm  ^  ,  sarà  indicata  per 

y 


Questa  ultima  espressione  che  si  chiama  derivata  (  /» 

n )'""*,  rappresenta  il  risultato  di  m-\-n  operazioni,  delle  qua- 
li n  riguardano  x ,  ed  wz  riguardano  ^  . 

Se  la  derivata  prima  ,  presa  per  rapporto  ad  y,  si  con- 
sidera come  una  nuova  derivatrice ,  e  se  ne  prende  la  derivata 
prima  rapporto  ad  x ,  questa  derivata  di  dy  sarà  indicata  per 
d1^  ì  la  quale  espressione  ci  dice  che  dobbiamo  fare  sopra  z 

prima  un*  operazione  di  derivazione  rapporto  ad  y ,  poi  rappor- 
to ad  x . 

Ora  è  facile  dimostrare  che  si  ha  lo  stesso  risultato  pren- 
dendo la  derivata  seconda  di  ima  funzione  col  fare  sopra  di  es- 
sa 1'  operazione  di  derivazione  prima  rapporto  ad  xy  poi  rappor- 
to ad  y  ,  o  viceversa  . 

Siano  infatti  w  ,  5  le  due  indeterminate  delle  quali  si  sup- 
pone che  aumentino  le  variabili  x,y  in  F{x,y)9  ed  avremo 
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secondo  il  Teorema  dimostrato  al  §.  2. 

F(xH.Wj)  =  F(^)H.dI.WH.^.^^.^H.  ec. 

Facendo  ora  nei  due  membri  di  questa  equazione  aumenta- 
re la  y  di  0  ,  s*  avrà 

fF    A    .  j»F     .    .  j;  F  »* 


^d*  .flH-d1'-^-^5^— flH-ec. 

jr»    S  jry*     a  ' 


d 


H-d'^'-^H-ec. 

Lo  stesso  Teorema  ci  dà 

F(x,y+6)=F(x,y)^dl.t+<rl..£-t.d<?!.iLH.ec. 
e  quindi 

V(x^uìy^Ò)  =  ¥(x,y)^dl.t^d%^di£.±--+tc. 

jr  j    a  >  a-3 

H-d-wH-d^^WH-d^.^-j-cc, 
*  7*  >  *  a 

H-d  £  Ha'w.  nec. 

*l   a         yx'  a 

di  F  u1 
w  .  hcc. 
*»  2.3 

S'avverta  che  F  tiene  luogo  di  V(x<)y). 

Ma  questi  due  sviluppi  debbono  essere  identici;  dunque 

d*i  =  d'i .  Si  ricava  di  qui 
xy  yx  ^ 

^  V  =  ^  =  ^  =  ^  5=5  eC-  »  ed  ÌD  geDeralC 
_.fi»-K»F  .*  -+  »  F  F 

d      ^  =  ci      ^  =  a  ^ — '  =  ec. 
Tom.  IL  G 
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Se  cioè  si  deve  faro  un  certo  numero  di  volte  un'  opera- 
zione di  derivazione  rapporto  a  più  variabili,  è  indifferente  l'or- 
dine che  deve  tenersi  nel  fare  queste  operazioni  :  si  può  inco- 
minciare dal  fare  le  derivazioni  rapporto  ad  una  variabile  per  un 
certo  numero  di  volte,  poi  passare  alle  derivazioni  rapporto  all' 
altra  variabile,  quindi  tornare  a  derivare  rapporto  alla  prima  »  e 
viceversa  in  queir  ordine  che  più  ci  piace  . 

Per  esempio,  sia  z  —  sxy  —  /  H-  4^'  »  ea*  avremo 

d'-v  derivando  rapporto  ad  y  il  valore  di  <V^.  Ora. 

x  y 

cf  7*  =  6/  -+  24^i  dunque  d'  ~,^  =  6. 

Nella  stessa  guisa  dovendo  essere  cZ5^  =  d'^, ,  prendiamo 
la  seconda  derivata  rapporto  ad  x  di 

d|  =  —  3/  y  ed  avremo  =  6  „  ciò  che  verifica  quan- 
to il  Teorema  stabilisce . 

Per  poco  che  si  ponga  mente  ai  due  sviluppi  superiori ,  ve- 
dremo che  emendo  z  una  funzione  di  due  variabili ,  essa  ha  due 

derivate  del  primo  ordine,  cioè  d%>dy,  tre  del  secondo,  cioè 

*h  >     > d  y  i  <iliattro  del  terzo  '  dl5  '  d^  »  ^  >d%?  '>ec0~ 

sì  di  seguito.  ,  , 

§  ss-  Secondo  gli  stessi  principi  adoprati  al  §■  4»  tlltta  Ja 
serie  superiore  che  ci  dà  il  valore  di  F{x  -+  w^H-«),  eccet- 
tuatone il  primo  termine,  e  T  aumento  che  riceve  la  funzione 
in  virtù  dei  due  aumenti  io  e  i  indipendenti  fra  di  lo- 
ro, ed  appartenenti  alle  due  variabili  x,y. 

Questo  aumento  si  chiama  la  Differenza  di  F(*»J0»  ed 
i  termini  che  compongono  questa  differenza,  astraendo  dai  di  vi- 
sori numerici ,  chiamansi  Differenziali  Parziali  di  qncll  ordi- 
ne ,  indicato  dal  rango  che  occupano  nella  differenza  medesima: 

cosìdfw,dj0  sono  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine  : 
d w%  dl~  .  uS  a"p  sono  tre  differenziali  parziali  del  secon- 
do ordine  ,  e  così  di  seguito . 
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Scrivendo  ora  questi  termini  con  Y  algoritmo  differenziale , 
cioè  ponendo  dx  [ter  w  ,  e  dy  per  fl ,  e  cangiando  la  caratteri- 
stica delle  derivate  nella  caratteristica  dei  differenziali ,  avremo 

rappresentati  da  (^)<£*>  {y)dy 

i  due  differenziali  parziali  del  primo  ordine: 

i  tre  differenziali  parziali  del  secondo  ordine ,  e  così  di  seguito . 

Sia  per  esempio  z  =  v7  {a  —  x'  — y*  ) ,  ed  avremo  i  due  dif- 
ferenziali parziali  del  primo  ordine 

(  —  ìdv  —  ydy  - 

Xdy'  ? 

i  tre  differenziali  parziali  del  secondo 

dx*  )l  » 

C  JlJl  )  dxdy  =      -»j"/*«/r  : 

^  dxdy'  J 

e  così  di  seguito . 

Avvertiamo  anche  una  volta  clic  nelle  espressioni  come 

),  il  divisore  dxdy  non  solo  ci  indica  che  il  differenziale 

dxdy 

secondo  di  z  deve  esser  diviso  per  il  prodotto  dxdy  ;  ma  an- 
cora che  questo  stesso  differenziale  secondo  deve  esser  preso 
differenziando  una  volta  rapporto  ad  a:,  ed  una  rapporto  ad  y. 

Data  adunque  una  funzione  z  delle  due  variabili  x,y  in- 
dipendenti fra  di  loro ,  facendo  aumentare  x  della  quanttfà  dx , 
ed  y  della  quantità  dy,  avremo 
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-f-  ec. 

§.  26  Noi  abbiamo  detto  che  i  termini  (^)dx,(^)dy  si 

chiamano  i  differenziali  parziali  di  z  del  primo  ordine,  il  prima 
rapporto  ad  x ,  ed  il  secondo  rapporto  ad  y  :  alla  somma  dei 
dnc  differenziali  parziali  del  primo  ordine  si  dà  il  nome  di  Dif- 
ferenziale totale  del  primo  ordine ,  e  s' indica  semplicemente 

per  dzi  di  modo  che  si  ha  dz  =  (^)dx  ^\-(~)dy. 

„  Dunque  per  avere  il  differenziale  totale  del  primo  ordi- 
„  ne  di  una  quantità  z ,  funzione  di  due  variabili  indipendenti , 
converrà  prendere  i  differenziali  parziali  del  primo  ordine  del- 
„  la  stessa  z ,  e  sommarli  „ . 

Se  la  differenziale  totale  del  primo  ordine  della  quantità  z 
si  differenzia  prima  per  rapporto  ad  poi  per  rapporto  ad  y , 
e  se  si  sommano  i  due  differenziali  parziali  della  stessa  dzy  s'a- 
vrà la  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  dz  che  s'indiche- 
rà per  ddz9  ovvero  per  d'z  ;  e  questa  sarà  la  differenziale  to- 
tale del  secondo  ordine  della  quantità  z . 

La  differenziale  totale  del  secondo  ordine  sarà  dunque  co- 
si espressa 

d'z  =  -+  *(£%)dxdy  -+•  (*»)«&•. 

Egualmente  troveremo  il  differenziale  totale  del  terzo  or- 
dine : 
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ed  in  generale  il  differenziale  totale  dell'  ordine  m  m°  sarà 

d-z  =  (£)«&•  h. * ( ^^)tr*'"-, .  <rJ,H.-l=i!x  ..... 
(^V.)rf*"~V-t.  

Dopo  tutto  questo  è  facile  vedere  che  potremo  mettere  lo 
«viluppo  superiore  (  §.  25  )  sotto  questa  forma  più  semplice 

«         9  h.  £  h-  èri  ■+  «=•  — 

3  2.3         3.34  2  ■■» 

intendendo  per  dz,  a71^,  dlz  ec.,  i  differenziali  totali  del  primo, 
secondo,  terzo  ec.  ordine,   del  m.  ""ordine 

'  Si  riconosce  ora  la  necessità  del  simbolo  (g)  per  indicare 

^  >  il  differenziale  di  z  preso  solamente  rapporto  ad  a?,  e  diviso  per 
dx  :  senza  quelle  due  parentesi  £  lo  avremmo  confuso  col  rap- 
porto del  differenziale  totale  di  z  »  all'  aumento  indeterminato  di 
or  ;  di  modo  che  essendo  dz  ==  -4-  C^)0^»  si  ha 

£  -  l-*i_ÌAÌ-  =  (£)  -4*  (g).g,  ove  <fy  ;  &  è  il  rappor- 
to  dei  due  aumenti  indeterminati  delle  variabili  *  ed  y . 

Le  due  espressioni  (g),^  sono  adunque  diversissime  fra 

loro  :  la  seconda  esprime  il  vero  rapporto  fra  le  due  quantità 
dz  e  dx  ;  mentre  la  prima  è  una  espressione  simbolica  la  quale 
non  contiene  in  sostanza  dx ,  poiché  questi  è  destinato  a  svani- 
re ad  operazione  eseguita . 

Riprendendo  V  esempio  del  §.  antecedente  nel  quale  abbiam 
fatto  z  —  v/(a*—  —  y*)i  s'avrà  il  differenziale  totale  del  pri- 
mo ordine 

dz  =  x±   : 

quello  del  secondo 
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dz  =  -J>' \*T—  —  — . If^LfUiL.,  e  così  si 

troverebbe  il  differenziale  totale  terzo  ec. 

§.  27.  Da  ciò  che  abbiam  dimostrato  al  §   24  ,  risulta 


(  ^±  )  =  (  £±.  )  ;  vale  a  dire  la  differenziale  parziale  di  z  pre- 
sa prima  per  rapporto  ad  oc,  poi  per  rapporto  ad  j»,  c  la  me- 
desima cosa  che  la  differenziale  parziale  presa  prima  per  rappor- 
to ad  y ,  poi  per  rapporto  ad  x  ;  e  che  in  generale 

(  — — e  )  —  (- — — )  =  (  — — — —  )  =  -ec 


„  Vale  a  dire  che  per  avere  il  differenziale  parziale  (toh- 

9  SÌ  tU  9 

„  n)  della  funzione  2,  preso  m  volte  rapporto  ad  x,  ed  n 
„  rapporto  ad  y  ,  possiam  seguire  qncll'  ordine  che  più  ci  pia- 
„  ce  :  possiam  differenziare  un  ceno  numero  di  volte  rapporto 
„  ad  Xt  quindi  un  certo  numero  di  volte  rapporto  ad  y\  torna- 
„  re  poi  a  differenziare  rapporto  ad  ac,  in  queir  ordine  che  a 
„  noi  piace  ,  purché  alla  fine  le  differenziazioni  rapporto  ad  x 
„  siano  di  numero  m,  e  quelle  rapporto  ad  y  di  numero  n  ,, . 

Rammentiamo  che  le  espressioni  come  (  — —- ^  )  sono  espres- 

dx  dj 

sioni  simboliche  ,  le  quali  rappresentano  delle  funzioni  di  x  e  di 
y,  e  debbono  riguardarsi  come  non  contenenti  in  modo  alcuno 
dx  e  dy  ;  così  qualunque  operazione  che  debba  farsi  sopra  di 
esse  ,  non  può  riguardare  quei  due  aumenti  indeterminati  dx 
e  dy  . 

Siccome  tanto  (^?)  differenziato  rapporto  ad  y  e  diviso  per 
c/y,  che  (~)  differenziato  rapporto  ad  x  e  diviso  per  dx  porta- 
no allo  stesso  risultato,  poiché  (_^.)  =  (™!jL),  quindi  e  che  se 
indicando  per  V  e  Q  due  funzioni  di  x  e  di  y  ,  debb'  essere 
P  =  (£),  e  Q  =  (~),  fra  P  e  Q  sussisterà  questa  relazione 


Digitized  by  Google 


CALCOLO  DIFPEBENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  IL  55 

=  (^).  In  generale,  siccome  tanto  (---  ? )  differenziato  p 

dx  dy 

volte  rapporto  ad  x  ,  q  volte  rapporto  ad  y  e  diviso  per 

dx  dy  ,  che        -)  differenziata     volte  rapporta  ad  acy  tz  vol- 

v  dx'dy* 

te  rapporto  ad  y  e  diviso  per 

dxndy*  portano  lo  stesso  risultato,  poiché 

jn  -+  «  -4»  ^  -4-  q.  ,p -¥  f  -+  tv  -h  n 

(t..   *A  =  C «  «A  :  quindi  è  che  indicando  per 

V  dx°'d/jxW  J      K  dx»d,*d*mdy*  J 


e  <i~{^~j)ì  sussisterà  fra.  P  e  Q  questa  relazione 


P  e  Q  due  funzioni  di  x  e  dìy,  se  debb'  essere  P  =  (    m  *)> 

K  dxW 

Acciò  dunque  una  espressione  P</«  -r  Q<(y  possa  esser  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  una  funzio- 
ne z ,  cioè  possa  esser  presa  per 

(^5)d*'H-(^)cfy,  converrà  che  fra  P  e  Q  sia  questa  relazione 

acciò  una  espressione  Vdx*  H-  Qdxdy  h-  Hdy*  possa  essere  pre- 
sa per  una  differenziale  totale  del  secondo  ordine  di  una  quan- 
tità zy  cioè  per 

C£)dx* +  *{£^)dxdy^(£t)dy\  converrà  che  fra  P,Q, 
R  vi  siano  le  relazioni  espresse  da  queste  equazioni 

V  </y  '  -i  K  dx  > 
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v  dx  '        a  K  dy  ' 

Se  poi  volessero  trovarsi  le  relazioni  affinchè 

Vdx-  h-  Qdxdy  h-  Rrfy1  fosse  una  differenziale  esatta  di  una  fun- 
zione differenziale  del  primo  ordine,  ecco  come  faremo. 

Sia  Mdx  H-  Nr/y  la  funzione  differenziale  del  primo  ordine 
di  cui  Ptfjt1  h-  Qdxdy  -f.  RcTy*  debb'  essere  la  differenziale  ;  il 
differenziale  totale  di  M dx  -h  Nt/y  e 

essere  P  =  («),  Q  =  («),  R  —  (— )  -4-  e  siccome 

V4/         \dxdj**'  ^  dx*'~^dydx*>'  ^  dxJj*  -~^dydxdy}  ^  V  dx'dy*' 

sarà  dunque  (^?)"*"(^):==  (£^f)     equazion  di  condizione  , 

la  quale  deve  sussistere  tra  i  coefficienti  P  ,  Q  ,  R  . 

Nella  stessa  maniera  si  potrebbero  trovare  le  relazioni  che 
debbono  aver  laogo  fra  P ,  Q  ,  R  ,  S,  acciò  la  funzione  differen- 
ziale Vdx}  h-  Qdx"'dy  -f.  Vidxdy1  h-  Sdy1  sia  una  differenziale 
totale  del  terzo  ordine  di  una  quantità  z ,  ovvero  acciò  possa 
quest'  espressione  prendersi  per 

(  £  )    ■+  3  (  £h,  >  dx'd-r  •+  3  (     )  «y  *  ■+  (  %  )  «fr 1  » 

e  così  di  seguito . 

Per  esempio  T  espressione 

^^f^yTT      -+  ^.J?,,.,,  dxdy  h-  <&* 
è  una  differenziale  totale  del  secondo  ordine ,  poiché  ponendo 

p   y*  —  a*   r\  ixy   -n   x*  —  «»  

r  —         -x'-j'  )»»  V  —  V(*,-*t-^,),>  V  -7* 

stano  soddisfatte  le  suddette  equazioni  di  condizione,  come  è  fa- 
cile convincersi  facendo  il  calcolo. 

§  28.  Sia  z  una  funzione  delle  variabili  x,y  indipendenti 
fra  loro,  data  per  una  equazione  V  =  o,  essendo  V  una  funzio- 
ne in  x,  y  e  z.  Noi  abbiamo  veduto  (  §.  20  )  che  sussistendo 
l'equazione  V  =  o,  sussiste  insieme  con  essa  l'equazione  dif- 
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ferenziale  del  primo  ordine 

(i).....(S)«fc-«-(^)(*)<&  =  o 

la  quale  si  ottiene  differenziando  la  proposta  nella  supposizione» 
di  y  costante,  supposizione  legittima  poiché  x  ed  y  essendo  iu- 
di pendenti ,  una  non  risente  la  variazione  dell'  altra  :  questa  e- 
quazione  ti  chiama  il  differenziale  parziale  dell' equazione  V  =  o 
preso  riguardo  ad  x . 

Egualmente  V  =  o  dà  origine  all'  altra  equazione  differen- 
ziale parziale  del  primo  ordine  riguardo  ad  y^  cioè 

(»)----(f)*H.(g)(|)4p  =  o: 

hanno  adunque  luogo  o  sussistono  nello  stesso  tempo  queste  tre 
equazioni 

V=o 

(1)  =  o 

(2)  =  o: 

sussisterà  dunque  ancora  una  combinazione  qualunque  dcUe  me- 
desime equazioni . 

Sommando  la  seconda  e  la  terza  equazione >  s'  avrà 

(i)H-(2)  =  o,  «jìpè 

{(S)H-(S)(*)>*H.<(=)H.(S)(*)}«rJr  =  o 

che  è  T  equazione  differenziale  totale  di  V  =  o  ,  cioè  dV  =  o . 
Di  qui  si  ricava  questo  Teorema. 

„  Data  l'equazione  V  =  o  fra  tre  variabili  x,y>z  di  cui 
„  una,  per  esempio  3,  è  considerata  funzione,  delle  altre  due,  es- 

sendo  queste  indipendenti  fra  loro,  se  prendiamo  la  differen- 
„  ziale  parziale  di  V  facendo  variare  x ,  e  l'eguagliamo  a  ze- 

ro ,  se  prendiamo  la  differenziale  facendo  variare  y ,  e  1'  e- 
„  guagliamo  a  zero ,  ed  in  fine  sommiamo  le  differenziali  par- 
,,  ziali  che  equivale  a  dire,  prendiamo  la  differenziale  totale 
, ,  facendo  tutto  variare  e  1'  eguagliamo  a  zero ,  avremo  tre  e- 
„  quazioui 

Tom.  TI  II 
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(£)^H.(£)(£)*»  =  0  ' 

(?)*H.(S)(g)*=Q 

<fV  =  o 

„  le  quali  sussisteranno  ed  avranno  luogo  insieme  con  la  data 
>i  V  =  o    .  , 

Siccome  poi  z  è  una  funzione  di  x  «  di  ^  il  sue  differen- 
ziale totale  sarà  (  $  $5  ). 

dz  =  Ct~-)dx     (^)dy.).  e  facendo  questa  sostitìizioue  nell*  e- 
quazione  qui  sopra  trovata  ., 
( 1  )  H-  ( a  )  =  0  >  s'  avrra 

così  la  differenziale  totale  dell'  equazione  V  =  o,  è  come  si  ve* 
de,  la  sómma  dei  differenziali  parziali  di  V  per  rapporto  ad^a?» 
ad  y ,  e  a  z ,  (  considerate  queste  variabili  come  indipendenti  fra 
loro  )  eguagliata  a  zero. 

Se  si  dimanda  il  differenziale  totale  dell*  equazione  alla  sfe- 
ra ( x  —  a )%  -f- {y —  &■)*'-+■  ( z  —  c)*  —  rv  =  o ,  si  farà  V  = 
(x  —  ay^(y  —  by~{-(z  —  e)'  —  r%  quindi 

(£)<fe==a(*_a}<& 

J  .  r  ...-.,! 

e  la  somma  di  queste  differenziali  parziali  ,a  (a? —  «)dàr«-f- 
*(y  —  b)dy-ì-2  {z  —  c ) <Tz  =  o  ,  sarà  la  ricercata  differenzia- 
le totale 

§  29  Tutte  le  equazioni  che  possono  ottenersi  combina*, 
do  in  qualunque  maniera  le  tre  equazioni 
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(0-..(f)H.(^)(£)=o 

si  chiamano  equazioni  a  Differenziali  Parziali  del  Primo  Or- 
dine; così  a  qualunque  equazione  proposta,  la  quale  contenga 

si  dà  il  nome  d'equazione  a  differenziali  parziali,  poi- 
ché può  considerarsi  come  risultante  dalla  combinazione  di  qnel- 

1C  trC'  ,  r     •  ^  A^ 

Le  combinazioni  che  possono  farsi  con  le  suddette  tre  equa- 
zioni sono  infinite  di  numero;  noi  però,  oltre  quella  chi  ci  ha 
«kti  i  differenziali  totali,  non  ne  considereremo  che  due. 

i*.  Se  l'  equazione  V  =  o  contiene  due  costanti  qualunque 
a, b  potremo  sempre  per  mezzo  di  essa  e  dell'equazioni  (1), 
(a)  da  essa  dedotte,  eliminare  _Je  dette  costanti,  ed  ottenere  un* 
eqnazione  ai  differenziali  parziali  che  non  contenga  alcuna  trac- 
cia di  quelle  costanti  medesime. 

Per  esempio  1'  equazione 
(*-a)JH.(jf-i),H.(z-c)'-r1=o 

ci  dà  1 

<*-a)H-(*-c)(£)=o  — 

(.y -&)-*-(* -c)-(^)  =  o  -  • 

ed  eliminando  per  mezzo  della  seconda  e  della  terza  *  —  C  »  a- 

vremo      —  a)(dp     (y  —  =  o  che  è  una  equazione 

del  primo  ordine  ai  differenziali  parziali,  nella  quale  non  si  tro- 
vano più  le  costanti  c ,  r. 

Qucst'  ultima  equazione  è  molto  più  geuerale  che  (  x — 

a)*  -h(y  b)'-+(z  —  c)*  —  r*  =  o,  poiché  questa  dipende  dai 

valori  di  c  e  di  r,  mentre  1*  altra  ne  è  indipendente . 

a*.  Se  1'  equazione  V  =  o  contiene  oltre  le  variabili  x ,  y  , 
z  una  funzione  <p(p)  determinata  o  indeterminata  della  quanti- 
tà p  ancora  essa  funzione  di  x^y-,  z,  si  potranno  sempre  per  mez- 
zo di  V  =  o ,  e  delle  equazioni 
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(^<£)<5Wc2)<g>*(g)}(£MS>=*° 

(  p  tiene  luogo  di  <pp  ) ,  la  prima  delle  quali  è  il  differenzia- 
le parziale  di  V  =  o  rapporto  ad  x  e  diviso  per  dx,  e  la  se- 
conda è  il  differenziale  parziale  rapporto  ad  y  e  diviso  per  dy> 

si  potranno  eliminare  le  due  quantità  <p(p)  e  (~)r  e  si  otter- 
rà un'  equazione  ai  differenziali  parziali  del  primo  ordine  ,  la 
quale  non  conterrà  più  traccia  alcmia  della  funzione ,  e  sarà,  per- 
ciò indipendente  da  essa  • 

Per  esempio ,  onde  eliminare-  dall'  equazione 

z  — yp(x%  H-  y  )  xy  =  o  la  funzione  p(x*  H*y*)y  se  ne 
prendano  i  differenziali  parziali  primi ,  ed  avremo;  qnest'  altre 
due  equazioni  (  si  ponep  per  x'-ì-y*  ) 

(£)-*oo-(0)  .m1-**-©* 

per  mezzo  delle  quali  e  della,  proposta  >,  otterremo. 

•  *y(£>—  /(£)-**-y=° 

in  cui  non  si  trova  più  la  funzione  p  (  x*  H-.y*  )  - 

§.  30.  Noi  abbiamo  detto  al'  §.  28  che  sussistendo-  fra  le  tre 
variabili  x  yy ,  z  una  equazione  qualunque  V  =  o,,  hanno  luo-- 
go  e  sussistono  insieme  con  essa  le-  due  equazioni 

(O- ••(£)-*-(£)(£)=<* 
.  (*)  -  (f)-n£)(£>=°. 

Ora  ciascuna  di  queste  due  equazioni  può.  differenziarsi  e 
rapporto  ad  a?  e  rapporto  aày:  così  avendo  luogo  o  sussisten- 
do l' equazioni  (  i  ) ,  (  a  )>  snssisteranna  anche  le  ruattro.  equazio- 
ni ch«  si  potrebbero  da  esse  ottenere  ;  queste  quattro  equazioni 
sono  : 
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i\  Il  differenziale  parziale-  della  prima  equazione  rapporto 
ad  a:  :  2*.  il  differenziale  parziale  della  medesima  equazione  rap- 
porto ad  y  :  3'.  il  differenziale  parziale  della  seconda  equazione 
rapporto  ad  x  :  4'.  il  differenziale  parziale  della  medesima  rap- 
porto ad  y  .  Di  queste  quattro,  equazioni  la  a*,  e  la  tf.  sono  iden- 
ticamente la  stessa  cosa  >.  poiché  ciascuna  di  esse  è  il  differenzia- 
le secondo,  di  V  =  o  preso-  una  volta  per  rapporto  ad  x ,  ed 
una  per  rapporto  ad  y  ;  la  1  ".  è  il  differenziale  del  secondo  or- 
dine di  V==  o  preso-  due  volte  rapporto  ad  xì  e  la  4'.  è  il  dif- 
ferenziale del  secondo  ordine  della  stessa  V  =  o  preso  due  vol- 
te rapporta  ad  y . 

Dunqne  sussistendo  fra  le  variabili  x  yy ,  z  una  equazione 
V  ==  o  y  sussisteranno  anche  nel  medesimo  tempo  le  due  equa- 
zioni che  esprimono  i  suoi  differenziali  parziali  del  primo  ordi- 
ne, e  le  tre  equazioni  che  esprimono,  i  suoi  differenziali  par- 
ziali del  secondo  ordine . 

Il  medesimo  ragionamela  ci  conduce  a  questo  Teorema 
Generale .. 

„  Sussistendo  fra  tre  variabili  a?  »  y  ,  s  una  qualunque  eqna- 
»  zione  V  =  o sussisterà  ed  avrà  luogo  insieme  con  essa  un 

„  di  lei  differenziale  parziale  qualunque  dell'ordine  ( m h- «)*""" 
„  preso  m  volte  rapporto  ad  x  ed  n  volte  rapporto  ad  y  „  . 

Tutte  queste- equazioni  a  differenziali  parziali,  le  quali  sus- 
sistono* insieme  con  1'' equazione  V  =  o  da  cui  dipendouo,  ap- 
partengono  in  conseguenza  alla  medesima  relazione  di  variabi- 
li ,  e  possono-  nella  soluzione  dei  Problemi  tenere  il  di  lei  luogo  . 

Le  combinazioni  ancora  che  possono-  farsi  con  queste  equa- 
zioni (  e  che  si  chiamano  Equazioni  a  Differenze  Parziali  del 

primo  Ordine  se  contengono  (^)>  ovvero  (^)i  del  Secondo  se 
contengano  (4^1>  ovvero. (  f^-)y  ovvero  f^ì,  e  così  di  segùi- 

0         x  dx*  '  x  dxay  '  x  dy*  '  w 

to>  )  sono  equazioni  che  sussistono  ancora  esse  nello  stesso  tem- 
po che  sussiste  V  =  o . 

K  fàcile  concepire  che  queste  combinazioni  sono  infinite  di 
numero  secondo-  V  arbitrio  del  Geometra  :  ma  non  se  ne  consi- 
derano ordinariamente  che  di  tre  sorte  :  cioè  quelle  che  ci  dan- 
no le  equazioni  differenziali  totali:  quelle  che  ci  danno  Telimi- 
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nazione  delle  costanti  ;  e  qnelle  ohe  ci  danno  V  eliminazione  del- 
le funzioni  ;  anzi  soltanto  la  considerazione  di  queste  ultime  è 
di  qualche  vantaggio ,  1'  altra  essendo  piuttosto  una  sterile  com- 
binazione analitica  c  niente  più . 

Riprenderemo  questa  Teoria  nel  Calcolo  Integrale,  nel  qua- 
le principalmente  essa  ha  la  sua  applicazione . 

§•  31.  Uopo  ciò  che  noi  abbiamo  detto  sopra  le  funzioni 
di  due  variabili ,  sarà  facile  trattare  delle  funzioui  di  qualunque 
numero  di  variabili . 

Sia  dunque  z  una  funzione  di  quante  si  vogliono  variabili 
*>>»«»  r  ec. ,  indipendenti  fra  loro  :  è  chiaro  che  essa  potrà 

differenziarsi  rapporto  a  ciascuna  di  queste  variabili;  che  (~^)dx, 

{^)dy9  (^)du,  (^)dt  ec,  saranno  i  differenziali  parziali  pri- 
mi di  essa;  e  che 

(S)'i«+(j)*4(j)<l.+(t)ll(+*, 

aggregato  dei  differenziali  primi ,  sarà  il  differenziale  totale  del- 
la stessa  z  che  noi  indicheremo  per  dz,  ed  avremo 

dz  =  (±)dx  -+  (*)if+{Ì)Jn.(*)4  +  * 
Per  esempio ,  facendo  z  =  y/  (  H-  u  )  >  avremo 
(il\dx  =  -  xix-  •  r  —  Wv  =        ydy   - 

t  ,          xdx  -+•  ydy  •+  M</«r 

Ora  siccome  le  variabili  x,y,uyt  ec,  sono  indipenden- 
ti ,  e  la  variazione  di  una  non  influisce  sopra  le  altre  ,  quindi 
è  che  si  potranno  considerare  variabili  quelle  che  ci  piace,  ri- 
guardando nello  stesso  tempo  le  altre  come  costanti  rapporto  ad 
esse:  sarà  dunque  per  ciò  clic  è  detto  ai  §§.  24,27, 

KdxdyJ  V  djdx' 
*  dxd»  '       K  dudx  ' 
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(   dìZ_  \           f  à?%  x 

V  dxdtJ  ^dtdx* 

ec.  ec. 
(  —  )  =  (  —  ) 

ec.  ec. 

v  dudt  J        v  ' 

ec.  ec. 
Acciò  dunque  l'espressione, 
Vdx  -f.  Qdy  -f.  Vidu  -f.  Scfr  -f.  ec. 

nella  quale  P,Q,R,S  ec»  sono  funzioni  di  x,y<,u,t  ec,  pos- 
sa essere  presa  per  il  differenziale  completo  dz  di  qjia  funzio- 
ne z  delle  stesse  variabili,  possa  esser  presa  cioè  per 

converrà  che  fra  P,Q,R  ec.y  abbiansi  quest'equazioni  di  con- 
dizione 


dm  ' 

=  <£)•<?) 

=  (- 

di  ' 

=  (£)  ec, 

Noi  abbiamo  veduto  al'  §.  28  che  se  V  =  o  esprime  una 
equazione  fra  x ,  ^  ,  z  i 

{^dx^^dy^^dz^o,  (che  è  1*  aggregato  dei  dif- 
ferenziali parziali  di  V  eguagliato  a  zero  )  rappresenta  il  diffe- 
renziale  totale  della  medesima  equazione  V  =  o . 

Dunque  acciò  una  equazione  Vdx  -f.  Qdy  -t-Hdz  ==  o  pos- 
sa essere  considerata  come  il  differenziale  totale  di  una  equazio- 


Digitized  by  Google 


64  MATEMATICA  SUBLIME 

ne  V  =  o,  essendo  V  una  funzione  delle  variabili  x^y^z^  con- 
verrà che  fra  i  di  lei  coefficienti  P  ,  Q ,  R  si  abbiano  queste  tre 
equazioni 

Essendo  z  una  funzione  delle  variabili  x,yy  u,t  ec ,  se 
il  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  z,  cioè 

(S)^^(g)^H-(^)^^(^)^H-ec. 
si  differenzia  prima  per  rapporto  ad  x ,  avremo 
(  £  )  ***  ri-  (  £±  )  {££  )  Aid»  h-  ec  ; 

se  lo  stesso  differenziale  totale  del  primo  ordine  si  differenzia 
e  rapporto  ad  y ,  e  rapporto  ad  u  ec ,  e  si  sommano  i  risultati 
di  tutte  queste  differenziazioni  ,  avremo  Y  espressione 

(  A  )  dx>  — ,  (  *L  )  dxrfy  ,+  a  (  j£.  )  «farfB  H-eCH-l^rf/H- 

2  (  ~i  )  d!ycfa ec.     (0  )  du  -+  ec.  -4-  ec. 

che  sarà  il  differenziale  totale  del  secondo  ordine  di  z ,  funzio- 
ne di  quante  si  vogliono  variabili  x^y^u  ec.  Questo  differen- 
ziale totale  del  secondo  ordine  differenziato  rapporto  a  ciascu- 
na variabile,  e  sommatine  i  risultati,  ci  dà  il  differenziale  to- 
tale del  terzo  ordine ,  e  così  di  seguito . 

Noi  crediamo  inutile  di  trattenersi  di  più  a  dare  Je  formu- 
le generali  per  i  differenziali  totali  delle  funzioni  di  qualunque 
numero  di  variabili  ,  poiché  queste  possono  dedursi  da  quanto 
abbiam  detto  qnì  sopra ,  ed  ai  §§  a  6  ,  27  . 

§.  32.  Sia  ora  z  una  funzione  implicita  di  quante  -si  svoglio- 
no variabili  x^y^Uyt  ec,  data  cioè  per  l'equazione  V  =  o,  es- 
sendo V  una  funzione  qualunque  di  xry.yu%t  ec,  z. 

Siccome  fra  tutte  queste  variabili  si  ha  una  sola  .equazione , 
così  una  di  esse  ,  la  z  per  esempio.,  è  determinata  per  mezzo 
di  tutte  le  altre,  i  valori  .delle  cjuali  restano  al  nostro  arbitrio. 
Dunque  1'  equazione  V  =  o  sussisterà  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  possono  darsi  alle  variabili  x^y^u^t  ce  ,  le  quali  si  con- 
siderano indipendenti  fra  loro ,  o  tali  che  una  non  risente  la  va- 
riazione dell'  altra  . 
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Segue  di  qui  che  considerando  la  sola  variabile ,  e  le 
altre  costanti ,  1*  equazione  V  =  o  ci  conduce  ad  un'  altra  Li- 
quazione (  §.  20.  ) 

che  è  il  differenziale  parziale  del  primo  ordine  di  essa  rappor- 
to ad  oc;  egualmente  insieme  oon  V  — o  sussisteranno  ancora  gli 
altri  differenziali  parziali  del  primo  ordine  e  rapporto  ad  y  e 
rapporto  ad  u  e  rapporto  a  f  ec. ,  cioè 

(S)*-K  =  )<Ì)«fc-o 

ce.        ec.        ce  - 

Differenziando  questi  differenziali  parziali  primi ,  s' avran- 
no i  di  rie  re  nzi  ali  parziali  del  secondo  ordine  che  saranno  altret- 
tante equazioni  che  snssisteranuo  insieme  con  la  proposta  ;  e  que- 
ste di  nuovo  differenziate^  ci  daranno  i  differenziali  parziali  ter- 
zi ,  e  così  di  seguito . 

In  generale  sussistendo  una  equazione  V  =  o  fra  un  qua- 
lunque numero  di  variabili  x^y^tiit  eo.,e£»  sussiste  insieme 
con  essa  un  di  lei  differenziale  parziale  di  qualunque  ordine  (  jbh* 

n  H- 1  -+  h  H»  ec.  )*"*%  preso  m  volte  rapporto  ad  a:,  «  rappor- 
to ad  y ,  l  rapporto  ad  u ,  h  rapporto  a  t  ec. 

Non"  solo  tutte  queste  equazioni  che  sono  i  differenziali  par- 
ziali) ma  ancora  tutte  le  combinazioni  che  di  esse  posson  farsi, 
sono  equazioni  che  sussistono  insieme  con  la  proposta  V  =  o  ; 
così  i  differenziali  totali  di  primo»  di  secoudo,  di  terzo  ec.  or- 
dine formano  tante 'equazioni  che  sussistono  ed  hanno  luogo  in- 
sieme con  la  medesima . 

Sommando  tutti  1  differenziali  parziali  del  primo  ordine  qui 
sopra  trovati,  si  ha 

Tom.  Il  I 
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(%)dxM~)<t*-+{%)<l"-*-{%)dt~i.cc. 

che  sarà  il  differenziale  totale  del  primo  ordine  di  V  =  o . 
Ora  io  osservo  che 

dunque  questo  differenziale  totale  potrà  essere  anche  rapprese^ 
tato  dall'  equazione 

Per  avere  cioè  „  il  differenziale  totale  primo  di  una  qua- 
„  ltmque  equazione  V  =  o,  nella,  quale  il  primo  membro  è  fm> 
„  zione  delle  variabili  ar,jsu,r>3  ec. ,  conviene  eguagliare  a 
„vzero  la  somma  di  tntti  i  differenziali,  parziali  di  c^so  r  presi 
„  ifelativamentc  a  ciascuna,  variabile  (  z  inclusive  ),  come  se  que- 
>,  ste  fossero  indipendenti  fra  loro  » . 

Essendo  adunque  proposta  un'equazione  differenziale- di  que- 
sta forma- 

Vdx  h-  Qdy  -+3ldu    Sdt  h-  Tdz  -t-  ec.  =  a 

acciò  essa  sia  il  differenziale  totale  primo  esatto  di  una  equazio- 
ne V  =  o  fra  le  variabili  x^y^u^tìZ  ec  >  converrà  che  fra  i 
suoi  coefficienti  P,Q,R  ec,  si  abbiano  queste  equazioni» di  con- 
dizione. 

(2>=(£>.<£)=(f  ).(£)=(£)-•* 

Egualmente  trovando  le  formule  che  esprimono  i  differen- 
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ziali  totali  degli  ordini  superiori,  si  potrebbero  avere  facilmen- 
te le  equazioni  di  condizione,  perchè  delle  espressioni  differen- 
ziali proposte ,  fossero  differenziali  totali  esatte . 

§.  33.  Oltre  le  combinazioni  delle  equazioni  a.  differenze  par- 
ziali ,  le  quali  ci  danuo  i  differenziali  totali ,  se  ne  fauno  anco- 
ra delle  altre  e  per  l'eliminazione  delle  costanti ,  e  per  l' elimi- 
nazione delle  funzioni  :  noi  mostreremo  tutto  questo  nei  -differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine,  riserbandoci,  come  abbiamo  det- 
to (  §.  30.  )  a  parlarne  più  estesamente  nel  Calcolo  Integrale . 

Le  equazioni  che  rappresentano  i  differenziali  parziali  del 
primo  ordine  ,  divise  respetti vamente  per  dx,  dy,  du,  dt  ec. , 
insieme  con  la  proposta  formano  il  seguente  sistema  d*  equazio- 
ni simultanee,  o  sussistenti  nello  stesso  tempo*. 


<S>-kS>(S>  — 


ec.  ec. 


Si  hanno  adunque  tante  equazioni  qfnaiite  wno  le  variabili 
x  ,  y  ,  u  ,  l  ec ,  z  .  Siano  queste  variabili  di  numero  n ,  ed  a- 
vremo  n  equazioni  che  sussistono  nello  stesso  tempo,  o  che  ap- 
partengono alla  stessa  relazione  delle  variabili . 

Se  dunque  in  queste  equazioni  si  ritrova  un  numero  n  —  1 
di  quantità  costanti  a  ,  ò ,  <?  ec. ,  potranno  queste  eliminarsi ,  e 
potrà  sempre  ottenersi  una  equazione  ai  differenziali  parziali  del 

primo  ordine  in  x,y,u,t  ec,  z,  e  (£)  ec  , 

la  quale  non  contenga  alcuna  traccia'  delle  medesime  costanti . 
Questa  equazione  apparterrà  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  cui 
apparteneva  la  proposta ,  e  sarà  molto  più  generale  di  lei ,  in 
quanto  che  e  indipendente  dal  valore  di  quelle  costanti .  Nelle 
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applicazioni  che  faremo  del  Calcolo  Differenziale ,  vedremo  in 
che  cosa  consiste  la  maggior  generalità  delle  equazioni  differen- 
ziali . 

Rapporto  all'eliminazione  delle  funzioni»  consideriamo  un*e- 
qnazione  fra  quattro  variabili  x ,  y ,  u  >  zy  ed.  una.  funzione  $  (p  > 
q  )  determinata  »  o  indeterminata  di  p  e  di  q ,  essendo  anche 
queste  quantità  due  funzioni  date  in  x  ,y  ,  u  >  z  ,  e  rappresentia- 
mo quest'  equazione  per 

F(*  >jy  >  u  »  2  >  P(p>?))  =  0  >  o  semplicemente  per  F*=  o. 

Sussistendo  1*  equazione  F  =  o  ,  avranno,  luogo-  insieme  con  es- 
sa (  §  32  )  i  tre  di  lei  differenziali  parziali  del  primo  ordine  ,. 
e  rapporto  ad  x  e  rapporto,  ad  y  e  rapporto,  ad  u  ;.  avremo  a* 
dunque  le  quattro-  equazioni 

4 

(?)(£)]}  =  °* 

(S)*c£)C5i*{.(«)[(*).*c2.)(i)]^(g)[(|)-K 
<£>(£)]}—.. 

che  sussisteranno,  nello*  stesso»  tempo . 

Se  per  mezzo  di  queste  equazioni  elimineremo  le  tre  quan- 
tità <Pì  (^)>(^)>.  avremo  una  equazione  ai.  differenziali,  parzia- 
dp  *ì 

li  del  primo  ordine  in  x,y,uy  zy  (*J,(g}r(£),  la  quale 

non  conterrà  più  la  funzione  <p  ».  ed  apparterrà  alla  stessa  rela- 
zione di  variabili ,  cui  apparteneva  la  proposta . 

Se  1*  equazione  fosse  fra  cinque  variabili  x  >  y  }  u  ,  w  ,  z  , 
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si  potrebbe  eliminare  da,  essa  una  funzione  p(/>>g*r)  delle 
quantità  p  ,  q  ,  r ,.  funzioni  date  di  quelle  variabili  ;  in  generale 
la  funzione  da  eliminarsi  può  essere  composta  di  tante  quanti- 
tà p  ,  q  ,  r  ec,  quante  sono  le  variabili  meno  due .. 

Per  eliminare  da  una  equazione  più  di  una  funzione  >  con- 
verrebbe passare  alle  equazioni  ai  differenziali  parziali  degli  or- 
dini superiori  ;  vedremo,  tutto  questo  nel  Calcolo  Integrale  >  ove 
stabiliremo  i  Teoremi  che  determinano  il  numero  delle  costanti 
e  delle  funzioni  che  deve  contenere  un'  equazione ,  dalla  qua- 
le per  mezzo  dell!  eliminazione  di  esse ,  possa  considerarsi  come 
ottenuta  un'  altra,  equazione  ai  differenziali  parziali  di  un  certo 
ordine . 
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Uso  del  Calcolo  Differenziale 
nelle  Ricerche  di  Pura  Analisi. 


I  Sviluppa  delle  Funzioni  in  Serie. 

§•  34*   l^r01  aoDianjo  veduto  al  §.  5.  che  rappresentan- 
JJHt   do  per  una  qualunque  funzione  di  *, 

è  sempre 

(E)  ♦(•-i.l)  =  f<»),H.(*)<H.£(g)H.i(g)^.ea 

qualunque  sia  la  quantità  fi,  di  cui  è  aumentata  la  x.  Questa 
formula  serve  a  sviluppare  qualunque  funzione  della  quantità 
x  h-  *  >  in  serie  secondo  le  potenze  crescenti  ed  intiere  di  0 .  Es- 
sa è  convergente  quando  fl  <  1 . 

Se  ora  facciamo  «  =  o ,  avremo 

e(9)  =  *(°)-M(£)-l-7(£n^ec. 

purché  nei  coefficienti  (I?^),(££5)  ec>  ad  operazione  eseguita 

pongasi  zero  invece  di  a?  ;  e  siccome  rappresenta  una  quantità 
qualunque ,  così  potremo  rimettere  x  invece  di  6  :  sarà  allora 

(P)....^(*)  =  *)(o)H-«(g)H.^)H.ea 

purché  ,  eseguite  le  differenziazioni ,  si  faccia 

*  =  °  in  (£),(£)  ec. 
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Qnest'  ultima  formula  serve  a  sviluppare  in  serie ,  secondo  le  po- 
tenze crescenti  ed  intiere-  di  x ,  UDa  qualunque  funzione  <p{x) 
di  x . 

Per  farne  alcuno  esempio»  si  cerchi  la.  sene  che  esprime 
A  sen  (  x  h-  d  )  secondo  le  potenze  di  0 . 
La  formula  (E)  ci  darà 

Asen{x^<ì)  =  Asenx^{*^)ò^(^^)*-  h-  


dx     }  v     d*x      '  »- 

Ora  i  differenziali  successivi  dell'Ascia?  sono  stati  trovati  al 
§.  14;  sostituendoli  dunque,  in  questa  serie,  dopo  averli  divisi 
per  dx  ,  avremo 

A  sen  (xh-J)  =  Asefl  x  h-  — - — -L  -t*  -C—^^^H- 

(1— a(i—  **)a     2.3(1  —  **)^ 

(9* ^  f9-*-t»**H-S4*«)0'  ^  ec 
2.3.4(«—  **)*        3.3. 4. 5(  1—  xx)* 

Quando  dunque  sarà  conosciuto  Y  arco  il  cui  seno  è  x , 
si  potrà  trovare  T  arco  il  cui  seno  è  ar-M  >  se  8  sarà  una  quan- 
tità molto  piccola  per  rendere  la  serie  convergente  . 

La  serie  (F)  ci  darebbe  Asenx  espresso  per  le  potenze 
crescenti  intiere  di  x  in  questa  guisa* 

Asenx  —  x     ~  ~i — ^  h  ec. 

a. 3  9.3-4.5 

Vogliasi  ,  per  un  altro  esempio  ,  ridurre  in  serie  ordinata 

secondo  le  potenze  di  x  la  quantità  a*""* . 

Si  faccia  per  questo  Asenx  =  z ite  si  prendano  i  differen- 
ziali di  a*. 

Avremo  (  ponendo  Ioga  =  fi) 
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ce. 

Ora  dal  §.  1 4.  si  Jianno  i  valori  dei  differenziali  dì  z  = 
A  sen  x  >  i  quali  facendo  x  =  o  ,  divengono 

<s> =■>(£') = °>  (£) = 1  •         (0)  =  ?  • ec-  » 

dunque  quando  a;  =  o,  avremo  0=1,  = 
^(£r)=W,H-0.(^)^,(^4),(g)«l(|PH. 

E  perciò  la  serie  ricercata  sarà 

3  •  3'  4 

Noi  Taccomandiamo  ai  nostri  Lettori  <P  esercitarsi  in  questi 
sviluppi ,  al  qual  fine  possono  vedere  il  Gap.  IV.  della  seconda 
Parte  del  Calcolo  Differenziale  del  Sig.  Enler . 

§  35  Le  due  formule  (E) > (F)  che  aibiamo  date  al 
antecedente  ,  finiscono  quando  alcuno  di  qnei  coefficienti  diffe- 
renziali è  nullo»  e  lo  sono  ancora  i  differenziali  successivi  :  ec- 
cettuato questo  caso-»  esse  vanno  all'  infinito . 

Ora  facilmente  si  comprende ,  che  commetteremo  un  errore 
nel  fare  uso  di  Tina  serie  infinita ,  della  quale  si  prenderà  sol- 
tanto un  certo  numero  di  termini  trascurandone  il  restante  ,  e 
che  qnest*  errore  sarà  tanto  maggiore ,  quanto  è  più  grande  il  nume- 
ro dei  termini  -che  si  trascurano  >  o  quanto  è  minore  il  numero  ai 
quelli  che  si  ritengono .  Accade  in  molte  -ricerche  che  per  quan- 
to la  serie  sia  convergente ,  è  necessario  tener  conto  approssima- 
tamente di  questo  resto ,  o  prescriverli  i  limiti  entro  ai  qnali  si 
ritrova ,  per  poter  fare  un  retto  giudizio  sopra  Y  errore  che  si 
commette  uel  trascurarlo . 
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Per  questo  noi  ci  tratterremo  ad  -esporre  un  interessai: rissi- 
mo Teorema,  il  quale  oltre  a  soddisfare  al  bisogno,  ci  sommi- 
nistra anche  la  maniera  di  dare  alle  serie  una  tal  l'orma  finita 
che  i  ragionamenti  e  le  considerazioni  appartenenti  alle  intiere 
loro  somme ,  possono  con  tutto  il  rigore  Geometrico  applicarsi 
alle  medesime  ridotte  sotto  quella  forma  medcji.iia. 

Indichiamo  per  <p"{x),  <p"'(x)^  .  .  .  .  p("'(x)le  firn- 

zioni  (g)  ,  (£♦)  ,  (£),  . .  •  •  (g) ,  drila  formula  (E), diverrà 

-»(.■»■)(.-.)»  (•)-<■«•}• 

Supponiamo  che  fermandosi  al  termine  — -<p '  (i) 

2  •  3  •  •  •  •  l  *      '  J 

vogliasi  stimare  il  resto  che  si  trascura,  e  facciamo 

Ora  se  sviluppiamo  in  serie  secondo  le  potenze  di  p  la  fun- 
zione <p"\x  -+p) ,  essendo  p  una  quantità  qualunque  »  avremo 

f>  ( x ~-hp )  =  P  x-\rpp  x h-  y  <p  x-h  ec.  do  pre- 
messo, si  paragonino  le  tre  serie,  quella  cioè  che  nasce  dalla  sup- 
posizione di  p  —  o  nello  sviluppo  di  p^m\x  -4-p),  quella  che 
rappresenta  il  resto  R  da  trascurarsi ,  e  quella  che  nasce  dallo  svi* 

luppo  di  ^*\x-i-p)  facendovi  p  =  0,  / 

p{m\x-ho)=p{m)(x)-i*-  oh-  o  ec. 

x»     J*)/  \      •  j*+o  e»  (•■*») 

-,-«)  =  4-^-*°«S. -J^-^*h..  ... 

Tom.  //.  K 
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I  primi  termini  di  oneste  tre  serie  sono,  eguali  :  rapporto 
agli  altri  termini  >  è  facile  osservare  che  ciascuno  dei  termini  del- 
la serie  la  quale  rappresenta  R ,  è  maggiore  del  corrisponden- 
te nella  serie  superiore  ^*\*-Ho),.  ed  è  minore  del  suo  cor- 
rispondente nella  serie  inferiore.  $m\x-i+i).  La  prima  e  la  ter- 
za serie  sono  adunque  i  limiti  della  seconda  ,  e  le  loro  som- 
me sono,  una  maggiore  V  altra  minore  di  R  ;  di  modo,  che  se  in 

(«.) 

vece  di  0  prendiamo,  nello  sviluppa  di  p  (#-M)  una  quanti- 
tà p  minore  di  essa ,  tatti  i  termini  di  quello  sviluppo  diverran- 
no minori ,  e  s*  avvicineranno  ad  essere  eguali  ai  termini  com- 

ponenti  il  valore  di  R  :  dunque  R  sarà  eguale  a  p  (x4p) 
supponendo  p  maggiore  di  zero  e  minore  di  6 ,  ed  avremo 

*  •  » 

f  (* =  

(»)-*•  — —  <P  {x^p) 

essendo  p  >  o ,  <  fl.  ;  per  quanto  adunque  p  sia  una  quantità  in-- 
determinata  sono  però  determinati  i  suoi  limiti . 

Ecco  il  Teorema  che  si  deduce  da  tutto  questo  : 

TEOREMA 

§,  36  n  La  serie  infinita  nello  sviluppo  di  P(ar-M),  incomiiv 
„  riandò  da  un  termine  qualunque  »  è  sempre  eguale  al  valore 
„  di  quello  stesso  termine >  ponendovi  x-±p  in  luogo  di  a:  ; 
„  p  essendo  una  quantità  contenuta  fra  o  e  d .  „ 

Questo  bel  Teorema  potrà  in  molti  casi  servire  a  calcola- 
re il  resto  dei  termini  che  non  si  riteugono  in  una  serie,  la  cui 
convergenza  non  ci  permette  di  trascurarli  senza  temere  d' in- 
certezza nei  risultati . 

Facciamo  nella  formula  qui  trovata  per  lo  sviluppo  finito 
di  Q(x-t>9),  x=:o>  e  quindi-  9~x>  ed  avremo  lo  svilup- 
po di  una  funzione  p  (  x)  in  serie  secondo  le  potenze  di  a?,  e- 
spresso  in  termini  finiti  in  (mesta  guisa 
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Q(x)^  p(o)H-ttp'Q-ì-*q>,o-ì*~—Q'''o   ,.  ,-{• 

f»-0  *'        («).  . 

9.3....  (»— 1)^  °       3.3... .1»^  vP' 

essendo  />  una  qnantità  indeterminata  contenuta  fra  zero  e  x , 
cioè  p  >  o ,  p  <  a: . 

Siccome  72  può  essere  qualunque ,  così  potremo  terminare 
la  serie  al  secondo,  terzo,  quarto  ec ,  termine  come  più  ci  pia- 
ce ;  ed  avremo . 

Per  la  serie  che  ci  dà  lo  sviluppo  di  p(a:H-0> 

p[x  h-    =  *p'(x)  H-'£*>"(*  •+  J>) • 

3.3.4      x  ■* 
te.  ec. 

Per  la  serie  che  ci  dà  lo  sviluppo  di 

y{x)  =  ^o-|.^'OH.^"p 

p  (  x  )  =  $  o  H-  app'o  H-  —  P"o  H-  — 

»  ** 

ce.  ce 
Facciamone  un  esempio. 

Quale  è  la  serie  che  esprime  lo  sviluppo  di  — 1-^ ,  non 
prendendone  che  due  termini  e  tenendo  conto  del  resto  ? 

Facciamo  P(*-M)  =        >  e  perciò  a  =  6,  = 
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L  e  quindi  (£)  =  *>'(*)  =  -      (g)  ^  =  « 

^"(^p)  =  ^ :  dun<ia* 

.JL-  =  JL  —  iL  h-  (jr^).  essendo p  una  quantità  contenuta  fra 
o  ed  a . 

Per  le-  semplici  regole  della  divisione  infetti  si  ottiene 
— —  =  —  —  —  h  — -  :  ora  il  denominatore  x*(a-\-x:)  =~ 

ax1     x*  può  divenire  eguale  ad.(  ovvero  x1  H-3JC*p 

3xp'  -f-p* ,  prendendo  per  p-  una  quantità  ;>  o,  e  <c.Q»  poiché 
p  =  o  ci  dà  (a:  -*-p)'  =  »?  »  e  p  =  <r,  ci  dà  (  A  -t-p  )*  = 
*?5H-  3aap*-*-sal*Hra?,.  per  il  che  si  vede  che  il  vero  denomi- 
natore x1  H-  ox%  è  intermedio  alle  due  quantità  x1 ,  ed 

§•  37-  Pesiamo  allo  sviluppa  delle  funzioni  a  più  variabili . 

Rappresentando  per  <p(x,y)  una  funzione  z  delle , due  va- 
riabili x  ed  y ,  abbiamo  veduto  al  §.  (  25  ).  che  qualunque  sia- 
no w  e  0 ,  si  ha  sempre  (  si  scrive  $  per  <p  (x  ,y  )  y 

f(*^W^H.«)  =  ^x^)^(g)tó-h(-^)u;*H«ec 

-t-C-^Oy-t-ec. 

-t-cc. 

Per  mezzo  di  questa  formula  possiamo  sviluppare  una  qua- 
lunque funzione  <t>{x-+uyy  -4-  fi)  in.  una  serie  ordinata  per  le 
potenze  ed  i  prodotti  delle  due  quantità  u  et. 

Se  in  essa  facciamo  x  =  y  —  o ,  e  se  dopo  questo ,  po- 
tendo b)  e  (  es*ere  qualunque  >  poniamo  come  abbiam  fatto  per 
una  sola  variabile  al  §.  35  >  invece  Mi  essi  x  ed  y,  avremo 
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*(*>j)  =  *(°>°)H-*(£)-*-(-£f)£  -+CC. 

H-  ec. 

purché  a  differenziazioni  esegnite  facciasi  «  =  0,^  =  0  nei  coef- 
ficieri  (£),(£)  ec. 

Quest'  ultima  formula  ci  dà  il  mezzo  di  sviluppare  una 
qualunque  funzione  di  due  variabili  in  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze e  per  i  prodotti  delle  medesime . 

Le  due  ritrovate  serie  sono  in  generale  composte  di  un  nu- 
mero infinito  di  termini;  ma  per  mezzo  di  un  ragionamento  si- 
mile a  quello  del  §.  antecedente  possono  ridursi  ad  una  for- 
ma finita  . 

Indicando  per  p'(x,y)  la  funzione  per  <p,(x*y)  ^ 

funzione  (■£.);  per  p"(xty)  la  funzione  per  p'  (x,y)  la 

funzione  per  pti {x>y)  la  funzione        )  ec  ec.  ;  trove- 

remmo secondo  il  citato  ragionamento 
p(*-*-w>.yH-0  =  p(x,y)     up'(x-^p,y  H-?) 

se  vogliamo  fermarci  alle  prime  potenze  degli  annienti  w ,  •  :  ov- 
vero 

p  {x-i*<jì,y-{-t)  =  9(x,y)-i*up'(x,y)-i-jp  "  (x-\-p,y-hq) 

~h&<Pé[x>y)~*m  *Mp't  (  *  -hp,  y  -+•  q) 

(x^p^y  +  q) 

- 
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se  vogliamo  fermarci  alle  seconde  potenze  :  ovvero 

se  vogliamo  fermarci  alle  terze  potenze ,  e  così  di  seguito . 

La  quantità  p  deve  essere  >  o,  e  <  w  ;  la  quantità  q  >  o, 

-<  8 . 

p(*>jy)  =  p(o,o)H- *<?>'(/>, ?) 
ovvero 

-¥yP, ( O ,  O )  ~Jr.xyQ\ (p,q) 

^ovvero 

^(*^)^(o,<>).H-:^(o>o)H-'?^(o,o')-l-^^(/»>y) 

«  così  di  seguito  . 

La  quantità p  è  >  o,  .<,#,  e  la  <?  >  o,  <.y  . 

Dunque  „  allorquando  nello  sviluppo  in  serie  di  una  fun- 
„  zione  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  di  certe  quantità  x^yy 
„  vogliamo  fermarci  ai  termini  di  un  dato  ordine  »  nei  -quali  cioè 
„  queste  quantità  formano  -delle  dimensioni  eguali  al  medesimo 
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ordine  y  potremo  supporre  il  resto  dello  sviluppo  egnale  ai  so- 
„  li  termini  dell'  ordine  seguente  »,  ponendo  in  essi  p  e  5  in- 
»  vece  di  quelle  quantità,  oc ,  y  poste  sotto  i  segni  delle  funzio- 
»  ni .  Ciascuna  delle  quantità  p  e  5  è>o,  e  <  della  quantità 
„  che  essa  è  destinata  a.  rimpiazzare  » .. 

Crediamo,  inutile-  estendere  queste  Teorie  alle  funzioni  di 
un  maggior  numero  di  variabili ,  poiché  quanto  abbiaro  detto  ba- 
sta per  dirigere  i  nostri  Lettori  in  simili  ricerche . 

§.  38.  Molte  volte  il  Calcolo  Differenziale  si  adopera  uni- 
tamente al'  metodo,  dei  coefficienti  indeterminati onde  rendere 
più  facile  lo  sviluppo,  delle  funzioni  in  serie . 

Per  sviluppare  in  sene ,  ordinata  secondo  le  potenze  di  x 
crescenti,  ed.  intiere  »  la  funzione 

W^T^'^S'  apponiamola  eguale  adA  H.fc+(V+ 

Ex'  ec. ,  e  differenziando,  dopo,  averne  presi  i  logaritmi > 
3*  a  vrà 

»  > 

m  (  b  ■+  2f  jt     3#**  ■+  «c.  )  *(*'-*■  Oc'  *  -+3*'*k  -+ee.  ) 


a  ■+  bx  -h  e x%  •+  ex*  -ir  ec.       *'     bx  -+  e  x*  -+  t'x*  ec. 

B     tCx -4-  3E*1  ■+  ec. 
A~Hh  B*  -é.~C*»  -+E*'  -+  te.  ' 

Tolti  ora  da  questa  ultima,  equazione  i  denominatori ,  ese- 
guite le  moltiplicazioni  corrispondenti ,  ed  eguagliati  in  seguito 
fra  loro  i  coefficienti  delle  simili  potenze  della  variabile  x>  se- 
condo il  metodo  dei  Coefficienti  Indeterminati  >  avremo,  per 
determinare  A  ,  B ,  C  ec.  queste  equazioni 

A  a~ 

aa'B^nab'AX 

—  ma'bAl~0% 

aaa'C  -r  (  n  H-  i  )  ab'B  -»>  inad A 

—  (m  —  i)a'6Bn-(n  -r  m)bb'A  ^  =  0  * 

• —  v  UTIlQ'cA 
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caa'E 4(/242) ab'C  •+    ( un «+  i  ) ac'B  -+  3/zae'A 
~(  772  -  2  )a'6C -+(72-772-4- 1  )òò'Bm-(  272-771)6^ 
-    (ara- 1  )a'cBn-(«-2OT)5'cA 


4afl'Fn-(«-»-3)a&'E-4-     (a/2-*-2)ac'C+      (  372 -*  i  )  ae'B -i-  472«/'AY 
-  (  7/2  -  3  )  a'òE  -+  (ji  —  77z    2  )  6&'C    (  272  -  /re  -4- 1  )  òc'B  +  (  $n  -  772  )  be'  A 

-     (  2772- 2  )a'cC-+( 72-2772 -♦•  I  )6'cB -I- (272-27»)  CC*  A  J»=0, 

(  3«72  ~  i)a'eB  •+ (  72  -  3to  )  6'eA 
—  $maf& , 

ce. 

La  legge  che  regna  in  queste  equazioni ,  è  più  facile  a  ve- 
dersi che  a  descriversi .  I  coefficienti  discendendo  diminuiscono 
della  differenza  m  -f-  72 ,  ed  audando  orizzontalmente ,  aumenta- 
no continuamente  della  differenza  72  —  1  . 

Nella  stessa  maniera  si  potrebbero  sviluppare  in  serie  se- 
condo le  potenze  intiere  e  crescenti  di  x  le  quantità  trascen- 
denti polinomie 

Z  (  a  H-  *>x  -f  ex  h-  ex  H-  ec.  ) ,  e  , 
seri  (a—i-òx -4- ex1  h-  ec.  ) ,  cos (a  h~        ex* -4- exì-hec. ) : 

anzi  per  queste  due  ultime  è  utile  passare  alle  seconde  diffe-  * 

?nziazioni ,  come  noi  vedremo  in  alcuni  esempi  che  seguono . 
Vogliasi  sviluppare  in  serie  la  funzione 

{*H-  V'O  H- **)}*• 

Supponendo  questa  quantità  eguale  alla  serie 

1  -4-  72ac     A**  h-  Bx'  -4-  ec. ,  (  s*  intende  facilmente  perchè  i 

due  primi  coefficienti  debbono  essere  1  ed  72  )  prendendone  i 
logaritmi , 

71  log  (  x  H-  V  (  1  *+jx%  )  )  =  l  (  1  -f  nx  -H  A*'  ~f-  Bx'  h-  Cx4-+.  ec.  ) , 


* 
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e  differenziando  (  io  indico  per  y  quella  serie  indeterminata  ) , 

avremo 

TÙ'hr,  e  qaindi  (  i        )  <*)' _  „>«  * o . 

« 

Differenziando  ora  quest'ultima  equazione,  s'avrà 
(iH-a?*)(^)-i-*(^)-~nV  =  o»  nella  quale  ponendo  il 
valore  di  y ,  di  (g),  e  di  (£?),  e  ridnceudo,  si  ha 


aA  1  H-3.3B  I 
H-   aA  J     *f.    3B  I 

-  «*a;    -  n^ì 


d'onde  si  ricava  A  =  — ,  B  =  «L*'-'*,  C  — Af"'-4) ,  Jj  ~ 
B-£!£^  eo,  ovvi™  A-S.B-i.fijJ, 

sarà  dunque 

(  *  H-  V7  (  1     xx  )  )'  =  I  H-  a*     £     H-  •  .  flz!  a? 1     £ .  5Ì=* 

2  »      3  a  3.4 


^       2.3.4.5  *  H"eC* 


Per  avere  lo  sviluppo  in  serie  di  (—  x  -4-  y/[  i  ba- 
sta far  negativa  la  x  nella  serie  ottenuta,  e  se  noi  indichiamo 
per  z  la  quantità  (  —  *H-v/(iH* **))*,  è  facile  vedere,  che 
avremo 

a                1.9     ^  1.9.3.4                1.9.3.4.5.4     *  H-CC 
a  1.9.3  i.a. 3. 4. 5     *•  ~  


J .9.3.4.5.0.Z 

7bj».  //  L 


-  «  1.     '        ,  J    u     ,1'.        .    .  . 
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Ora  facciamo  oc  =  v  (  —  i  )  • sen  £  >  sarà  -ha?1  )  =  cos  p  > 
ed  ia  conseguenza  y  =  (cosp  -4»  \/( —  i  )  senp)'  =  cos/ip  -4» 

V  (  —  i  ).  se* »  z  =  (  cos<f>  —  V  (  —  *  )  •  senp)"  =  cosnp  — 

V  (  —  I  ) .  «e/i  Tip  :  avremo  pertanto 

cosnp  =  i  —  -, sen px -4- ~  V se/i a4 —  .......  

r  j.2  1.2.3.4  r 

...e..^4>,....,«>5en 

1.2.3.4.5.6  r 

se»  /2f»  =  7i  se/z  e  —  seft    H-  ^''"'^T9*  «e»    —  ec; 

1.2.5  1.2.3.4.5 

Serie  che  appartengono  alla  moltiplicazione  degli  angoli  :  la  pri- 
ma termina  quando  n  è  pari,  la  seconda y  quando  è  impari:  es- 
se adunque  non  possono  servire  per  la  sezione  degli  angoli  che 
in  questi  casi  ;  prendendone  però  i  differenziali  *  potremo  da 
queste  formule  dedurne  delle  altre  che  terminino  appunto  quan- 
do quelle  divengono  influite  :  differenziando  in  fatti ,  si  ha 

sennp  =  cosp.  (nsenp -*J^senp>  ^^Sf^  K 

2 .  a  *  •  3  •  4  •  5 

sen<pr-h  ec.  ) 

cos np  —  cos p . (  1  —  -~ sen p*  -4- ^n\^^n*^9)sen p*  -4- ec. ) . 

Queste  quattro  formule  sono  vere  qualunque  valore  si  dia  ad tzv 
Per  nn  altro  esempio,  si  voglia  sviluppare  il  cosar  per  le  po- 
tenze dell'  arco  a?  :  sia 

cos  x-  ih-  Aa:  -4-  Bar*  -h  Ca??  -h  Ea;4  -4~  T?x*  -4- Ha:*  -4-  ec. 
e  differenziando  due  volte,  avremo 

—  sen  x  =  A  -4-  aBa?  -4-  3Carx  -4-  4Ea?'  -4-5Fa?4-h6Harr-i-  ec. 

—  cos  a:  =aB-4- 2. 3Ca:H- 3 -4Ears-h4.5Fa:TH- 5. 6Ha;4  -hec. 
e  perciò 

{1  -4-  aB}^  {A  -4.  2  3G}  a?H-  (Bh-  £  4E}     -4-  {  i* 
4.5F}         {Eh-  5.6H}a;4H-ec.  ==  o 

Ora  dall'  equazione  —  sen x  =  A  -4»  iBa?  -4-  ec,  fece  \> 
x  =  o ,  si  ricava  A  =  o ,  e  perciò 
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A  =  o,B  =  —      C  =  o*  E=^-j-^  F  =  ot  H  =  -. 

— - — -  ce-,  dunque 
cascoli  —  ~  H-  —  ec-,  come  sappiamo  d*  alti-' onde . 

t^lhi  vuole  nn  maggior  tramerò  d'esempi,  consalti  il  Cap.  Vili. 
Parte  II.  dei  Calcolo  Differenziale  dell'  Eulero . 

§.  39.  Negli  sviluppi  in  serie  di  cui  abbiamo  parlato  supe- 
riormente,  gli  esponenti  della  variabile  secondo  la  quale  progre- 
diva la  sene ,  erano  formati  dai  numeri  naturali  o ,  1,^,3  ec. , 
presi  positivamente:  ora  possono  esserci,  anzi  ci  sono  di  fatto 
delle  funzioni,  il  cui  svolgimento  in  serie  non  può  di  natura 
sua  seguire  quella  legge;  cosa  dunque  in  questo  caso  ci  daran- 
no le  formule  (i),(a)  del  Num.  35.,  allorché  le  applichere- 
mo a  svolgere  quelle  funzioni? 

Xia  risposta  a  questa  questione  sarà  fàcile  dopo  V  esame  so- 
pra i  principi  del  Calcolo  Differenziale  che  ora  faremo. 

•  La  legge  di  derivazione  { 1  )  che  dà  origine  a  questo  cal- 
colo ,  è  appoggiata  allo  sviluppo  di  una  funzione  qualunque 
<p{x  w  )  in  serie  secondo  le  potenze  intiere  ascendenti  di  w; 
ed  è  in  conseguenza  manifesto  che  se  vi  saranno  dei  casi  nei  qua- 
li questo  sviluppo  non '  potrà  aver  luogo,  in  questi  casi  medesi- 
mi non  potrà  aver  luogo  al  Calcolo  Differenziale;  felicemente 
tali  :casi  non  sono  che  particolari,  ed  in  conseguenza  non  attac- 
cano la  generalità  del  medesimo  calcolo  ;  imperocché  noi  dimo- 
streremo clic  una  funzione  qualunque  p(a?H-  w)  è  sviluppabile 
secondo  le  potenze  intiere  ed  ascendenti  di  w ,  senza  mai  con- 
tenere né  potenze  .fratte ,  né  potenze  negative,  né  la  stessa  w 
sotto  un  aspetto  trascendente ,  comunque  d'  altr'  onde  possano 
trovarsi  delle  quantità  radicali ,  dei  denominatori  e  delle  trascen- 
denti in  <p(x)+  finché  però  a:  rimane  indeterminata,  e  riceven- 
do la  x  dei  valori  particolari,  solo  per  certe  determinate  forme 
di  p(x)  nn  tale  sviluppo  non  può  aver  luogo. 

Se  X  rappresenta  un  polinomio  intiero  in  x  come  a-^bx-i- 
cx*  h-  ec  ,  è  chiaro  che  i  termini  come  X"  (  essendo  m  un  nu- 
mero intiero  e  positivo  )  i  quali  possono  essere  contenuti  in 
qnando  vi  si  pone  x     w  invece  di  x ,  saranno  tutti  sviluppa- 
bili secondo  le  potenze  intiere  di  w ,  e  che  questo  sviluppo  sus- 
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s"stcrà  ancor*  per  tutti  i  valori  particolari  che  potranno  darsi  ad 
a? .  La  cognizione  del  Binomio  di  Neuton  ci  conduce  a  questo 
risultato .  / 
Se  si  suppone  che  ${x)  contenga  alcuni  termini,  come 

^(X"),  essendo  m  ed  ri  numeri  intieri  e  positivi,  questi  termi- 
ni, quando  x  vi  diviene  *h-w,  saranno  sviluppabili  secondo, 
le  potenze  intiere  di  w  :  in  fotti  per  questa  sostituzione  X  diven- 

torà  XH.X'«-hXV^X'V  -t-  ec. ,,  e  perciò  v"(X')  si  can- 
gerà in 

V  ( X.4  Xfc  Hr  XV  -+  X' V     ec.  y = 

✓ ex-  )  h-  ^  (  x «  +  x  v  -+  ec  )  v  (  x" — )  h-  ; 

XVH.ec.)V(X""w)H.ec, 

ed  è  &cile  vedere  ehe  il  secondo  membro  di  questa  equazione- 
b  sviluppabile  secondo  le  potenze  intiere  e  positive  di  cu  :  que* 
sto»  sviluppo*,  però  ha  luogo  rinchè  x  rimane  indeterminato,  o  Jiu- 
ché  determinandosi  prende  tutti  i  valori  possibili,  eccettuati  quel? 
li  che^  rendono  nnlla  la  quantità  sotto  il  radicale ,  o  che  sono  Tar- 
dici dell'  equazione  X  =  o;  iu  quest'  ultimo  caso  non  può  sus- 
sistere nn  tale  sviluppo,  poiché  facendo  x  =  a,  e  supponendo 
che  quesro  valore  sia  uno  di  quei  che  rendono  nulla  la  quanti- 
tà X  ,  i  diversi  termini  dello  sviluppo,  superiormente  ottenuto, 

SJS  M      n  _ —  0|      m       n  -  2£Sj 

essendo  moltiplicati  per  \/X",  >/X  ,  v^X  ,  divengono  o 
nulli  o  infiniti ,  e  non  si  ha  cosa  alcuna  di  determinato  :  eflit- 

m 

tivamente  la  cosa  deve  essere  così ,  poiché  lo  sviluppo  di  v'X", 
quando  x  diviene  oth-w,  ed  x  =  a,  deve  allora  di  sua  natu- 
ra contenere  delle  potenze  frazioaarie  di  w ,  e  non  può  proce- 
dere secondo  le  potenze  intiere  e  positive  di  esso  ;  infatti  ^ 

V  (  X  -+  X'w     XV     ec  )"  diviene  (  perché  X  =  o  ) 

m 

X'w  -4-  X'V  h-  ec.  )"  =  w"V ( X'  -4-  X'w  ec  )",  e  compari- 
scono necessariamente  le  potenze  frazionarie  di  w .  . 

Snpponghiaroo  che  <f>{x)  contenere  dei  termini  come  X  ; 
se  iti  questi  facciamo  x-fio  invece  di  x  ;  avremo 
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(X-f-X'u>H-X'V-hec.  fm  =  X~m—mX~m~'{Xu-hX"u1-+ 

ec.  )  -h  ^L^t^X"w~3(X'^  h-  XV  ec. ,  ed  il 

secondo  membro  di  questa  equazione  è  sempre  sviluppabile  se- 
condo le  potenze  intiere  e  positive  di  w. 

Questo  sviluppo  però  egualmente  che  il  precedente  non  è 
legittimo  per  quel  valore  particolare  di  x  che  rende  X~nullo: 
tutti  i  dt  lui  termini  allora  divengono-  infiniti . 

Ciò  succede  perchè  in  questo  caso  debbono  necessariamen- 
te aversi  nello  sviluppo  le  potenze  negative  di  w  ,  e  uon  può 
essere  legittimo  quello  sviluppo  che  non  contiene  le  positive . 

Infatti  quando  x  =  a  rende  X  nullo ,  si  ha 


. — MI 


(X-hX'w-f  XV     ec.  )     =(X'w-+-  XV  -4-  X"  V  -+  ec.  )" 

(X'h-  X"w  -i-  X" V  -4-  ec.  )~~  " .  «o~  m  ,  e  compariscono  neces- 
sariamente le  potenze  negative  di  w . 

.Supponiamo  infine  che  <p  (  x  )  contenga  la  trascendente  lo- 
garitmica IX;  questa  quando  x  vi  diviene  *h-w,  si  cangia  in 

Z(X-»-X«-(.XV-)-ec.)  =  ZXH.:(i-5-,^-{.^-1.  ec.)  = 

E  si  vede  chiaramente  che  i  termini  come  IX  ,  quando  x 
vi  diviene  x  h-  w  ,  sono  sviluppabili  secondo  le  potenze  intiere 
ed  ascendenti  di  w  :  un  tale  sviluppo  però  ha  luogo  per  qualun- 
que valore  di  x  »  eccettuato  quello  che  rende  nulla  la  quantità  X 
sotto  il  logaritmo ,  ed  allora  i  termini  della  formula  superiore 
divengono  tutti  infiniti . 

Questo  succede  perchè  lo  sviluppo  deve  in  quel  caso  con- 
tener necessariamente  <o  sotto  la  trascendente  logaritmica ,  e  per 
conseguenza  non  può  essere  giusta  la  formula,  nella  quale  u  è 
solo  elevato  a  potenze  intiere  ed  ascendenti . 

Che  u ,  nel  caso  di  X  nullo  per  x  —  a >  debba  necessaria- 
mente nello  sviluppo  comparire  sotto  la  trascendente  logaritmica , 
si  dimostra  facilmente:  infatti  si  ha 
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/(Xn.X'w4  XV  H-ec)  =  /(X'wH-  XV     ea  }  =  l  (  X'  h- 
X"w  h-  ec.  )  -h  Zw ,  quando  a:  =  a  ;  «  questo  sviluppo  con- 
tiene la  trascendente  Za . 

Siccome  le  trascendenti  circolari  sen'X,  cosX  si  sviluppa- 
no in  serie  ordinate  per  le  potenze  intiere  e  crescenti  dell'  ar- 
co X  ,  così  lo  sviluppo  dei  termini  ove  queste  si  trovano ,  or- 
dinato secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di  w ,  avrà  luogo 
per  tutti  ì  valori  possibili  di  x  ninno  eccettuato . 

Se  poi  contenesse  <dei  termini  come  XU essendo  Xi 

U  due  polinomj  interi  jn  x,  siccome  questa  trascendente  X  si 
svolge  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  ZX  ,  così  questo 
caso  rientra  in  queUo  della  trascendente  logaritmica e  perciò 
lo  sviluppo  di  allorché  x  diviene  *h-w,  ha  luogo  fin- 

ché x  rimane  indteterminato ,  o  finché  prende  tutti  i  valori  pos- 
sibili eccettuati  .quei  che  rendono  X  =  o  nella  trascendente  XU. 

Quanto  at)biam  detto  fin  ora  ci  dà  questo  Teorema  „  Una 
„  funzione  «qualunque  p  (  x  h-  w  )  è  sempre  sviluppabile  secondo 
„  le  potenze  intiere  e  positive  di  co ,  né  può  contenere  mai  w 
„  con  esponenti  negativi ,  né  inviluppato  in  quantità  trascenden- 
„  ti  ,  comunque  p(x)  contenga  dei  trascendenti ,  finche  x  ri- 
„  mane  indeterminato;  .ed  x  ricevendo  dei  valori  particolari,  lo 
„  sviluppo ,  di  cui  si  parla ,  ha  luogo  per  tutti  i  valori  di  x  ■> 
„  meno  quelli  j°.  che  rendono  nullo  un  radicale ,  mandando-  a 
„  zero  la  quantità  che  è  sotto  il  segno  ;  a*,  quelli  che  rendono 
„  nullo  il  denominatore  d'  alcuna  frazione  :  30.  quelli  che  ren- 
„  dono  nulla  una  quantità  logaritmica ,  facendo  svanire  la  qnau- 
„  tità  che  è  sotto  il  segno  ;  40.  finalmente  quelli  che  annullano 
„  una  funzione  di  x  elevata  ad  una  potenza  espressa  da  un'  al- 

„  tra  funzipne  di  x ,  come  per  esempio  XV  .  In  questi  diversi 
„  casi  particolari  debbono  comparire  nello  sviluppo  le  potenze 
„  frazionarie  »  le  negative ,  ed  i  trascendenti  dell'  indetermina» 
ta  w 

§.  40.  Da  quanto  abbiamo  detto  al  §.  antecedente  risulta 
che  di  una  funzione  qualunque  possono  aversi  i  differen- 

ziali (JJ.)dx,  (  d^)dx*  ec. ,  finche  x  rimane  indeterminato,  o 
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finché  non  essendo  indeterminato  ha  dei  valori  particolari  che 
non  annullane*  denominatori)  radicali,  e  quantità  trascendenti  lo- 
garitmiche ed  esponenziali. 

In  questi  ultimi  casi  non  avendo  luogo  la  sviluppo  in  se- 
rie ordinata  per  le  potenze  intiere  e  positive  di  w  della  funzio- 
ne ^(*H-w)r  non  può  eseguirsi  1* operazione  di  derivazione 
che  dà  i  differenziali  (a).  Egualmente  la.  formula  del  Teorema 
di  Tajlor» 

(i)  .  .  .  .  pt*+*)  =  pW  +  l%)»  +  i%)£-*<** 

non  potrà  essere  legittima  per  quei  valori  di  x  per  i  quali  si  è 
dimostrato  sopra  non  potere  aver  luogo  la  sviluppo  ;  e  1'  altra 
formula  che  da  quella,  dipende 

(»)  fW-»w+(2)«+(3)7+«» 

non  potrà  egualmente  essere  legittima»  quando  x  =  o  farà  sva- 
nire in  <p(x)  un  radicale,  o  un  denominatore,  o  una  quantità 
trascendente  logaritmica ,.  rendendo  nulle  le  quantità  sotto  il  se- 
guo radicale  e  logaritmico . 

Ciò  premessa  è  facile  di  rispondere  alla  questione  propo- 
staci al  principio  del  §.  antecedente  ,  di  sapere ,  cioè  „  cosa 
,>  danna  le  serie  (1)9(2)  del  Nnai.  35.  in  quei  casi,  nei  qua- 
„  li  non  ha  luogo  la  sviluppa  ordinata  per  le  potenze  intiere  e 
„  positive  di     ,, . 

I  coefficienti  dell'  u  nella  serie  (  t  )  sono  i  differenziali  suc- 
cessivi della  funzione  $(x)v  così  se  questa  funzione  contiene 

■  u 

dei  termini  come  v/X",      logX,  X  essendo  X  un  polinomio 


(a  >  Non  si  potino  aver*  ì  diffèreniiali  di  quelle  funaioni  che  Eulero 
chiama  inesplicabili  come  per  esempio  1.3.3.4.....*,  ma  ciò  è 
per  un  akro  motivo.  In  questa  sorta  di  funzioni  la  variabile  x  non  può 
ricevere  tatti  gli  aumenti  possibili ,  poiché  la  di  lei  variabilità  è  assogget- 
tata ad  una  legge  stabilita  dalb»  natura  della  fonaiooe  inesplicabile  :  così 
nel  u ostro  caso  x  non  può  crescere  che  dell'  unita  :  queste  funzioni  adun- 
que (  §.  1  )  restano  escluse  da  quella  che  si  considerano  nel  Calcolo  Dif- 
ferenziale . 
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intiero  in  x>  i  coefficienti  suddetti  conterranno  i  differenziali  di 
quelle  espressioni)  e  perciò  il  polinomio  X,  in  virtù  del  termi- 
ne >/X",  si  troverà  in  alcuni  coefficienti  come  numeratore,  ed 
in  seguito  come  denominatore ,  ed  in  virtù  degli  altri  termini 
si  troverà  o  sotto  il  segno  logaritmico ,  o  come  denominatore  : 
dunque  questi  coefficienti  per  quei  valori  particolari  di  x  che 

rendono  X  =  o,  conterranno  le  espressioni  — ,  Zo;  saranno  dun- 

o 

que  indeterminati  e  non  significheranno  cosa  alcuna ,  o  nella  or- 
dinaria maniera  d' esprimersi ,  saranno  infiniti  - 

Ora  in  questi  casi  appunto  abbi  a  m  dimostrato  nel  §.  ante- 
cedente che  lo  sviluppo  non  poterà  aver  luogo;  dunque  si  con- 
cluderà che  volendo  sviluppare  in  una  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze intiere  e  positive  di  w  la  funzione  p(*H-w)  per  il  caso 
di  x  =  <z,  prendendo  la  formula 

*(*-*»)  =  *(*)H-(S)»-Mg)T-*-« 

faremo  x  =  a  nei  coefficienti  <p(«)  ,  (^) ,  (^?)  ec  ,  e  se  per 

questa  sostituzione  essi  conterranno  le  espressioni  -~^lo%  saremo 

allora  assicurati  che  in  questo  caso  lo  sviluppo  non  può  di  na- 
tura sua  aver  luogo . 

Possono  alcuni  dei  coefficienti  incominciare  dal  divenir  nul- 
li «  ed  in  seguito  gli  altri  divenire  infiniti ,  ed  al  momento  che 

compariscono  le  espressioni  Zo»  siamo  assicurati  che  lo  svi- 
luppo non  può  aver  luogo  • 

Nè  dobbiamo  temere  che  vadano  a  zero  tutti  i  coefficienti 
in  infinito,  poiché  allora  si  avrebbe 

fi(a?-fu)  =  o-fW0H-^oH-ec.=  o  per  qualnnque  valore  di 

«  t  ciò  che  è  assurdo . 

Egualmente  volendo  sviluppare  in  serie  ordinata  per  le  po- 
tenze intiere  e  crescenti  di  at,  la  funzione  prendendo 
la  formula 
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faremo  x  =  o  in  (|?),         ec.,  a  differenziazioni  eseguite;  e 

se  questa  sostituzione  porterà  1'  espressioni  /o,  saremo  assi- 
curati che  <p{x)  non  può  svilupparsi  secondo  le  potenze  intie- 
re e  positive  di  x . 

Così  vediamo  che  possono  sempre,  per  mezzo  delle  formu- 
le superiori,  svilupparsi  in  serie  secondo  le  potenze  intiere  e 
•crescenti  della  variabile,  quelle  funzioni,  le  quali  di  natura 
loro  sono  suscettibili  di  questo  sviluppo  mentre  le  medesime 
formule  coli*  avere  o  tutti  i  termini  infiniti ,  o  con  averne  in 
principio  alcuni  eguali  a  zero,  ed  il  restante  infiniti,  ci  avvisa- 
no quali  sono  i  casi,  nei  quali  lo  stesso  sviluppo  non  può  aver 
lnogo . 

§.  41.  Per  far  qualche  esempio,  si  dimandino  i  differenzia- 
li di  xl(i  x)?  secondo  le  regole  della  differenziazione  avre- 
mo, chiamando  <p  quella  funzione, 

(4)&=(i(1+*)H.Tl;)<fa 

ec.  ec. 

Finché  x  rimane  indeterminato,  questi  differenziali  sono  quan- 
tità reali  e  determinate  ,  e  sono  anche  tali  per  tutti  i  valori  pos- 
sibili di  x  ,  eccettuati  quelli  che  rendono  1  -4-  x  =  o  ,  ovvero 
x  =  —  1  :  in  questo  caso  i  differenziali  contengono  le  espres- 
sioni Zo,  -i,  dal  che  siamo  assicurati,  che  non  possono  aversi  i 

differenziali  della  funzione  xl(  1  h-  x)  nel  caso  di  x  = —  1. 
Si  voglia  ora  il  differenziale  di 

q>  =  aajc  —  x*  H-  a V ( a*  —  x* )  per  il  caso  di  x  =  a?  differen- 
ziando questa  funzione,  abbiamo 

(fx)dx  =  ladx  —  2xdx  —  ^zr^  i  e  facendovi  x  =  a ,  si 
Tom.  IL  M 
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trova  (  —  )  dx  =  *—  y  dunque  non  sì;  può  aver©  il  differenziale 
di  questa  funzione  per  il  caso  di  x  =  a. 

Quale  b  lo  sviluppo  di  (a?H-w — <*)  *^o.^a  in  serie  or- 
dinata secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di  w per  il  caso, 
di  x  =  a  ? 

i 

Facendo  <p(x)  =  {x —  a)* -^a^a»  avremo»  per  il  Teore- 
ma di  Tajlor  ^ 

p(*^w)  =  (*_a)aH-av'a^fV(*^ 

u*   —3   .  9  ,  |  ec 

dalla,  quale ,,  facendo  *  =  a ,  si  ricava 

p  (  x.     w  )  =  o     av'a  h~  o  H-    -t-    H-  ec.  : 

il  dimandato,  sviluppo,  adunque  non  può  in.  questa  caso,  aver, 
luogo 

Quale  è  lo.  sviluppo*  di  p=  x*  —  £  secondo,  le  potenze,  in- 
tiere e  positive  di  x  ?  . 

La  formula  che  ci  dà  in  generale  gli  sviluppi:  in  seno  di  u- 
na  funzione  <p\x)  per  le  potenze  della  * ,  è 

facendovi  dopo  le  differenziazioni  a;  =  a  - 
Ora  nel  nostro  caso  si  ha: 

(  Ù  \  =  2X  H-  — - — TT 

ec.  ec. 
e  facendo  x  =  o  »  si  trova 

coefficienti  adunque  della  sevie  saranno  tutti  infiniti ,  e  perciò 
il  richiesto  sviluppo  è  impossibile. 
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Per  ultimo  esempio  si  vogliano  i  differenziali  di  y  .- 
quando  x  =  —  i  • 


/(IH-*) 

Questi  differenziali  per  *  indeterminato  sono 
(iy  \J     dx  .  t  d'J  \   .  à*Z  . 

\4x>aX  —  ~~  l  !-**)/(  IH-*)»'  Vi/W"*  (!-+"*)*/(  *  *  • 

(  i -*■*)* /(ì-t-*)»'  ' 

nei  quali  facendo  a?  =  —  i  »  comparisce  la  quantità  Zo  :  siamo 
adunque  assicurati  che  non  esistono  in  natura  i  differenziali  del- 
la quantità  i{ì]¥M)  Per  &  caso  di  a?  =  —  i  ,  poiché  in  questo 

caso  essa  non  è  suscettibile  d'essere  sviluppata  in  serie  ordina- 
ta secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di  w . 

II.  Determinazione  del  valore  delle  frazioni ,  nelle  quali 
il  numeratore ,  ed  il  denominatore  divengono  nulli 
nello  stesso  tempo . 

Vi  sono  alcune  frazioni  le  quali  prendono  un  aspet- 
to vago  ed  indeterminato ,  come  ^- ,  quando  si  da  un  certo  va- 
lore alle  variabili  che  esse  contengono,  mentre  d'  altr'ondc  han- 
no in  questi  medesimi  casi  un  valore  determinato  :  per  esempio 

quando  si  fa  x  =  a  diviene  —,  mentre -essendo  — ~*-  = 

a— x    x  o  m—x 

*>(^-*>=-qH,a?    Si  ha  — —  =  a-+a  =  ia  per  il  caso 

a—x  a—x  r 

di  X  =  a  . 

Per  trovare  ì  valori  di  tali  funzioni  ci  è  di  non  piccola  ri- 
sorsa il  Calcolo  Differenziale  :  infatti  rappresentiamo  per  ~  una 

frazione  nella  quale  P  e  Q  siano  delle  funzioni  intiere  qualun- 
que in  x  (  quando  non  fossero  tali ,  si  può  sempre  ridurre  la  fra- 
zione ad  avere  il  numeratore  ed  il  denominatore  formati  da  due 
funzioni  intiere  )  le  quali  divengano  nulle  per  un  certo  valore 
di  x.  Sia  questo  valore  x  =  a,  ed  abbiasi  perciò  P  =  o,  Q  = 


Digitized  by  Google 


pt  MATEMATICA  SUBLIME 

o,  e  quindi  -  =  ^'-  ^co  come  pò""©111»  trovare  allora  il  vero 
valore  della  frazione . 

Poniamo  y  =  ^,  ed  avremo  Qy=P:  questa  equazione  dif- 
ferenziata ci  Azyt^ )dx  H~Q(£)^  =  °vvero' 
-4-Q(#  )  =  (£)>  'a  (lnalc  sussiste  insieme  (  $  20  )  con; 
^_p>  e  dalla  quale  può  egualmente  ricavarsi  il  valore  di  j*. 
Se  ora  in  quest*  ultima  equazione  facciamo  a;  =  a  ,  avrema 

^  (  ^  )==(£),  e  quindi  y=  (  £  ):('£)  :  questa  espressione  sari 

il  ricercato  valore  di  ^  ,  quando  x  =  a  . 

Neil'  addotto  esempio  si  ha  P  =  a"  — ■  *  ,  ■  Q  =  «  —  e 

quindi  (d-)  =  d~   2"r'  dx 

que  y  =  -  —  =  -a>  faceudo  *  = 

Se  il  valore  di  x  =  a  renderà  la  frazione  (.£)  :  (^)  egua- 
le a  -H- ,  converrà  allora  trattare  questa  frazione  come  abbiamo- 

o 

trattato  £  ed  avremo  r 

y  7=  (£1  egualmente  se  quel  valore  annullasse  ancora 

questa  ultima  frazione,  si  troverebbe  y  =  :  (-Jh^in ge- 
nerale il  valore  >  di  una  frazione  £  che  si  riduce  a  |  quando 
x  =  a  ,  sarà  essendo  «  1'  ordine  di  quei  diffe- 

renziali che  cominciano  a  non  annullarsi  per  quello  stesso  valore. 

Nè  dobbiamo  temere  che  i  differenziali  tutti  a.  qualunque 
ordine  siano,  si  annullino  per  il  caso  di  *  =  a,  poiché  ne  se- 
guirebbe per  P  e  per  Q  1'  assurdo  di  cm  abbiam  parlato  al  §. 
Io;  e  qui  osservo  che  hanno  sbagliato  i  Commentatori  del  Cal- 
colo Differenziale  d'  Euler ,  i  quali  lo  accusano  di  non  avere 
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egli  posto  mente  al  caso  in  cui  una  frazione  ~  è  sempre  =  A 

eroalunque  sia  1*  ordine  dei  differenziali  di  P  e  di  Q  che  si  pren- 
dano per  averne  il  determinato  valore .  La  soluzione  delle  loro 
difficoltà  dipende  da  quanto  si  è  detto  al  §.  antecedente . 

Può  accadere  che  prendendo  successivamente  i  differenziali 

(~  )  >  (0)  del  numeratore  e  del  denominatore,  uno  cessi  di  es- 
sere nullo ,  mentre  V  altro  continua  ad  annullarsi  per  il  caso  di 
x  =  a  :  allora  la  trazione  è  .essa  medesima  nulla  o  infinita  :  è 

nulla,  se  cessando  d'annientarsi  il  denominatore  (^)  sarà  sem- 
pre        =  o,  ed  è  infinita  nel  caso  opposto . 

§.  43.  Facciamone  alcuni  esemp) 
I.  Quale  è  il  valore  della  frazione 

x*-4ax'  -h         —  grt1  ~J*WJ_?**  —  "aj 
xx  —  -ìax  —  *«.-+•  -lài/  (  2ax  —  xx  ). 

quando  x  =  a  ? 

In  questo  caso  la  frazione  diventa  —  :  prendendo  adunque  i 
differenziali  del  numeratore  c  del  denominatore,  avremo 

3**  —  8/1  x  •+  la*  — la*  ;  <J  {la*  — aa  ) 
S*—  tìa  ■+  2«  V(2#*—  **  )  * 

che  diviene  parimente  ~  quando  a? —  a.  Differenziando  di  nuo- 
vo s'otterrà 

6x  —  Sa  -+  <2a+  :  (  ìax  —  aa  ) a 


3  —  2«*  :  (  ìax  —  xx  ) 


espressione  che  ci  obbliga  ad  una  terza  differenziazione  »  dalla 
quale  si  ha 

6—6a'  :  (  Tax  —  aa  )_  X  —  a*  :  [la*^  aa)* 

-  —  7  i 

«a»  («-*):(a#*-xxr       «'  (*-*):(  2** -**)* 

anche  questa  frazione  si  riduce  a  5-;  avremo  adunque,  differen- 
ziando , 
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■a. 

che  diviene  =         =  —  ~  quando  vi  si  fa  x  =  a. 
Il  ricercato  valore  per  tanto  sarà  —  5  :  a  . 
IL  La  somma  della  serie  a?h-      -+■  3xì  -f.  -hnxm 

è    (*-*)»  '  si  dimanda  iJ  valore  di  questa  som- 

ma quando  x  =  i  ? 

Siccome  in  questo  caso  V  espressione  della  somma  diviene 
^ ,  così  prenderemo  i  differenziali  del  numeratore  e  del  deno- 
minatore ,  ed  avremo 

'"^'-'lu^)"" 5  della  ^Ual  frazionc  differenziando <li 
nuovo  il  numeratore  ed  il  denominatore ,  s*  avrà 
-.(^O^-'^^,)!^»)^  che  quando  9  =  j  div.ene  = 

ll^Jj  :  la  somma  adunque  della  serie 

IH-3H-3H-4H-  -4-72  =  lL"_±±),  come  già  si  sa. 

III.  Quale  è  il  valore  della  frazione  — — —  quando  x  =  a  ? 
Presi  i  differenziali ,  si  ottiene  subito  la  frazioue  1  = 

—  l:x 

nx  y  la  quale ,  ikeendo  x  =  a ,  diviene  na  . 

IV.  Si  cerca  il  valore  della  frazione  quando  x  =  o. 


X         -  -  jf 

Presi  i  differenziali  si  ottiene  questa  frazione    che 

quando  vi  si  fa  #  =  o ,  diviene  =  2  . 

V.  quale  è  il  valore  della  frazione  %—'™L±21£  quando  x  = 

stn  x     coi  x  —  l  * 
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Presi  i  differenziali  di  quella,  frazione  >,  si  ottiene  .  .  .  . 


—■eoi*  —  te»  x 


che  facendo  x  =  oo° ,  diviene  =  1  .. 

Si  potrebbe  ottenere  lo  stesso^  risultato-  senza  la  differenzia- 
zione :.  infatti  essendo 

cosx  =  y/  (  1  -±senx) -V  (  1  —  senx .)  la  frazione  proposta  si 
cangia  in. 

*J  (  I  —  te  h  x  )         (  I  -+te»x)  ___  f 
V  («-+«**)'—      1  —  te»  x) 

quando  x  —  900.. 

VI.  Sia  proposta  la  frazione  ^^*_x)  della  quale  se  ne  voglia 
il  valore  quando  *  =  1  ? 

Presi  i  differenziali  del  numeratore  e  del  denominatore  s'a- 
vrà. — •— ii£        =-Ta^(l~*ì:,  ora  facendo  in  quest'  ultima  fra- 

zione  x  =  1  ,  il  numeratore  diviene  zero,  ed  il  denominatore 
=  1  ,  dunque  tutta  la  frazione  è  zero,  e  perciò  la  frazione 

jjyzr, si  annulla  per  quel  valore  di  x . 

VII.  Quale  è  il  valore  della,  frazione 

axla  —  axlx  —  xxla  ■+  xxlx  *¥^^®  X  —  Q.  . 

Presi  i  differenziali  del  numeratore  e  del  denominatore ,  si  ha 

 —}x_  .  . 

ala—  alx  —  a  -¥  2x/a  —  *x/x  -+  *  * 

della  qual  frazione  il  numeratore  diviene  =  —  aa,  ed  il  deno- 
minatore =  0  quando  x  =  a;  dunque  il  ricercato  valore  sarà 
infinito . 

§.  44.  Se  i  termini  della  frazione     si  annullano  perchè 

x  =  a  fa  svanire  delle  quantità  che  si  trovano  sotto  segni  ra- 
dicali ,  allora  il  metodo  delle  successive  differenziazioni  del  nu- 
meratore e  del  denominatore  per  trovare  il  vero  valore  di  ~ , 

non  è  sufficiente  ;  infatti  in  queir  ipotesi  i  differenziali  per  e- 
sempio  di  P  o  sono  tutti  infiniti  0  sono  in  principio  nulli  ,  e 
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quindi  infiniti,  dal  che  (  §.  42  )  siamo  assicurati  che  non  posso- 
no aversi  i  differenziali  di  P  per  il  caso  di  x  =  a ,  nel  che  con- 
siste il  metodo  sopra  spiegato  . 

Non  ostante  si  può  in  molti  casi,  allorquando  1' espressìo- 

ne  (5?)  diviene  bl  (  P^chc  si  annullano  dei  divisoli  in 

(  ~  )  ed  in  (  £5  )  )  ottenere  il  vero  valor  ricercato  ,  moltiplican- 
do il  numeratore  ed  il  denominatore  della  frazione  (?*,).'( ™) 

dx'  dx' 

per  quei  divisori ,  e  riducendola  così  ad  essere  composta  di  fun- 
zioni intiere;  giacché  dopo  questa  operazione  o  la  frazione  si  ri- 
durrà ad  una  quantità  determinata ,  o  diverrà  di  nuovo      ed  iu 

quest'  ultimo  caso  si  ripeterà  sopra  di  essa  la  differenziazione . 
Per  esempio:  cerchiamo  il  valore. di 

qnando  xssa. 

Presi  i  differenziali  <lel  numeratore  e  del  denominatore,  si 
ottiene 

—  a  :  -J  (  la»  -  ux  )  —  (  a  —  x  )  :  <J  (  tax  —  xx  )  . 
—  l  —  *:  V(  aa  —  xx) 

ora  il  numeratore  ed  il  denominatore  di  questa  frazione  diven- 
gono infiniti  quando  x  =  a  ;  dunque  non  possono  ottenersi  i  dif- 
ferenziali dei  due  termini  della  frazione  proposta  nell'  ipotesi  di 
x  =  a . 

Se  però  si  moltiplicano  i  due  termini  deli*  ottenuta  frazio- 
ne per  —        —  x),  e  quindi  si  riduce ,  avremo 


+  (  M-*)  *V(lgy£Ì    che  fattQ  x  =  a    diviene  W£  =  ,  , 

così  la  frazione  proposta  è  eguale  all'  unità  quando  x  =  a-  - 
Per  un  altro  esempio ,  si  ricerchi  il  valore  di 

D  metodo  delle  differenziazioni  ci  dà 
Ui^^L^^if),  h  quale  diviene  f§  nell'ipotesi  di  x  =  a. 
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Per  ottenere  in  questo  caso  il  vero  valore  della  frazione, 
si  moltiplichi  tanto  il  numeratore  che  il  denominatore  di  quella 
che  abbiamo  ottenuta  per  av/  (  x  —  <l  )  »  ed  avremo  


-4-  I 

-/x   


Se  la  frazione  I,  o  1'  espressione  (~)  :  (^)  che  ci  dà  il 
di  lei  valore,  conterrà  Zo#(o),  allora  noi  siamo  assicurati  che 
in  questo  caso  la  natura  dei  termini  della  frazione  ~  è  tale  che 
non  possono  aversi  i  di  loro  differenziali  per  il  caso  di  x  =  ai 
e  se  per  un'  adattata  riduzione  non  potremo  eliminare  da  (—)»' 
(^?)  le  quantità  trascendenti,  dalle  quali  dipende  Zqg*(o),  con- 
verrà abbandonare  il  metodo  delle  successive  differenziazioni ,  e 
ricercare  il  valore  della  frazione  per  altra  strada . 

Per  esempio,  si  dimanda  il  valore  della  funzione 

quando  x  =  —  i  ? 

Siccome  in  questo  caso  il  denominatore  della  funzione  pro- 
posta contiene  log(o)ì  così  questo  è  tale  che  non  se  ne  posso- 
no avere  i  differenziali  nell'ipotesi  di  x  =  —  i  ;  e  poiché  le  suc- 
cessive frazioni,  le  quali  si  ottengono  differenziando  il  numera- 
tore ed  il  deuominatore  della  funzione-  proposta ,  contengono  sem- 
pre la  trascendente ,  così  non  si  può  adoprare  il  metodo  sopra 
spiegato . 

Per  un  altro  esempio,  si  voglia  il  valore  di 
iLfli^f^M   OVVero   "H*-*)      quando  *  =  a? 

Prendendo  i  differenziali ,  avremo 

e 2    ^  t^T'l^^  x-m  àitmtì  caso  di  x  =  a  con- 

l  is  —  34f  )  :  (     —  2ax  -*■«»)/»(«•  —  zax  -*•**) 

tiene  nel  numeratore  e  nel  denominatore  la  quantità  log  o  ;  se 
Tom.  IL  N 
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però  si  osserva  che  1{ol  —  <iax  h-  V  )  =  il  {a  —  x) ,  e  si  mol- 
tiplica tutta  quest'ultima  frazione  per  ZJ(a  —  x),  avremo 

 r— *-—  -, — ,  la  quale  si  riduce  a  —  quando  x  =  a. 

Cercando  ora  il  valore  della  stessa  frazione  in  questa  ipotesi ,  tro- 
veremo che  il  valore  dimandato  di  —  JjJA.ii:  *  *  -_-  è  =  a . 

Quando  poi  non  potrà  adbprarsi  il  metodo  che  ci  dà  il  Cai-  i 
colo  Differenziale ,  faremo  uso  del  seguente  . 

Poniamo  nella  proposta  frazione  x  =  a  w  (  essendo  a  quel 
valore  clic  rende  nulli  o  infiniti  i  numeratori  ed  i  denominato- 
ri ),  e  riduciamola  in  una  serie  ordinata  per  le  potenze  ascen- 
denti di  w,  ed  il  primo  termine  di  questa  serie,  quello  cioè  in 
cui  non  si  trova  w  ,  sarà  il  ricercato,  valore  della  frazione  uelT  i- 
potesi  di  x  =  a  : 

così  per  esempio  ^JL^±^^*^ ~ " *  diviene      quando  x  =  a  ,  e 

i  .differenziali  tutti  primi ,  secondi ,  terzi  ec. ,  del  numeratore  c 
del  denominatore  divengono,  infiniti  nella  detta  ipotesi  ;  per  que- 
sto ponendovi  a-j-w  per  x,  s'  avrà  ^^"^^ ^t**  =  *  '  • 

(ri 

^/w  -4.  — —  ec. 

 -^J  =  -J-     -zJL  -h  ce. ,  e  da  quest'  ultima,  e- 

spressione  facendo  w  =  o,  si  ricava  il  ricercato  valore  della. fra- 
zione =  -r-1 — r  . 

y/  l  ia  ) 

§.  45.  Data  una  equazione  z  —  o  fra  due  variabili  x,yr 
noi  abbiamo  dimostrato  al  §  (  ao  )  v  come  può  aversi  il  valore 

"di  (£)  espresso  in  *  ed  y.  Rappresentiamo  in  generale  questo 
valore  per     ,  di  modo  che  sia  (^)  =  I  essendo  P  e  Q  due 

funzioni  in  x  ed  y  . 

Se  nell'equazione  z  =  o  si  fa'ar.=sa,  avremo  per  y  un 
valore  determinato ,  e  sia  questo  y  =  b .  Sostituendo  i  due  va- 
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lori  di  x  e  di  y  in  ^,  s'  avrà  il  valore  di  (£)  per  questo  caso 
-particolare:  ora  se  la  sostituzione  di  x  =  a,y  =  b  in  -|  ren- 
desse questa  funzione  =  - »  come  si  potrà  egli  avere  il  valore 

Io  osservo  primieramente  che  risolvendo  l'equazione  z  =  o 
per  avere  il  valore  di  y  espresso  per  x ,  e  sostituendo  questo 

valore  in      avremo  (^)  eguale  ad  una  sola  funzione  dì  x  cha 

si  ridurrà  a  —  quando  a?  =  a  i  questo  caso  rientrerà  allora  in 

o 

quello  del  §.  42. 

Ma  potremo  ancora  ritrovare  il  valore  di  (£)  senza  biso- 
gno di  ricorrere  alla  risoluzione  dell' «quazioue  z  =  o:  infatti 

1'  equazione  (£)=  £  ci  Q(£)  =  P>  che  differenziata  di- 
viene 

(a)  ••••••  (g)  (*  )  H-  (f  )  (£>'  -*  Q(£)  =  (£)  H- 

ora  facendo  in  quest'ultima  equazione  x  =  a,  jrs=i,  avremo 
Q  =  o,  e  perciò 

<£>(?.>"-«-{<g>-<S»<£>=<s> 

equazione  di  secondo  grado,  dalla  risoluzione  -della  quale  dipen- 
derà il  valore  di  . 

Avremmo  ottenuta  la  medesima  equazione  differenziando 
Q(£)  =  P  nella  supposizione  di  (J^)  costante. 

Se  gli  stessi  valori  x  =•  tz>  y  =  b  annulleranno  ancora  i 
coefficienti  di  (£),  come  pure  {~x)t  per  il  che  si  troverà  an- 
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nfi  ( a ) ,  nel  quale  facendo  x  =  a,  y  —  b,  avremo  per  determi- 
nare (^)  un'  equazione  del  terzo  grado  di  questa  forma 


N(£)J-hM(£rH-L(g)H-T  =  o,  dana  cui  risoluzione  di- 


Anche  questa  equazione  Y  avremmo  ottenuta  col  differen- 
ziare quella  del  secondo  grado  nella  supposizione  di  (jS')  co- 
stante . 

Si  vede  come  dovremmo  fare  se  y  =  b ,  x  =  a  annullasse 
ancora  i  coefficienti  di  quest'  ultima  equazione  ,  e  così  di  se- 
guito . 

Per  esempio  essendo      )  =  ?  ~2**>  si  cerca  il  di  lui  vaio. 

re  quando  x  —  y  —  o  .  Differenziando  (£y  —  ax)  (4p=ay  — 
2Òx,  si  ha  l'equazione 


§.  46".  CvOnoscendo  la  somma  S  di  una  serie  A  -f.  B  -fv 
C-fDn.ec,  nella  quale  i  termini  sono  funzione  della  varia- 
bile x ,  e  procedono  secondo  una  certa  legge ,  si  può  dedurne 
per  mezzo  del  Calcolo  Differenziale  un  numero  infinito  di  al- 
tre serie ,  le  cui  somme  siano  parimente  conosciute . 
Posta  infatti  1*  equazione 

(1)  S  =  A-*-BH-CH-DH-E-hec. 


-  «  <*)-*•(»*  - (g> = *(%)  -  * 


dalla  quale,  facendo  x  —y  —  oy  si  ricava 


III  DeZZ<z  Sof/WHa  delle  Serie  . 
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prendiamone  i  differenziali  primo,  secondo,  terzo  ec.  >  e  facen- 
done le  divisioni  per  dx ,  dxx ,  dx*  ec  ,  avremo 

f»)  •  •  •  •  -«-(£>-<-<*•' 

(3)       •  (£)  =  (£>H-(£)H.(£)  +  (£)H-ec. 

U>..-.(0)  =  (^)-t-(^)H-(0)^(^)^eo. 

ec.  ec  ec. 

Ora  i  secondi  membri  dell'equazioni  (2),  (3)  ec.  forma- 
no tante  nnove  serie,  le  cui  somme  espresse  da  (^?) ,  (11?)  ec-, 

saranno  conosciute  da  che  è  conosciuta  la  funzione  S. 

Anzi  per  mezzo  delle  suddette  equazioni,  moltiplicate,  an- 
che, se  sia  bisogno  j  per  qualche  funzione  cognita-  di  x  avanti 
o  dopo  la  differenziazione,  e  combinate  fra  di  loro  in  quella  ma- 
niera che  ci  piace ,  possiamo  trovare  moltissime  altre  serie ,  le  di 
cui  somme  siano  parimente  conosciute . 

Ma  rendiamo  tutto  questo  più  chiaro  per  mezzo  d' alcu- 
m  e>empj . 

I.  Si  sà  che  la  somma  della  serie 

a?* -t-*JH-tf-ì-  è  =  — _  : 

1  — * 

se  dunque  prendiamo  i  successivi  differenziali  di  quest'  equazio- 
ne ,  avremo 

(-~jr  =  1      a*  -f-  3**  •+  4*T  H-  ec, 
=  1      3*  H-  6x%  -h  io*3  -h  ec. 

=  1  H-  4*  H-  iox1  -4-  ao*1  -H  ec. 

ec.  ec. 

ed  i  secondi  membri  di  queste  equazioni  sono  serie,  le  coi  som- 
me sono  espresse  dai  respettivi  primi  membri . 

II.  Si  sa  che  la  progressione  geometrica 

x-±x  ~{~  x'  h-  x*  -h  or  -4-  .  .  .  .  h-  *"  ha  per  somma  ■  t  *  ■-—  : 
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dunque  differenziando  1'  equazione 

—fi—  —  x  H-     •+  *'  •+  **  H-  H-  *'  e  dividendola 

per  dx  y  avremo 


,  ,  M  »  -+>  I 
(»-+-!>*  —  nx  


II-*)* 
»  —  I 

nx 


+  (T=VF  —  1      2*~f-  3»"'  H-  4»1  H  H 


Di  qui  si  potranno  ricavare  le  somme  delle  potenze  dei  nu- 
meri naturali  :  imperocché  moltiplicando  quest'  ultima  equazione 
per  x ,  differenziandola  e  dividendola  per  .dx ,  avremo 


m  •+  I  «  -+  i 

—  ~"  fi  PI  X 

■   (i-jr)»  ~  IH-4*H-QX"h-' 


I  -4-  *  —  (  W  -4-  I  )'  /  4  ( .  .30»  -4-  2*  -  1  )  *"      1  —  »,  , 


«  —ci 

/IX 


Quest'  ultima  equazione  moltiplicata  per  .x  >  differenziata  te 
divisa  per  cfx,  ci  darà  la  somma  della  serie 

i      8x     a^jfV-H  64**  -+  •    •  .  •  H-  ji'jc 

e  così  di  seguito  . 

Facendo  ora  x  =  i  nelle  equazioni  sopra  trovate ,  avremo 
espresse  dai  primi  loro  membri  (  il  cui  valore  si  trova  con 
la  regola  del  §.  43  ) ,  le  somme  delle  prime ,  delle  seconde  ^ 
delle  terze  potenze  ec. ,  dei  numeri  naturali  1,2, 3*4,  n. 

§.  47.  III.  Supponiamo  ora  che  si  conosca  la  somma  S  di 
una  serie  qualunque  di  questa  forma 

S  =  a  -4.  bx  h-  ex*  -f.  exì  -{~fx*  -f.  hx'  h-  ec. 

e  cerchiamo  per  mezzo  degli  artifizi  sopra  esposti  la  somma  di 
un'  altra  serie  qualunque ,  ma  della  forma 

Aa  -f.  Bòa:  H-  Ccx*  H-  Eex1  h-  F/*4  H-  H/bc*  -f.  ec. > 

nella  quale  A  ,  B  ,  C  ,  E  >  F  ,  H  ec.,  compongano  una  serie  che 
conduca  alle  differenze  costanti  (  Tom.  I  §  6  ).  Prendendo  suo» 
cessi vamente  i  differenziali  di  quel!'  equazione 
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S  =  a         -h  ex*  -+  ex1  h-  fx*  -h  7ixy  h-  ec. ,  avremo 
(jg  )  =   b  H-  acx  H-  3e.x5      4/V  -4  ce 

(  *11  )  =  2C  -h  6ex  h-  1 2/x*     ao/ix1  -4  ce. 

(     ")  =  6e  4  a-tf*     óo/ix1  — t-  ec 

(  £?  )  =  a4/  «4- 1  soft*  h-  ec. 

ec.  ec 

Moltiplichiamo  la  prima  di  queste  equazioni  per  »;  la 

conda  per  paci  la  terza  per        la  quarta  per       la  quinta  per 
;  e  così  di  seguito  ;  sommiamo  tutte  queste  equazioni  insie- 
me ed  avremo  (  s' avverta  che  a  ,  0  ,  y  ec. ,  sono  coefficienti  co- 
stanti da  determinarsi  ) 

«S4^(-)4T (^)  H-  ec.= 

*  «a  -f-  («6  -+ 136) x      (*c  H-  ape -4  yc) H-  («e  H-  30e  -H 

3ye  -4  Je  )  xJ  H-  ec. 

Ora  paragonando  il  secondo  membro-  di  quest'  ultima  equa- 
zione con  la  serie  da  sommarsi 

Aa  h-  Bóx  h-  Ccx*     Eex\-4-  F/x4  -4  ec 
eguagliandoli  cioè  fra  loro,  avremo 
a  =  A 

(3  =  B— *  =  B  — A 
y  =  C  —  20—  «  =  C  —  2B4A 
*  =  D  —  3?  —  30  —  »  ==  D  —  3G      3B  —  A 
ec  ec.  ec 

Dunque  indicando  per  Z  la  ricercata  somma ,  sarà 
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Z  =  AS  ^II=^(*)^L£=*±*ìf:(*!}   

1.2.3  ^d*1' 

Ovvero  indicando  le  differenze  successive  della  serie  A  , 
B  ,  C  ,  D  ,  E  ,  F  ce. ,  secondo  che  si  costuma  nel  Calcolo  delle 
Differenze  Finite ,  sarà 

Questa  espressione  di  Z  è  composta  dì  un  numero  finito  di 
termini ,  quando  la  serie  A  ,  B ,  C  ,  E  ec. ,  conduce  come  abbia- 
mo supposto  alle  differenze  costanti . 

Indicando  per  e  il  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  Y  u- 
nith,  noi  sappiamo  essere 

e  =ih-'h-- — h  — *  1  h  ec. 

c        ^  1  ^  1 .  »     1 .2 .3  1.2.3.4 

dunque  la  somma  di  una  serie  di  questa  forma 

Sia  ora  la  serie  da  sommarsi 

a        ,|. lo**  -1.        -i.   g6*4     |     3**'     -|-  ec.  1 
1  ^i.a       1.2.3      1.2.3.4  i.a.3-4«5 

sarà  dunque 

A   ,   B   ,   C   ,   E   ,   F   ,  ec. 

=  2  ,    5    »    10   »  «7  »  26  »  ec- 

AA  =  3   »    5    »    7   >   9  »  «e- 

A'A  =  3,2,2,  ec 

A'A  =  0,0,  ce. 
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e  perciò 

11.»  ^1 .2.3  ^1.1.3.4  v  » 

?f!)  =  e*  (ih-x)(2h-^)- 

Se  poi  la  serie  A ,  B  ,  C  ,  E  ec. ,  non  conduce  a  dineten-  • 
ze  costanti)  la  somma  Z  viene  allora  espressa  [ter  uua  serie  in- 
finita ,  la  quale  può  talvolta  essere  più  convergente  della  propo- 
sta, ed  in  conseguenza  più  comoda  a  maneggiarsi.  Per  ulterio- 
ri dettagli  rimandiamo  i  nostri  Leggitori  al  Cap.  IL  Par.  II.  del 
Calcolo  Differenziale  del  Sig.  Enler. 

§.  48.  Se  noi  rappresentiamo  gli  indici  di  una  serie 

per  1,  2,  3»  4i  ••*••{*— 1)1  a?»  («H-i  )».-... 
e  i  termini  corrispondenti 

per  f>(i),  p(a)>  0(3),  p (4),. .. 1),         ^>(*H-i ),-•• 

abbiamo  sempre  fra  due  termini  consecutivi  p(x —  1),  <p(x) 
della  serie ,  qualunque  sia  d' altr'  onde  la  legge  della  di  lei  for- 
mazione >  la  relazione  dataci  dal  Teorema  di  Tajlor  :  se  infatti 
facciamo  ó  ==  —  1  nella  formula  di  questo  Teorema  (  §.  5  ) , 
avremo 

(a)  .  .  .  .  f,(x-i)  =  ^(a?)-(^)-t-^(£?)-^X 
(£)-Hec. 

Indichiamo  per  Sp(x)  la  somma  dei  termini 

*(i)h-P(*)h-P(3)h-  —  e 

sarà  (  Tom.  I.  §.  aa  )  Sp(x)  =  *>(*) . 

Ora  prendiamo  l'integrale  finito  dell'equazione  (a)  ed  a- 
vremo  (  Tom.  I.  §.  1  a  )  quest'  altra  equazione  , 

Sp(x-  i)==CH-Sf(*)'~2(*)H.i..2(«?)-jijX 
2(0) -H  ec,  che  sommata  con  («)>  ci  dà 
7o;h.  //.  O 
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■ 

-  *(*)-  (2>*i  (£>-4  (0)-ec- 

che  si  riduce  a 

Sp(«_i)  =  C-|.Sp(«)-S(S)-H.i8(^)-iS(£r)*«x:. 

ora  essendo  Sp (x  —  i  )~i-p {x)  =  Sp(x),  s'  avrà 
Sf(«)-f(ar)=CH.SPC«)-S(g).H-iS(2?)-ec. 
dalla  quale 

S(g)-C^P(*)^S(g)-4S(£)  +  eo. 

Se  adunque  saranno  cognite  le  somme  corrispondenti  ai  ter- 
mini generali  (JjS) ,  (^?)  ce. ,  ricaveremo,  da  questa  formula  la 
somma  della  serie  il  cui  termine  generale  è  {£). 

La  costante  G  deve  determinarsi  in  modo  che  la  somma 
S(-)  sia  nulla  quando  x=o. 

Supponiamo  per  esempio  <p(x)  =  x      ,  ed  avremo 

(g)  =  (»H-  i)**5  (0)  =  »C"-i-,)*,,",i 

i)a?"~3  ec.,  quindi 
S/  =  _c_+_!_*      ^TS*  —  Sx 

^Oiizlì  Sa?""  3  —  ec. 

2.3-4 

Ora  determinando  la  costante  in  maniera  che  il  termine  som- 
matorie) sia  nullo  quando  x  =  o ,  avremo  C  =  o.  Per  mezzo 
della  formula 

Sa"  =        x°  + 1  h-  i Sx" - '  -  "-^ Sx'" 9  h-  ec 

J  m-  i  a  *  •  3 
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potremo  trovare  la  somma  delle  potenze  data  per  le  som- 

me delle  potenze  inferiori . 

Sia  n  =  o  ;  Sx°  =  x 

72  =  i;  Sx'  =  J-x*  -H  i-Sx°=  -x*  h-  -a? 


72 

n 


=  3;  Sx*  =  —  x3     Sx  - Sx°  —  i-x^-Lx*  -4-  ~x 

3  3  3  3.6 

=  3;  Sx*  =  —  x*-H J-  Sx*  —  Sx-H -1-S*  =>T^H-|xJ^ 

i-x' 

ec.  _  ec. 
§.  49.  La  formula 

f(x)  =  f(o)H.«(*)M.£(g)H.£(g)H.«. 

data  al  §.  36  per  sviluppare  una  qualunque  funzione  in  serie  or- 
dinata per  le  potenze  di  x ,  ci  somministra  il  mezzo  d'avere  la 
somma  di  una  serie  qualunque  data  per  le  somme  delle  potenze 
della  variabile  x .  Prendendo  infatti  l' integrale  finito  di  questa  • 
formula  )  s  avrà 

2$W  =  Ch.^(o ) 2*° -k g ) 2* h- £! cc- 

che  sommato  con  la  formula  medesima ,  diviene 
ovvero 

S4>(x)  =  CM-?>(o)Sx*H-(£)SxH-^(^)Sx,H-ec.; 

i  valori  poi  di  Sx° ,  Sx' ,  Sx1  ec, ,  gli  abbiamo  trovati  al  §.  ante- 
cedente .  • 

Avvertiamo  che  G  deve  determinarsi  in  modo  che  sia  Sp(x) 
=  0  quando  x  =  o,  e  rammentiamo  di  più  che,  a  differenzia- 
zioni eseguite ,  dobbiamo  fare  x  =  o  nei  coefficienti  differenzia- 
li di  questa  formula . 
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IV.  Uso  del  Calcolo  Differenziale  per  esprimere 
le  differenze  e  le  somme ,  o  integrali  finiti  delle  funzioni . 

—  §  50.  Jl  Calcolo  delle  Differenze  Finite  tutto  considera 
T  aumento  che  riceve  una  funzione  p  (  x  )  allorché  x  diventa 
x  -f.  w ,  ed  il  Calcolo  Differenziale  considera  i  diversi  termini 
che  compongono  qnest'  aumento  sviluppato  in  serie  ordinata  per 
le  potenze  di  w  ;  vi  saranno  adunque  delle  relazioni  tra  questi 
termini  componenti  e  le  quantità  che  ne  sono  composte,  cioè 
tra  i  differenziali  e  le  differenze,  e  si  concepisce  ché  potranno 
le  differenze  finite  esprimersi  per  mezzo  dei  differenziali,  ed  a- 
versi  delle  equazioni  che  diano  i  rapporti  fra  questi  e  quelle-. 
Ci  hisogna  però  fino  di  qui  avvertire  che  per  Sp(a;)  dx  si  rap- 
presenta quella  funzione  di  x ,  la  quale  differenziata  una  volta 
ci  dà  <p(x)  dx ,  e  questa  funzione  chiamasi  Integrale  Primo 

0  del  Primo  Ordine  della  funzione  <f>(x)dx;  che  per  S'<p(x). 
dx'  si  rappresenta  quella  funzione  ,  la  quale  differenziata  due 
volte  ci  dà  p(x).dx\  e  chiamasi  Integrale  Secondo  0  del 
Secondo  Ordine  >  e  così  di  seguito .  . 

Ciò  premesso  sia  y=»(p(x),  e  facendo  crescere  x  della 
quantità  00 ,  avremo  -y-t-Ay  =  P(#H-w), 

Ay  =  p(jc-f-u>)  —  p{x)t  e  quindi  per  mezzo  del  Teorema 
di  Tajlor 

(,)....  A,  =  <o (4) h-  £b<SH-.-T«<£)H-eo-: 

questa  formula  ci  dà  la  differenza  prima  finita  di  y  espressa  per 

1  differenziali . 

Preudiamo  la  differenza  finita  di  quest*  equazione  ,  ed  a- 
vremo 

A>  =  «A (g)  ■+  t  A (£) ■+  &  A (£)  -*  «=  > 

ora  facendo  nell'  equazione  (  1  )  successivamente 
,  (jp)  ec ,  invece  di  y ,  si  ha 

«A(£)  =  «'(£)^(£)-4-ec. 
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ec,  ec. 
Quindi  T  espressione  di  AV  avrà  la  forma  seguente 

essendo  a  ,  a'  coefficienti  numerici . 

Prendendo  ora  la  differenza  finita  di  quest'  ultima  equazio- 
ne ,  avremo 

e  quindi 

A,jr  =  «,(g)-+&»*(g)H.ea. 

Geueralmetite  seguendo  lo  stesso  metodo ,  troveremo 


-4-  ec. 


essendo  A  ,  A.'  ce. ,  coefficienti  numerici ,  indipendenti  da  y  e  da 
w  :  essi  adunque  avranno  Io  stesso  valóre ,  qualunque  funzione 
sia  y  di  x . 

Per  determinarli  >  facciamo  y=-c  essendo  e  il  numero  il 
cui  logaritmo  iperbolico  è  T  unità  :  avremo  allora  y  =  e*; 


A>  =  e      — e  =e  (e  —  i);  &  y  =  e  (e  —  i)  ; 

AJ^  =  e  (e  —  i  )'  ec;  A>  =  e  (e  —  i)  .  Sostituiti  questi 
valori ,  T  equazione  (  a  )  diventerà 

(e  —  i  )  =  w  -4-  h w       h-  ec. 

e  perciò  i  coefficienti  Ti ,  V.  ec. ,  saranno  quei  che  nascono  dal- 
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lo  sviluppo  della  quantità  (e*  —  i)":  avremo  adunque 

purché  nello  sviluppo  del  secondo  membro  si  mutino  le  poten- 
za (^)r,  in  differenziali  (g)  del  medesimo  ordine. 
Sarà  per  tanto  in  questa  supposizione 

•    (  u(£)  Y 

(3)  .  .  .  .  ày  =  \e  —iJ 

Sviluppiamo  ora  in  serie  la  quantità  (e  —  i )  . 
Siccome  e  =  i  H-  W4  7  H-  ^      ce.,  così  avremo 

(eu  -  .)*  =  («-(-  -  H-^H-  «e.  )  =  H  (  ,  h.7h-_  . 

Supponiamo  adunque 

(eu_  1  )"  =  u"(  1  Au h-Bw^CV  H-  ec  )";  prendendo  i  lo- 
garitmi da  una  parte  e  dall'  altra  e  differenziando ,  s*  avrà 


1  ^         a   sBu  -4-      -+  ce.    .  ora 


nt-±  = 

e  —I 


1  -h  A«  H-  B«*  H-  Cw'  ec. 


w  —  M  «4»     _«»  w 


f  -,  "-7^2.3     3.3  4 

dunque  sostituendo  questo  valore ,  moltiplicando  in  croce  e  ri- 
ducendo,  avremo 

nt±_  _  JL   ec.)  (  1  h-  Aw  -+  Bw4     Cw»  -h  ec.  )  = 

2.3      a. 3-4  y  v 

f ,  —  i     —  —  •+  cc)(A-i-aBwH- 3Gw% -+  ec  ) 

*  2       2.3      »-3-4  ,K 

cioè  a  dire 
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A  l  A     4  /  «  TI  A 


^     va       2.3'  v  a       2.3       2.3.4  v»  2.3 

1  1 — )»?  h-  ec.  =  Ah- (2B  — w     (3C  — 

1-4       2.3-4-5y  v  2 


2.3. 

^.Aw^-UD  — 3--H-~  A-K  H-ec., 

2  ^a.3'  v  a       2  3       -i  3  4' 

e  paragonando  i  termini  y  sarà 

A  =  A 
a 

2  2.3 
ò  2  2.3  ^2.3.4 

4D  =         e  —  LiL±»>  B  — — ■  A  — 


2  2.3,  2.3.4  2. 3. 4-5 

ec.  co- 
Questi  valori  di  A  ,  B  ,  C  ec  y  sono-  i  valori.  del  coefficienti  A, 
h'yh"  ec. ,  della  equazione  (2)'. 

§  51.  Per  quanto  il  metodo  impiegato  per  trovare  i  coef- 
ficienti h  yh' ,  K'  ec. ,  sia  elegante  ,  pure  esso  non  è  dirotto  ,  e 
lascia  sempre  desiderare  una  determinazione  di  quei  coefficien- 
ti semplice  ed  indipendente  dalla  riflessione  fatta  al  §.  antece- 
dente ,  la  quale  ci  ha  mostrato ,  che  i  medesimi  erano  quelli  del- 
lo sviluppo  di  (  e  —  1 

Crediamo  per  questo  far"  cosa  grata  ai  nostri  Leggitori  dan- 
do l'oro  un  altro  metodo  diretto,  dedotto  dal  Calcolo  delle  Dif- 
ferenze finite  :  si  vedrà  sempre  più  come  questi  due  Calcoli 
s'  ajutino  a  vicenda  . 

I  coefficienti  h,h' ,  h"  ec. ,  sono  altrettante  funzioni  di  n 

che  noi  indicheremo  per  ,  h ^  ,  li  ^  ec. ,  e  che  ci  proponia- 
mo di  determinare .  Ciò  premesso  scriviamo  n  -f-  i  invece  di  n , 
nel!'  equazione  (  a  ) ,  ed  avremo 
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.1,-4-1  sd""*^  \  «  +  *ff_^y\    .  7/ 


Ma  prendendo  la  differenza  finita  dell*  equazione  (  a") ,  abbiamo 


ove  facendo  in  virtù  dell'  equazione  (  i  ) 
ec. 

avremo 

Paragonando  ora  fra  di  loro  le  due  espressioni  ottenute  per 
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A*"*"  Vi  avremo  per  determinare  (pei  coefficienti 

h'         =  -irh' 
tt-¥l        33        »    "  * 

7i"        =  — 1 —  -4-  «nr^  — H  ~h'  -h  li 
*■+ 1        2.3.4       a-3   *       »     •  « 

A"'       =  h-  — &  H*  —  A'  -+         H~  h'" 

•  h-i      a. 3. 4-5      2-3-4  »      2.3   «      a     •  « 

ec  ec. 

delle  quali  è  chiara  la  legge .  Integrando  adunque  questa  equa- 
zioni ,  si  troverà 

h    =  -2l 
„        a  a 

ce  ec. 

Sarebbe  facile  vedere  come  queste  espressioni  sono  le  stesse  che 
quelle  trovate  al  §.  antecedente . 

§.  52.  Essendo  (?(x-i-wO  =  ?>(*)H-w(^)H-^(^)-Heci 

avremo  prendendo  Y  integrale  finito 

^>(*-h«)  =  2^(*)H-«2(g)H-^2(g)H-ea; 

ma  2p(.vH-  w)  =  2?) (a?)  H-  <?>(a>)  (  Tom.  I.  §.  22.  )  ;  dunque 
^(*)  =  «2(2)-f-^2(g)-l-ec. 

Se  ora  facciamo  (£)==E(ae)  ==  sarà  (  £  )  cfc  =  j«Z*  ? 
/(  )  d#  =  /ycZx  i  9  (  a?  )  =  fydx  j  e  quindi  1'  ultima  equazione 
ci  darà 

Tom.  IL  V 
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Sr=/?-t2(2)-£2<£>-* 

Adesso  ricaviamo  successivamente  da  quest'  equazione  i  valori 
di  2(0)  ec,  ed  avremo  per  2j!  un'espressione  di  quo- 

sta  forma 

2y  H-  «y  H-  a'w  (  g  )  « V  (  g  )  H-  co. 

essendo  a ,  a' ,  a"  coefficienti  numerici .  Prendendo  T  integrale: 
finito  di  questa  formula  >  si  ha 

2>  -  2/^  -j-  «2^  -+  a'u)2  ( %)  -t- aV2  (£?)     ec. , 
nella  quale  ponendo  per  2/"^  il  suo  valore  (  che  ottiensi  dall* 

equazione  2>  =       H»  ec.  col  mettere  fy~  in  vece  di     ,  e 

che  è 

2'££  a> -i- a'w ( g )      ec.  )  ed  egualmente 

i  valori  di  2jy>2(^)  ec. ,  avremo  per  2*^  un*  espressione  di 
questa  forma 

^y=Czp  h-  b^^b'y  -f-  &"«  (  £  )  H-  5"  V  ( )  H-  ec. 

Seguitando  lo  stesso  metodo ,  vedremo  che  generalmente  2  y 
sarà  della  forma 

+   ±Kf—l±  ì-ec. 

H.J»jrH-«'w(g)-f-«V(g)H-eo.  (4): 

i  coefficienti  hyU,K'  ec,  m ,  to'  ec.  ,  sono  funzioni  di  n  in- 
dipendenti affatto  da  x ,  le  quali  si  possono  determinare  diret- 
tamente per  il  metodo  che  ho  dato  al  §.  antecedente  :  non  o- 
stante  cercheremo  il  valore  di  questi  coefficienti  per  mezzo  di 
qncllo  usato  al  §  50,  poiché  se  è  meno  diretto,  è  però  più  e- 
legantc  per  i  risultati . 
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Facciamo  y  =  e* t  ed  avremo  e  =ty  =  (^)  =  (0)  ^ 
(0)  =  ec.  =  fydx  —pydx'  =  ec.  ;  così  troveremo 

2v  =  - — ,  2>  =  - —  2y  =  — * —  ,  ec.  ce.  2    =  . . . . 


e 


dnnque  facendo  le  opportune  sostituzioni  uell*  equazione  (  4  )  a 
troveremo 

~—n  —        -~  H-  ~-H-cc.-{.»zH.m'«H.jnVH.ec.) 

e  perciò 

— V-  H*  7i y — —      ec.     my     m'u      )  h-  ce.  =  . . .  . 
i 


pnrchè  nello  sviluppo  del  secondo  membro  di  quest*  equazion»  > 
si  murino  gli  esponenti  delle  potenze  di  (&)  in  ordini  dei  dif- 
ferenziali,  si  scriva  cioè         invece  di  (^)r;  e  le  differenze 
d'  indice  negativo  si  cangino  in  integrali ,  cioè  si  scriva  f  ydx 
invece  di  (       )  ;  con  queste  condizioni ,  avremo 

I  coefficienti  poi  A  »  A'  ec.  >  s'  avranno  dalle  equazioni  del 
§.  50  ,  facendovi  n  =  —  «  • 

§.  53.  Le  dne  equazioni  (3)  e  (5)  degli  antecedenti  §§• 
possono  essere  rappreseutate  dalla  seguente  soltanto 
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={e        -  >)  (6), 

purché  nei  due  membri  di  quest'equazione  s'applichino  alle  ca- 
ratteristiche A  e  d  gli  esponenti  di  Ay  e  di  dy ,  e  si  mutino 
le  differenze  d*  esponente  negativo  in  integrali ,  cioè  si  scriva 

2  ^  invece  di  A    y  t  e  J  ydx    invece  di  — . 

Ora  quest'  ultima  equazione  (  6  )  essendo  vera  per  n  posi- 
tiva e  per  n  negativa,  è  evidente  che  una  funzione  qualunque 
di  Ay  (  nella  quale  però  non  entrino  potenze  frazionarie  di 

.  •<£> 

A.y  )  sarà  eguale  ad  una  simil  funzione  di  e  —  i  »  purché 
nello  sviluppo  delle  due  funzioni  s'  applichino  alle  caratteristi- 
che A  e  d  gli  esponenti  di  A>  e  c£y ,  e  si  mutino  le  differen- 
ze d'  esponente  negativo  in  integrali .  Per  esempio  ricaviamo  da 
quell'equazione  (6) 

ì  H-  A^  =  e  ,  e  quindi  prendendone  i  logaritmi ,  s'  avrà 
l\i  h-  ày)  =  w(£)»  equazione  che  elevata  alla  potenza  n"m*  y 

ci  dà 

{Z(  i -4- A.y  )}"  =  «"(*)".*  dunque  quando  n  è  positiva,  si  ha 

c  quando  tì  è  negativa  =  —  jh 

 .  J   (8) 

queste  formule  (7)  e  (8)  ci  esprimono  i  differenziali  e  gli  in- 
tegrali delle  funzioni  per  mezzo  delle  differenze  e  degli  inte- 
grali riniti  delle  medesime .  Infatti  la  formula  (  7  )  ci  da 
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la  quale,  incendo  n  negativo,  e  cambiando  le  dirfeFenze  nega- 
tive in  Integrali ,  rappresenterà  lo  sviluppo  di  cne  e  da- 

to  dalla  formula  (8) . 

Iter  aver  poi  i  coefficienti        h' ^  li' u  ec,  potremmo  fare 

uso  del  metodo  dato  alla  fine  del  §.  50  >  ma  crediamo  meglio 
adoprare  l'altro  esposto  al  §.  51. 
Per  questo  facciamo 

{/(  1  -+«)}"  ==  w*(  1  H.iguH.Ay  -i- h"y-h  k"'Htf  H-  ce.  ) 

*  ■ 

e  ponendo  n  h-  1  invece  di  n ,  avremo 
w'  -+  ec.  )  :  ma 

{Z(  .H.»)}"  +  '=  {*<  IH-<0)}"Z(  14»)=  {!(  IH-*»)}" 
.      (-u  —  ^-H-  — ec.  )  =  u""1''(H-^  «  -+•  A'  u'  -t-  h"  <*' 

v  2  3  x  »  »  » 

ec.  )  (  1  -  f  h-  ?  -  ec.  )  =  «'  *  '  { .  -+( *  — 

dunque  paragonando  le  due  espressioni  ottenute  per  {Z  (  1  H- 
oc  )  [       ,  avremo 

/*'  =- JL2(/* 

/;  2       v    «  3 


l 
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ce.  ce. 
Se  facciamo  ;z  negativo,  queste  equazioni  daranno  allora  i 
coefficienti  dello  sviluppo  di  — — 1  . 

Questo  metodo  servirebbe  anche  per  sviluppare  in  serie  or- 
dinata per  le  potenze  di  x  Y  espressione  

^-KV^^'frc.r  che  n01  ^a010  sviluppata  con  altro 

mezzo  al  §.  (  38  ) . 

§.  54.  Le  formule  (3) ,  (5)  ,  (7)  ,  (8)  sono  state  date  la 
prima  volta  dal  Celebre  La -Grange  negli  Atti  di  Berlino  1772. 
Noi  abbiamo  seguita  J'  esposizione  che  di  queste  ne  ha  data  il 
Professore  Paoli ,  avendovi  aggiunto  il  metodo  diretto  per  de- 
terminarne i  coefficienti . 

Il  Geometra  La -Place  ha  trovate  (  Atti  di  Parigi  1779  ) 
altre  formule  per  esprimere  le  differenze  e  gl' integrali  della  fun- 
zione m'y ,  ove  mh  costante:  ma  queste  nuove  formule  sono 
corollar;  di  quelle  dell'  Italiano  Geometra ,  come  ora  vedremo  : 
abbiamo  dimostrato  al  §.  50. 

(;®-,r. 

Ora  facendo  y  =  m'z  (  scrivo  z  per  non  far  confusione  ) 
avremo  differenziando  e  dividendo  per  dx 

(£)  =  m'zlm  -+  ■•(£)  =  m"  -+(£)} 
(^)==«  (*(to),-H«(£)fa-Kg))  =  «,(faH.(4))' 
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=  7»"(Zoth-  (^'))"«  P»Tcb&  nello  sviluppo  si  barattino  le 
potenze  in  differenze,  secondo  ciò  che  è  detto  sopra;  sarà  dunque 
A  Vs  =  7K* [ co" (Zza H- ( £)) " -4- 7ìcow '  (Z^^fg))"'"  H* 

EV^H-C^))^^  ]  = 

,r  w(/*-f(£>)      r      «/  „  \. 

772   Le    IJ  =OT  .e    1^ 

e  questa  è  la  formula  data  da  La -Place. 
Nella  stessa  guisa  dalla  formula 

2%  =   A — —  si  potrà  dedurre  V  altra  formula  data  da 

(■<*>- 

quel  Geometra 


2*ttz*z  =  ~  —  ;  come  pure  dalle  formule  (7)  ,  (8), 

potranno  dedursene  delle  altre  simili  per  la  funzione  m*z. 

Noi  rimandiamo  i  nostri  Leggitori  alla  sopra  citata  Memo- 
ria» quando  bramino  di  vedere  estese  queste  formule  alle  fu»-» 
zioni  a  più  variabili . 
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Continuazione  dello  stesso  Soggetto 


V.  R  isoluzione  delle  Frazioni . 

§•  55-  IJER  quanto  la  risoluzione  delle  finzioni  compo- 
JL    ste  nelle  loro  frazioni  semplici,  appartenga  ali* 
introduzione  all'  Analisi  Sublime ,  pure  ne  faremo  qui  un  cen- 
no, giacché  il  Calcolo  Differenziale  somministra  un  semplicissi- 
mo metodo  per  ottenerla . 

Sia  —  una  vera  frazione ,  tale  cioè  che  le  dimensioni  di  x 

nel  denominatore  siano  maggiori  di  quelle  del  numeratore ,  e 
proponiamoci  di  risolverla  nelle  sue  frazioni  componenti .  Sup- 
poniamo che  per  mezzo  della  risoluzione  dell'equazione  Q  =  o 
giìi  si  sappiano  i  fattori  di  Q .  In  virtù  delle  radici  reali  e  di- 
suguali ,  Q  avrà  dei  fattori  di  questa  forma  a  — J-  hx  ;  in  virtù 
delle  radici  reali  ed  canali,  Q  avrà  dei  fattori  di  questa  forma 
(a-\-bx)m\  in  virtù  delle  radici  immaginarie  e  disegnali,  Q  a- 
vrà  dei  fattori  trinomiali  di  questa  forma  d'  -4-  zabxcosp  h- 
b%  x''  ;  in  virtù  inliue  delle  radici  immaginarie  ed  eguali,  Q  a- 
vrii  dei  fattoli  trinomiali  di  questa  forma  (  a1  «h-  zabx  cos  p  «-+■ 
V  x'  y . 

Consideriamo  qne«ti  quattro  casi  separatamente . 
I.  Sia  (x)  =r.  (a  h-  bx)  S;  poniamo 

r -  ( ,"vWs  =  Ca-iu)  -+  I  '  c  «Scendo  al  medesimo  deno- 
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minatore  avremo  V  equazione  _i-  =  *^l±f^,  dalla 

quale  ricaveremo  R  =^~|:oraR  è  una  funzione  intiera  di  x; 

dunque  P  —  AS  deve  essere  divisibile  per  a-hbx:  dunque  an- 
bx  deve  essere  un  fattore  di  P  — AS;  dunque  P  —  AS  de- 
ve divenire  nullo  quando  £*<-+•  òx=o  ,  ovvero  quando  x  -= 

—  j.  Sarà  pertanto  A  ==  -|,  purché  si  faccia  nel  secondo  mem* 

bro  x  =  —  4- 

Ma  impiegando  il  Calcolo  .Differenziale  in  questa  ricerca, 
moltiplichiamo  tanto  il  numeratore  che  il  denominatore  del  va- 
lore di  A  per  a ^  bx>  Cù. avremo  A  ^.J^t*^ 

purché  si  faccia  x  =  —  y  ;  ora  in  questa  supposizione  il  valo- 
re di  A  diviene  j-i  dunque  perciò  che  è  detto  sopra  {  §.  42  ), 
avremo 

A  =  (<iH^»):(£),  ovvero 

A  =  -—  =  -~-  >  purché  a  differenziazione  «segui- 


(5)  -iS) 


ta  si  faccia    =  —  ~  . 


Per  esempio,  data  la  frazione  ~  ,  cerchiamo  la  fra- 


1  —  4*  -+  3* 


zione  semplice  che  nasce  da  1  — oc  fattore  del  denominatore. 
Facendo  il  paragone  con  la  formula  generale  ,  avremo  a  =  1  , 

b  =  —  1 ,  V  =  xMì  Q=  i  —  4ot'h-  3/ ,  e  ( & )  =  —  4cx' ~ 1  -+ 


»  —  I 


;  dunque  A  =  — ~ — —  ,  purché  si  faccia 

Tom.  IL  0 


« 
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«  =-.  i  ;  dunque  A  =  j-^;  •  Perciò  la  frazione  corrispondente 

al  fattore  i  sarà  = 

Per  farne  un  altro  esempio,  proponiamoci  di  decomporre  la 
fraziono  — 77;  "^  !'>r,T?  nelli3  tlc  fratoni*  semplici 

g      ,  C 

Per  determinare  A,  avremo  a  =  2,  6=1,  F=rn-a;!'>. 
Q  =  3  -htf  —  ax  —  kvJ ,  e  (£?)  =  1  —  4*  —  3^  ;  dunque- 

A  =  L±lL_  =  —  A,  perchè  oc  —  —  a..  A  riguaido  di  B,  si 

1-4* -3**  3 

ha  a  =  1 ,  &  =  1  ,.  P  =  I-.H?-»*  v  Q  =  2  -hx  —  2xz  —  *'  ;  dun- 

<iue  B  =  — =  —  =  1  ,  poiché  x  —  —  1  j  così  avremo. 
1  1-4*  —  3*  a 

C  =  — ~  =  —    :  donane  sarà 
1  —  4*  —  3*  3 

1  -+-*»     5       .     1  t 


lJ4»)(i+»Hi-*J  3(3-»**)  3(1—*) 

II.  Sia  Q  =  (a  -^bx)*S,.  e  poniamo 
Z  =  ?  =  — A- —  -4  - —  -4-  *  :  ri  (Incendo  al  mede- 

simo  denominatore  ,  avremo  1'  equazione 

_*  =  ÒLtIil±È^IJ±M£±È!^J  dalia  quale  si  ricava  P 

=  AS     B(a-j-o:c)S  -t-  R(aH-         ed  in  conseguenza  R  = 

P~  AS-B 

Ora  dovendo  essere  R  una  funziono  intiera,  c  necessario 
clic  P  —  AS  —  B(u  h-  bxYi  ovvero 

—  —  A  —  B(aH-£tf)>  (  poiché  S  non  contiene  il  fattore  a  -j- 
)  sia  divisibile  per  (a-t-oa;)*  ;  dunque 
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-•  * 

JL  —  A  —  B(a  -4-  bx) ,  ed  il  suo  differenziale 

A     B  (  a  h-      )  >  dovranno  annullarsi  quando  a  5» 
=  o  ,  ovvero  quando  x  =  —  . 

Questa  riflessione  ci  dà  le  due  equazioni      —  A  ^=  o  » 

,  p 

( "s"  ^  ...  p 

-j^-J  -—  B£  =      dalle  quali  si  ricava  A  =  —  |B  =  ..,... 

d  - 

yC^J")  facendovi  pero  *  =  — 

In  generale  essendo  Q  =-(a~{*£ar)*S(  poniamo 
p  p 


A'-')  R 

c  per  lo  stesso  ragionamento  troveremo  quest*  equazione 
P  =  AS  H-  A'S  (-a  h-  &c  )  H-  A"S  (  a-fi*)1  H-  v 

A (  "  ~  1 }     a  -+  hx  ) m  ~ 1     B.  (  a  h-  h  x  f , 

dalla  quale  si  ricava 

R  =  p -  AS - ^s(£-^>*l- c  dovendo  essere  R  una  funzio- 
ce  iutiera,  ed  S  non  contenendo  il  fattore  (a«4«  hx) ,  la  quantità 
~  —  A  —  A'(a  h-  Òx)  —  A"(a H- —  \  — 

A  (a-i-fo) 

sarà  divisibile  per  (  a  -4-  bx)  ,  ed  in  conseguenza  essa  e  le  sue 
differenziali  fino  all'ordine  m —  I  inclusive,  saranno  nulle  quan- 
do vi  si  ù.  a  bx  =  o,  ovvero  x  =  —  avremo  adunque 
queste  77z  equazioni 
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L  _  A  =  o  >  (  ti )  -  bK  «  o  .  (  d_J_f  )  _  2b . A. 

dalle  quali  si  ricavano  i  ricercati  valori,  di  A  >  A' ,  A"  ec. ,  e 
si  ha 


ec.  ec. 


Per  esempio sia.  proposta  1&  frazione  — -  ,  e  si  cer- 

chino  le  frazioni  corrispondenti  al  fattore  (  2.4  x)* . 

Rappresentate  oneste  frazioni  per.  — A  r.  _A— ,  avremo» 

a  =  2,  6=1,  P  =  x% >.S=  L-hx,  e 

4  -        j  -**— 

=  =  dunque- facendo- *  =  -a,  A 

„       __.    jr*     __  --4  _.    .      £    2r -+    .  Ufi 

S         l  -+  x  1  *  r  (  V-+-*  ]7  v  *" 

U  sari  la  frazione  che  corrisponde  al  fattore  (  2  h-  x)*  »  cioò 
 4  

(  24*)»  * 

Cercando  poi  la  frazione  che  corrisponde  al  fattore  scal- 
pi ce  1  H-  x ,  si  troverà        ,  ed  avremo  in  conseguenza  .... 
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=  _J  4 


(  IH-  *  )  (  3  -t-  *  )»         I-4-JC  (»-+*)*' 

~~     .  §  5^  Veniamo  adesso  agli  altri  due  casi  nei  quali  Q  ha 
dei.  fatiori.  trinomiali . 
Ili  Sia  Q  =  (  a1     2aòx  cos  p  -|-  o  V  )  S    e  poniamo 

—  =  A-h  A'r  R 

riducendo  allo  stesso  denominatore  ,  e  togliendo:  quindi  il  deno- 
minatore comune ,  avremo. 

F=  ASH-  A'Sx-h'R(a*  -h2abxcosp-i.btx1yi  e  perciò 

=s' ZT^fccT* * '  ora  R  deve  essere  una  funzione  intie- 
ra; dunque  P  —  AS  —  A'S*.  SarK  divisibile  per  V-|- aa&c cosa 
ÒV;  dunque  sarà  P  —  AS  —  A'Sx  =  o,.  quando  a1  -f. 
vabx.cos  p      ó'*:  =  o  .  Prendendo  il  valore  di  a:  =  — 

£(co*p=fcV(  —  O- sen<p)  da-  quest'  ultima  equazione  ,  e  sup- 
ponendo che  P  in  virtù  di  una  tal  sostituzione  divenga  P'=t 

PV(— i)ì  e  che  S  divenga  S'h-S" ✓  (  —  i),  avremo  le  c- 

quazioni 

F-i-FV(  -  i  ) (S"h.  SV(  -  i  ))  (A  -  A'S  {cosp  -+ 
v' ( —  i  ).se«p}  )  =  o 

F- FVf-  i  )-  (S'—  S'V(  - i  ))(  A  -  A'±  {w#  _ 
vT— i  ).5e^^>}  )  =  o 

che-  serviranno-  a  determinare  A  ,  A' . 

Per  mezzo  del  Calcolo  Differenziale  potremmo  anche  sen- 
za- conoscere  il  valore  di  S  determinare  i  due  numeratori  A  , 
A  :  infatti  essendo- 

S  =  -  * 


ax  •+  'iabx  cix  p  ■+ 


jrp  r  ed  annullandosi  il  numeratore  ed  il  de- 
nominatore di  questa  frazione  quando  si  fa  a1  h-  2abx  cos  <p  h- 
oV  =  o,  ovvero  x  =  ^£ (cos<|>  =t vX  —  i ).se«<p),  avremo  il 
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valore  di  S  espresso  (  §  42  )  in  quest'  altra  guisa 
(fi) 

S  =  ^  ;  dunque  1'  equazione 

P— A5  —  A'S*  =  0 ,  di  verrà  P— (Ah-  A'*  )  -71-^4  =  0 , 

la  quale  per  la  sostituzione  di  quel  valore  di  x,  ci  darà  queste 
due  equazioni 

F-hP'Vt-  0-(Q'  ■+  Q"V(  -  1))  (A  -  A'|{coS?>~;- 

V(—  i).se«p})  =  o 
P  _PV(-  O— (Q'  -  Q'V(  -  1  ))  (  A  -  A'-l  {cosp  - 

onde  dotcrminare  A  ed  A' . 

Avvertiamo  che  Q,=tQ'V( —  O  vogliamo  che  significiu 

<fi) 

il  valore  di  — ^-7 — -  quando  vi  si  fa 

b 

IV.  Sia  infine  Q  =  (a*  h-  zabxcosp  -*-£V)"S,  e  poniamo 

P_  P  Aj-A'jr  ^  ^ 

ti        (a*-+  *abx*osp-H>%*i)"S       (ax -+ Saix  c*s  p -hj,*x*  )* 

B  -4-  B'*  ,  C  ■+  C'jf  .   

[jf~+2abx  cos  p  -+        )•  ~  •        l  »*  w  P  -+        )"  ~  * 

 M_-+N*  R 

Itìducendo  allo  s'esso  denominatore,  e  quindi  togliendolo  dall' c- 
quazione,  avremo 

P  =  (Ah-A'*)S  h-  (B  h-  B'a*)S(a*  h-  iabxcos<p  -4-àV)H- 
(C4. G'a; )S(a*  «■+•  2aòx cos £     6 V )*-!-  H- 

S  (  M  -4- No:  )  (  a1  H-  iabx cos  p  H-  6 V  )"  ~  ' H*R  (a"-+  zabxX 
cos  <p  -j-  & V  )' , 
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e  quindi 

•tv        F—  (  A  «t-  A'x  )  S~  (    -f-  B'jt  1  S  (  a*  ■+  v.abx  cos  T>     i'.x*  )  —  ce. 

ma  essendo  R  una  funzione  intiera  >  il  numeratore  del  secondo 
membra  dovrà  essere  esattamente  divisibile  per  (  a*  -\-iahx cos  <p 
H-  fi***  )"  ;  dunque  dovrà  annullarsi  quaudo  a*  -f-  2afi*  cos  <p  -f. 
fr.rl  =  o>  ovvero  quando 

x  —  —  (  cos  p  =t  v7  ( —  i }  •  se/z  p  )  ;  e  siccome  S  non  contiene 
il.  fattore  (  a*  -f-  zabx  cos  <p  h-  fi'**  )  »  così  anche  l'espressione 

—  (A-hA'oc)  —  (  B  H?  B'*)(  a' Mraafix  ce*  pH-fiV')  —  ec. 

dovrà  essere  divisibile  per  (  ci  -t-  idbx  co»4>  -h  fi\va  )" ,  e  perciò 
essa  ed  i  di  lei  differenziali  fino  all'  ordine  n  —  i  inclusive , 
s'  annulleranno  qnaudo  si  fa 

a*  «4-  ^àbx  cos  ®  fiV  =  o  :  dunque  in  questa  supposizione  , 
avremo  le  seguenti  equazioni 

I.  —  A  —  A'x  =  a 


( )  —  A'  —  ( B  h-  B'a  )  ( 2Ò\x     2abcos$)  =  o 


(^r)  —  aB'(a5*vT  -f  2afi.cos$.)  —  2(B      B'*)5S  — 
a  (  G  h-  C  jc  )  (  2fisx     zaZcos  p  )*  =  o 
ec  eo. 
per  mezzo  delle  quali,  avremo  i  valori  di  A,  A',B,B',C,C  ec. 

Per  esempio,  sia  proposta  la  frazione  ~ ^ n*   per  decom- 

porsi  nelle  sue  frazioni  semplici . 

Questa  frazione  prende  anche  la  forma; 

:  Ic  frazioni  scn3PlicÌ  corrispondenti  ai 

fattori  a?* ,  (i  -4-3)%  (1  —  #y  si  trovano  per  il  metodo  del 
§  antecedente .  Cerchiamo  adunque  quelle  che  corrispondono  al 
iàttoie  (  1     x*  Y  . 
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Ayrcnio  in  questo  caso  a  =  i ,  h  =  i  ,  cos  ©  =  o  ,  P  — 
aH.M'JS  =  «J(i-«'),=  (jt-«,),).^iv'H),  ed 

in  conseguenza  ^^'7  ~~     —  ~~ 

(-i7-Jf,>.J  —  A' -,(B4l*)(w)=fl 

nelle  quali  dovremo  fare  prima  a?  =  -t-  V  (  —  i  ),  poi  a?  =  — 
^  (  x  )  ì  e  s'  avranno  così  quattro  equazioni  ,  le  quali  ci  da- 
ranno i  valori  di  A,  A' ,  B ,  B' .  Xasciamo  .ai  nostri  Leggitori 
1'  esercizio  di  farne  il  calcolo. 

VL  Massimi  .e  Mìnimi . 

§.  57.  Rappresentando  per  0  (  x  )  una  qualunque  funzione 
di  Xj  e  per  A,B,C  i  tre  valori  che  essa  riceve  quando  a? 
—  a  .Uj.j=soj.*=.a-h«i  cioè  supponendo  che  quando 

x  =  a  —  w  sia  <P(x)  =  A 
x=a  •$>(*)  =  B 

o:  =  a-t-W       <f>(x)  =  C 

comunque  d' altr*  onde  piccolissimo  sia  w ,  se  B  è  maggiore  di 
A,  ed  anche  di  C,  si  dice  che  la  funzione  <p( x )  diviene  un 
Massimo  per  x  =  a  ;  e  se  B  è  minore  di  A  e  di  C,  si  dice 
che  la  funzione  ©(a:)  diviene  un  Minimo  per  x  =  a.  Per  e- 
sempio,  facendo  (f>{  x)  =  x(2d — x)  ,  quando  - 

x  =  a  —  w;  x(za  —  a:)  =  a*  —  w* 

x  =  ai        x[2a  —  x)=a* 

x  =  a     w»  ar(2a  —  a?)  =  a*  —  w*, 

c  si  vede -che  il  valore  ài  x(2a  —  x)  è  Massimo  per  a?  =  ff, 
poiché  è  più  grande  di  tutti  quei  che  corrispondono  .ad  a?  —  a 

:  a ,  x  =  a  -4-  w  comunque  piccolo  si  prenda  w  • 

Una  quantità  adunque  diviene  Massima  o  Minima ,  allo- 
raquando  ella  cresce  o  scema  fino  ad  un  certo  termine  al  di  la 
del  quale  immediatamente  torna  a  scemare  nel  caso  del  Massimo, 
ed  a  crescere  nel  caso  del  Minimo.  11  Calcolo  Differenziale  poi 
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ci  somministra  il  metodo  di  determinare  i  Massimi  e  Minimi 
delle  funzióni ,  qnando  queste  ne  siano  capaci . 

Sia  pertanto  <f>{x)  quella  funzione  che  deve  divenire  Mas» 
sima  o  Minima  quando  x  =  a:  dovrà  essere  adunque  p(<z)>. 

fi'"*"*}  nel  caso  del  Massimo^  e  <P  {a)  <^\a^u\  nel  caso  del 

Minimo  ;  e  conservando  x  invece  di  a  (  rammentandosi  sempre 
che  quest'  a;  è  il  valore  che  conviene  al  Massimo  o  al  Mini- 
mo )  dovrà  essere 

*  (*)>  l\*xl  l]  Pcr  11  Massimo-,        <l[l-"]  Per  a  ^"««*- 

Dunque  le  quantità  p  (  x  -H  w  )  —  P (*)  »  P  (  *  —  «)  — 
dovranno  essere  negative  nel  Massimo >  positive  nel 

miao . 

Facciamo  lo  sviluppo  di  p(a;=fcw)  secondo  le  formule  del 
§.  36  ,  prendendo  due  soli  termini  e  tenendo  conto  del  re- 
sto,  sarà 

f>(a?=*w)  =  ^(*)=*w(g)H-7^(*=tp),  essendo  *>"(*)  = 
(^~)>  e  p  una  quantità  contenuta  fra  o  ed  w:  dunque  le  quantità 

H-w(£)H-7*"(w-*-j0j 

dovranno  essere  simultaneamente  negative  nel  Massimo  »  positi- 
ve nel  Minimo ,  comunque  piccolo  d'  altr'  onde  si  prenda  w  . 

Ma  date  due  quantità  wP ,  w'Q  possiamo  sempre  trovare  per 
io  un  valore  tanto  piccolo  che  renda  w*Q  minore  di  wP ,  ed  in 
conseguenza  che  wP  =fc  wlQ  sia  una  quantità  positiva  o  negativa 
secondo  che  lo  è  cuP ,  mentre  tutti  i  valori  di  w  ancor  minori  di 
quello ,  godono  della  medesima  proprietà  (  infatti 

wP  :  w*Q  :  :  P  :  wQ  j  dunque  diminuendo  w  possiam  rendere  wQ  <C 
P  )  ovvero  wlQ)  <  wP ,  ed  è  chiaro  che  a  più  forte  ragione  i 
valori  di  w  più  piccoli  goderanno  di  tal  proprietà  )  dunque  pò- 
tremo  prendere  w  tanto  piccolo  che  il  valore  di  ciascuna  di  que- 
ste quantità 

Tom.  IL  B 
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sia  positivo  o  negativa  se  tale  è  il  di  lei  primo*  termine -.  Ma: 
di  questi  due  primi  termini  uno.  è  necessariamente  positivo  r  1*  al-  - 
tro.  necessariameute  negativo  *  dunque  finché-  quei  due  primi  ter- 
mini sussisteranno,,  una  di  quelle  quautità  sarà  positiva  e  1'  altra 
negativa  •  dunque  non  avrà  luogo  nè  Massimo  nb  Mimmo  per 
tutti  quei  valori  di  x  >,  i  quali  lasciano,  sussistere  i  suddetti  due 
primi  termini ,.  poiché  allora,  non-,  possono,  quelle-  due  quantità 
essere  positive  insieme  e  negative-  insieme  :  dunque  il  massimo 
o  il  minimo-  potrà  solo  aver'luogo  per  quei  valori  di  re ,  1  qua- 
'  li  annullano  quei. due  primi  termini. :.  ora  questi  s'annullano  quan- 
do. (^?>  =  oì.  dunque  1'  equazione  (£)  =  a  sarà  quella  la  qua- 
le ci  darà.  uno.  o  più  valori  di  x  che  sostituiti  in  ?{x)  ren- 
deranno questa  funzione  Massima  o<  Minima .. 

Cerchiamo  adesso  il  criterio  per  riconoscere  quando  il  va- 
lore di  x  dato,  da  quell'  equazione  la  rende  Massima ,  e  quan- 
do la  rende  Mnima:  per  questo,  sviluppiamo.  <p  (  x -=fc  w  )  in  se- 
rie prendendo  tre  termini  dello,  sviluppo  e  tenendo  conta  dei- 
resto . 

Sarà  in.  questo/  caso» 


pw  *  «<£)  -+  £cgi 

dunque  ,  a.  cagione  di  (£)  =  o  ».  bisognerà,  che  le  due:  quantità 

siano  negative  per  il  Massimo  ,  e  positive  per  il  Mimmo  - 

Ora"  potrà  sempre  prendersi  w  tanto  piccolo  che  il  valore 
dì  quelle  quantità  dipenda  dai  loro  primi  termini  *  ut  modo 

che  esse  siano  negative  se  i  primi  termini  ^-(^J  sono*  negati- 
vi, e  positive  se  positivi:  dunque  ,  essendo  w  sempre  positivo , 
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quel  valore  di  x  renderà  la  funzione  <p  (  x  )  un  Massimo  se 
sarà  negativo,  e  la  renderà  nn  Minimo  se  sarà 
positivo . 

Il  Massimo  -pertanto  ci  è  dato  da  queste  due  equazioni 
(£)  =  o,  ( j£2)  <<  o  ;  ed  il  Minimo  da  quest'  altre  (g)  =  o , 

Per  farne  un  esempio  proponiamoci  questo  Problema . 

Tre  Giocatori  hanno  perduta  fra  tutti  una  somma  a  ;  il  se- 
condo ha  perduto  il  doppio  del  primo ,  e  le  tre  perdite  sono  ta- 
li che  il  Joro  prodotto  è  un  Massimo  :  quale  è  la  perdita  di 
.ciascuno  ? 

Supponendo  x  la  perdita  del  primo ,  <ix  sarà  quella  del  se» 
condo ,  a  —  $x  quella  del  terzo:  dovrà  dunque  x(o.x)(a— - 
$x)  =  2ax*' — 6V  jessere  nn  Massimo,  Avremo  pertanto  per 
determinarlo 


=  o,  e  quindi  sax  —  ox*  =  o,  da  cui  x  =  o; 


dx 
3 

X  =  -a.  . 

Per  sapere  poi  se  questi  due  valori  di  x  ci  danno  il  Mas- 
simo  o  il  Minimo ,  si  costituiscano  in 

— \^jxt  =  4a  —  $6x  ,  e  per  x  »  o  ,  avremo  quest*  ul- 
tima quantità  =  4<z  e  perciò  positiva;  e  per  x  =~a9  avremo 

la  medesima  =  —  ^a  e  perciò  negativa .  Il  secondo  valore  a-» 
dunque  di  x  soddisfarà  al  Problema,  e  le  tre  perdite  saranno 
*>      d  i 

Va;7a;7a' 

§.  58.  Se  il  valore  di  x  datoci  dall' equazione  (!^?)  =  o  an- 
nullasse ancora  allora  riprendendo  lo  sviluppo  di  <f> Q ±=; 
w),  ed  impiegando  un  termine  di  più,  si  avrebbe 
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?(.rt,)=P(.v)^(2)-r^(£!)^J(0)+^>*P)i 
ed  essendo  (^)  =  o,  (£-t)  =  °>  le  due  quantità 


dovranno  essere  negative  nel  Massimo  »  positive  nel  Minimo  ■ 
Ora  si  può  prendere  w  tanto  piccolo  che  il  valore  assoluto  del 
primo  termine  di  una  di  quelle  quantità,  superi  quello  del  secon- 
do ,  ed  allora  i  valori  di  quelle  due  quantità  siano  positivi  se 
tali  sono  i  lor  primi  termini ,  e  negativi  se  egualmente  lo  sono 
i  detti  termini:  ma  quei  due  primi  termini  sono  necessariamen- 
te di  segno  contrario  ;  dunque  sarà  impossibile  che  abbia  luogo 
il  Massimo  o  il  Minimo  ,  se  quei  termini  non  si  annullano  ,  cioè 

8e  (*-?)  non  è  nullo.  Acciò  dunque  la  funzione  <f>{x)  diven- 
ga Massima  o  Minima ,  bisogna  che  il  valore  di  x  ,  il  quale 
annulla  (  g  )  ,  (  £?  ) ,  annulli  anche  (  0  ) . 

In  quest'  ultimo  caso  impiegando  ancora  il  termiue  seguen- 
te nello  sviluppo  di  p(#±=w),  s'avrà 

•  («t-)  =  f(«)*<)-h?(S)*Ì(g)H.^-4(S)* 
2. 3-4-5     v  r' 

ed  in  conseguenza  le  quantità 

"  (£)-^'-^(*-*-i>) 


3.3.4^**'      3.3.4  5 

dovranno  essere  negative  nel  Massimo  >  positive  nel  Minimo  ; 
dunque  la  funzione  sarà  un  Massimo  se  (~)  sarà  negativo;  e 


sarà  nn  Minimo  se  sarà  positivo. 


Nella  stessa  guisa  potrebbe  dimostrarsi  che  se  il  valore  di 
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x  dato  daJl*  equazione  (^)  =  o  rende  ancora  nullo  (£^)>  a*~ 
lora  acciocché  abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minimo ,  convie- 
ne che  nello  stessa  tempo  si  annulli  •  vi  sarà  il  Massimo 
se         sarà  •  negativo  >  e  vi  sarà  il  Minimo  nel  caso  opposto. 

In  generale  se  il  valore  di  x  annulla  anche  (^£)>  accioc- 
ché abbia  luogo  il  Massimo  od  il  Minimo ,  conviene  che  s' an- 

nulli  nello»  stesso  tempo  ^^JTi  J;  e(*  ^  Mussino  avrà  luogo  se 

\  ~~ 2»Ta/  <0'  ed  il  Minimo  nel  caso  opposto . 

Se  la  funzione  p(x)=y  che  deve  divenire  un  Massimo* 
od  un  Minimo >  sarà  data  per  una  equazione  F(a;,_y)  =  o,  ne 

prenderemo  allora  T  equazione  differenziale  (jf)H-(£)(^)  = 

o>  e  facendo  (£)  =  o>  avremo  (^)  =  o,  equazione  >  la  quale 

combinata  con  la  proposta ,  ci  darà  i  due  valori  di  x  e  di  y  che 
corrispondono  al  Massimo  od  al  Minimo . 

Prenderemo  in  seguito  la  differenziale  seconda  di  ¥{xyy)  = 

o  »  vi  faremo  (    )  =  o  e  ne  ricaveremo  il  valore  di  (  £?-  V,  nel 

quale  ponendo  i  respettivi  valori  di  x  e  di  y ,  se  avremo  una 
quantità  negativa ,  la  funzione  y  diverrà  Massima  >  e  se  quella 
quantità  sarà  positiva,  la  funzione  sarà  Minima. 

Può  accadere  che  il  valore  di  »,  il  quale  annulla  (  —  )» 
renda  infinite  le  quantità  ee.  :  abbiamo  allora  un 

contrassegno  che  per  quel  valore  di  x  non  può  aver  luogo  Io 
sviluppo  di  y  (  §.  40  )  secondo  le  potenze  intiere  e  crescenti  di 
co .  In  questo  caso,  supponendo  =  a  quel  valore  di  x,  prende- 
remo lo  sviluppo  di  p(an-w)  secondo  le  potenze  crescenti  di 
w ,  siano  queste  intiere  o  fratte  (  §.  44  )  »  e  dall'  esame  di  quello 
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rileveremo  se  x  ==  a  ronde  <p(x)  Massima  o  Minima. 

Sarà  però  più  utile ,  in  questi  casi  ,  prendere  se  si  può 
un*  altra  funzione  Y,  la  quale  abbia  il  Massimo  o  il  Minimo, 
quando  lo  ba  la  y ,  senza  però  risentire  nello  sviluppo  l'incon- 
vemeute  di  quella  ,  e  cercare  il  valore  di  x  che  rende  Y  Mas- 
sima o  Minima;  questo  renderà  ancor  tale  nello  stesso  tem- 
po la  y , 

§.  59.  Facciamo  alcuni"  esempj, 

I.  Si  dimanda  in  quali  casi  questa  funzione 

y  —  x9—-$x**+  5*'      1  diviene  un  Massimo  0  un  Minimo? 

Essendo  (g)  =  5*4  —  20X>     i$x*}  avremo  per  determ> 
nare  x ,  quest'  equazione 
a4  —  3x%  =  o ,  dalla  quale  si  ricava 

x  =  oy  x  =  o ,  x  =  1 ,  x  =  3 .  Di  più  si  ha 

{^J^róojp*  —  1203;  h-$Q 

dunque  i  due  primi  valori  di  x}  i  quali  annullano  (0)  senza 
annullare  (0)  non  portanoì  ne  Massimo  nè  Mimmo  ;  il  ter- 
zo valore  a?=i  ci  dà  un  Massimo  t  poiché  (0)  =  -~  jojed 
in  fine  il  quarto  valore  x  =  3  ci  dà  un  Minimo  ?  poichg 

II.  Di  tutti  i  triangoli  che  hanno  la  stessa  base  a ,  è  la  me- 
desima altezza  b ,  si  dimanda  quale  sarà  quello  che  ha  il  minimo 
perimetro  ? 

Chiamando  x  un  segmento  della  base ,  cui  corrisponde  V  al- 
tezza h ,  T  altro  segmento  sarà  a  —  x  :  il  perimetro  adunque  sa» 
rà  (  rappresentandolo  per  y  ) 
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y  =  a     V  (a\-h  b:  )  -4-  V7  (  5*  -f>  ( a  —  a: )*  )  »  e  quindi 
(£)  =  *  _ir_£  —  o,  ovverà 

*V(6*  H-  (  <z  —  x y  )  =  (  a  —  x) y/ (x*  -4-  h1  ) y  dalla  qnale  si  ri- 
cava x  =  ~  :  dunque  il  ricercato  triangolo  è  l' isoscele .  II  peri- 
metro poi  di  questo  triangolo  è  veramente  un  minimo  ;  poiché 
prendendo  il  valore  di  (0)  e  facendovi  x  =  -j,  questo  valo- 
re diviene  uni  quantità,  positiva  t  come-  è  facile  assicurarsene  fa- 
cendo il  calcolo. 

III.  Si  dimanda  per  quali  valori  di  x  la  funzione 
y  =  x*  —  8jcj  h-  34**  —  32»  dvviene  uit  Massimo  et  Minimo  ? 
In  questo  caso  abbiamo» 

{t)"-  —  24x*H-4.S«f —  32*  =  0,  da.  cui  si  ricava  x-=i, 
x  =  2 ,  x  =  2  .  Ora  questo  valore  di  x  annulla  (0 )  =  iax1  — 
48 .v  -t-  48  f  ed  ancori  annulla  (^?J  =  24r  —  48  r  rendo 
(^)  =  24,  quantità  positiva  i  dunque  la  proposta  funzione  di- 
viene un  Minimo  quando  x"=  2*. 

§.  60:  Veniamo  ora:  a  parlare  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
delle  funzioni  a  più  variabili-. 

E'  primieramente  osserviamo:  i".  che  la  natura  della  funzio- 
ne debbe  esser  tale  che  tutte  le  variabili  y  le  quali  entrano  nel- 
'  la  di  lei  comppsizione  »  conducano  nello  stesso  tempo  al  massi- 
mo o  al  minimo  :  poiché  se  alcune  di  esse  conducessero  al  mas- 
simo ed  altre  al  minimo'»  la  funzione  non'  potrebbe  «li  venire  nò 
massima  ne  minima  :  crescerebbe  sempre  iir  virtù  di  quelle  che 
portano  il  minimo ,  e  scemerebbe  per  quelle  che  portano  al  mas- 
simo :  20.  che  essendo*  quelle  variabili  indipendenti ,  la  funzione 
che  b  massima  o  minima  per  dei  determinati  valori  delle  varia- 
bili» si  conserva  ancor  tale  per  ciascuno  di  quei  valori  in  par- 
ticolare, o  considerando  una  sola  variabile,  e  le  altre  costanti. 

Sia  z  —  <p{x  ,y)  una  funzione  di  due  variabili-  x  ed  y  ,  e 
si  cerchino  i  valori  che  convengono-  alle  medesime  variabili  , 
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aflinche  z  sia  un  Alassimo  o  un  Minimo . 

Supponiamo  che  x  divenga  a:±=w,  ed  y  divenga  y  =M,  e 
prendendo  lo  sviluppo  di 

<p(x  ±=  w,^  *=  fi  )  secondo  le  formule  del  §  37,  avremo  (  scri- 
viamo indifferentemente  <p,  e  <p(x,y)) 

^(.ri=W,iy±=e)  =  <P(*^)4={w(£)H-fl(g)>^^{wV'(a:=± 

essendo  p  >  o ,  <  w  i  >  o ,  <  fl  ;  ed  indicando  per  <p'-  (  a; ,  y  ) 
la  funzione  (0)rper  f>',(*>.y)  la  funzione  (  e  per 

la  funzione  (0) . 

Se  dunque  noi  rappresentiamo  il  secondo  termine  di  que- 
sto sviluppo  per  F,  ed  jl  terzo  per  F,  avremo 

c(x  *=  w,y  i=0)  =  ±=  F  -4-  F. 

Ragionando  ora  come  abbiamo  fatto  al  (  §.  57  )  perle  fun- 
7Ìoni  ad  una  sola  variabile,  si  vedrà  che  <p(x,y)  sarà  nn  mas- 
simo quando  le  quantità  h-  F  -+.  F;  —  F-fF  saranno  negati- 
ve ;  e  che  sarà  un  minimo  quando  le  medesime  qaantità  saran- 
no positive ,  comunque  piccoli  d'  altr'  onde  possauo  prendersi  w 
e  6  :  vedremo  di  più  che  potremo  sempre  dare  ad  w  e  fi  dei  va- 
lori così  piccoli  che  le  quantità  Fn-F;  —  F  h-  F'  siano  posi- 
tive o  negative  se  lo  sono  i  loro  primi  termini  F,  —  Fr  ora  di 
questi  due  termini  uno  essendo  sempre  necessariamente  positivo, 
e  1'  altro  necessariamente  negativo ,  finché  essi  sussisteranno ,  le 
due  quantità  non  potranno  essere  positive  insieme  e  negative  in- 
sieme, ma  sarà  una  positiva  e  1'  altra  negativa:  dunque  acciò 
abbia  luogo  il  Alassimo  o  il  Minimo ,  bisognerà  che  quei  due 
primi  termini  svaniscano  :  dunque  il  Alassimo  o  il  Minimo  sa- 
rà dato  da  quei  valori  di  x  e  di  y  che  rendono  F=o,  ovvero 

w(ff?') -4.  =  °  :  questa*  equazione  adunque  servirà  per  de- 
terminare quei  valori  quando  siano  incogniti;  e  siccome  ledine 
variabili  x  ed  y ,  come  pure  i  loro  aumenti ,  sono  indipendenti 
fra  loro ,  così  qucll'  equazione  si  spezzerà  in  queste  due 
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=  °»  (  ~)  =  o,  dalle  quali  ricaveremo  i  valori  che  rendo* 
no  quella  funzione  un  Massimo  o  un  jffcVH«o 

Per  conoscere  poi  se  questi  valori  danno  effettivamente  un 
f  ofimo  o  un  Mimmo,  si  prenda  lo  sviluppo  <Ji  «  .  ^ 

e  )  Uno  alle  terze  potenze  degli  aumenti  inclusive ,  ed  avremo 

(*)}  * a-i-3{<oy"(*        1 ,)  X  • .  . 

P»^^?)/»  che  rappresenteremo  per 

^(f  fcw»J'*=»)  =  9<«,jr)=i:F-hF=±p-i  ed  essendo  F  =  o 
saia  p  ( x    <o  ,7  *=  6)  =  * (* , , )  ^  p  ^  F  .  avrcra     d  ' 

i>W,,o  se  Je  quantità  F  h-  F;  F  -  F"  saranno  2?  "d 
un  Mimmo  se  positive..  attive,  ed 

Ora  i  termini  che  compongono  F  essendo  di  due  dimensio- 
ni imamente  ad  W  e  »,  e  quei  che  compongono  F  Ji  tre 
dimensioni,  possiamo  sempre  prendere  w  e  »  tanto  nicchi  Li  ' 
valori  di  quelle  quantità  dipendano,  per  esseri 
nv!  dal  valore  di,  F  adunque  avremo  un  Massimo  quando 
*  <o,  ed  un  Mimmo  quando  F  >  o .  Mua»u« 

Essendo  F  =  •'(£)}  , 

se  rappresentiamo  per  A  ,  B  ,  C,  le  funzioni  (d-^\  t      y  /rf*r% 

allorché  x,y  ricevono  i  valori  che  corrispondono  al  Massimo 
o  al  y>W*o,  dovrà  nel  caso  del  JW*0  la  quantità 

F      w'A  -4-  2wdB  h-  dlC  essere  negativa ,  e  nel  caso  del  ML 
mrno,  positiva:  ma  essendo 

w'A  -f-  aw«BH.«,G  =  A(BH.!!)'H.ji(C_!:)| 
ed  i  quadrati  («h-?)',  •«  sempre  positivi,  la  quantità  F  sarà 
Tom.  IL  g 
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positiva  se  lo  saranno  le  quantità  A  »  C  e  G  —  (  a  ) ,  ovvero 
se  essendo  A  e  C  positivi ,  sarà  AG  >  B*  ;  al  contrario  la  quan- 
tità F  sarà  negativa  quando  A ,  C  e  C  —  ^  saran  negative , 

cioè  quando  A<oj.  C<aj  C  —  ^<o;ma  una  quantità 
negativa  moltiplicata  per  un'  altra  negativa ,  diviene  positiva  -r 

dunque  in  quest'ultimo  caso  (C  —  ?£)A}  ovvero  CA —  W>oT 

e  perciò  CA  >  B*  : 

Dunque  acciò  abbia  luogo  iT  Massimo  o  il  Minimo-  con- 
viene che  sia  CA  >  B* ,  di  più  per  il  Massimo  dobbiamo  ave- 
re G<o,  A<o,  e  per  il  Minimo  G>o,  A>o.  Quando 
rioi  manchi  arcuila  di  queste  condizioni ,  non  avrà  allora  luogo 
uè  Massimo  né  Minimo . 

Se  i  valorr  di  x  c  di  y  che  si  trovano  per  il  Massimo  o 
per  il  Ali/timo  annullano  la  quantità  rendendo  nulle  le  quan- 
tità A,B,Cy  al  loia  per  vedere  se  può  aver  luogo  il  Massi- 
ino  o  il  Minimo  -,  converrà  nello  sviluppo  di  <?  [x  ±=.  w,^  ±=  fi  ) 
prendere  ancora  i  due  ordini  di  termini 

e  se  tutti  i  termini  moltiplicati  per      ~-  saranno  ancora  resi 

nulli  da  o,uei  valori  di  x  c  di  y ,  potrà  esserci  allora  il  Mas- 
simo o  il  Minimo  :  vi  sarà  il  Massimo  quando  la  quautifà 


(a)  I  due  termini  che  compongono  F',  debbono  essere  insieme  posi- 
tivi, acciò' lo  sia  F;  imperocché  se  uno  fosse  positi™  e  l'altro  negativo, 
potrebbero  prenderai  u  e  t  io  maniera  che  di  quei  due  termini  o  fosse 
maggiore  il  positivo  ,  od  il"  negativo,  come  a  noi  piace»  e  così  f  diven- 
terebbe positivo  o  negativo  al  «ostro  arbitrio. 
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{  u4  (  ^  )  -1-  ec  y  sarà  negativa  ,  il  Minimo  nel  caso  op- 
posto . 

Indichiamo  ora  per  G,H,L,P,Q  le  funzioni 
(~~^)  ec.,  quando  invece  di  quelle  variabili  x,y  si  pongono 

i  loro  valori,  e  vediamo  le  condizioni  che  rendono  la  quantità 
w'G  — h  4w'flH      6«YL  h*  4w9'P  -+  «4Q  positiva  o  negativa. 
Ridotta  questa  quantità  sotto  la  forma 

«i  vede  che  vi  sarà  il  Massimo  quando 

G<o,Q<o,3L  —      —  — ^<o;ed  il  Minimo  nel  caso 

opposro  ;  c  così  di  seguito . 

§.  61.  Ma  per  dare  la  Teorìa  dei  Massimi  e  dei  Minimi 
in  tutta  la  sua  generalità,  rappresentiamo  per  <p(xìy  iZ,u  ce.) ^ 
una  funzione  di  quante  si  vogliono  variabili,  e  cerchiamo  i  va- 
lori che  queste  debbono  avere  ,  affinchè  la  funzione  divenga 
Massima  o  Minima . 

Prendendo  lo  sviluppo  di  p(ac=tw,  jpfcfl,  z*=r,  Mirtee), 
secondo  le  formule  del  §.  37  ,  e  supponendo  che  sia  terminato 
a  quei!'  ordine  di  termini  che  ci  abbisogna ,  acciò  abbiano  luo- 
go i  ragionamenti  fatti  ai  §§.  antecedenti ,  avremo 

(A^co^=±3ccO  =  ^(x^ec.)^{(o(^)H-fl(^)H.T(2)H-l(^)H-ca} 

H-a(£)^f(££)-hec.. 

H-r(£?)H-ec.}=±ec. 

Iudicando  ora  il  secondo  termine  per  F,  ed  il  terzo  per  I*> 
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le  dtttr  qwmtità  F-fF,  —  Fh»F  debbono  essere  negative  nel 
Maximo,  c  positive  nel  Minimo,  ciò  che  potrà  accadere  seF=r 
o;,  avremo  adunque  per  determinare  le  variabili  x,y,z  ec ,  Te- 

^azioni  (  ^?  )  =  o ,  (  ^  ) ■  =  o  r  (  ~  )  =•<>  ec.  r  le  quali  sono  tan- 
te di  numero  r  quante  le  variabili  stessere  la  funzione-  sarà: 
Massima  quando  F  <  o  ,  e  Minima:  nel  casa  opposto  . 

Facciamo/  E'  =    {  to' A     awlA'  h-  2wtA" h-  swfcA"'H-ec 

H-  8'B     20tB'  h-  2d£B  '  ec 
4-T'CH-2ir?CvH-  ec 
-f-{"D  «4»  ec.  J  : 

ti  quantità;  posta:  adunque  fra  le  parentesi  dovrà-  divenire-  posi- 
tiva: o  negativa  . 

Questa  quantità  soffre  le  riduzioni  seguenti 

aF  =  A  (  a  h..  *?  +  A'v  cc  )'  -     A'O  -i~  A'V  h-  A"f  -t~ 

ce.  )s  -t-d'B-irafiTB'  -4-  20£B"  -4-  ec  h-  *  G  H~  2x*C 
ec  Hr  — t-  ce 

ec     Mt'  h-  2jM'tì  -h  ec.  ce  essendo  L  ,  L  ec. 

quantità  che  si  trovano  facilmente,  eseguendo  il  quadrato  di  ciò 
che  moltiplica  —    ,  e  riunendo-  i  termini  simili  : 

aF'  =  A  (  w  -+•  SlSaV  ^K^^^y-i  d>  -H 
L  £  -hec/H-M^  4-  aM'af -f-ec:  -t-  Nl'  H-ec: 

2F  =  A(W^^-^)5^L(«'H<^—  -T-f-Prr-K 
2PV|  -f.  ec.  — h      H-  ce 
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f(F?H-ec.)-^QrH-ec. 

— p — )  H-K(T-f-ec)  -f-ec:; 

sarà  dunque  F  positiva,,  ovvero  la  funzione  proposta  diverrà  un 
Mimmo  se  A>0,  L>o,  P>o,  R>o,  ec,  ed  un  Massi- 
mo nel  caso  opposto . 

Alcune  delle  quantità  A,L,P  ec.,  potrebbero  esser  nulle; 
allora  il  Massimo  si  avrebbe  quando  tutte  le  quantità  residue 
sono  negative  ,  ed  il  Minimo  nel  caso  opposto  . 

Le  quantità  A  ,  L  ,  P  ,  R  ec,  sono  date  per  .mezzo  delle 
quantità  A  ,  B ,  C  ec ,  A' ,  B' ,  C  ec.  ec. 

Applichiamo  tutta  questa;  Teorìa-  alle  funzioni  di  tre  va- 
cabili. . 

Sia  p  =  <p(x  ,y  ,  z)  ,  ed  avremo  per  determinare  i  valori 
che  corrispondono  al  Massimo  ed  al  Minimo  le  tre  equazioni 

^)=°.(f)=°,(g)=«. 

Sarà  poi  2F  =  Aw'-f. 2«0A'h-  2wtA" 

r  quindi' 
Gr*  r 

e  facendo  B  —  ~  =  L ,  B  —       =  L' ,  C  -  ^  =  M , 

r  v 

s  avrà 
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Dunque  avrà  luogo  il  Massimo  quando  A  <  o ,  L  <  o , 
M  — ~  <  o;  ed  il  Minimo  nel  caso  opposto. 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  questa  conclusione  genera- 
le :  se  in  una  funzione  qualunque  delle  variabili  x,y^z  ce. , 
poniamo  in  luogo  di  esse  le  quantità  a-Hw^-H^^-i-^cc  , 
e  sviluppiamo  la  funzione  secondo  le  potenze  ed  i  prodotti  di 
quegli  aumenti ,  i  termini  ove  questi  sono  alla  prima  dimensio- 
ne, eguagliati  separatamente  a  zero,  daranno  le  equazioni  neces- 
sarie perchè  la  proposta  divenga  un  Massimo  o  un  Minimo.  In 
seguito  considereremo  la  quantità  composta  di  tutti  i  termiui  ove 
w ,  0 ,  n-  formeranno  due  dimensioni ,  e  bisognerà  che  questa 
quantità  sia  positiva  per  il  Minimo,  negativa  per  il  Massimo , 
qualunque  d*  altr*  onde  possano  essere  i  valori  di  w ,  fi  ec. 

Se  tutti  questi  termini  svanissero  insieme,  bisognerebbe  an- 
cora per  l' esistenza  del  Massimo  o  del  Minimo  che  tutti  i  ter- 
m ini  ove  w  e  6  ec,  formano  tre  dimensioni,  s'annullassero  in- 
sieme e  che  la  quantità  composta  dei  termini  ove  we  J  ec,  for- 
mano quattro  dimensioni  fosse  sempre  positiva  per  il  Minimo , 
negativa  per  il  Massimo ,  e  così  di  seguito . 

Sin  ora  noi  abbiam  supposto  essere  le  variabili  indipenden- 
ti tra  loro;  ma  se  alcune  condizioni  del  Problema  stabilissero 
delle  relazioni  tra  quelle  variabili ,  allora  il  metodo  da  seguirsi 
si  presenta  da  se  medesimo  :  conviene  eliminare  dalla  funzioue 
che  divenir  deve  Massima  o  Minima ,  tante  variabili ,  quante 
sono  le  equazioni ,  le  quali  esprimono  le  suddette  relazioni , 
mentre  le  variabili  che  rimarranno,  saranno  allora  assolutamente 
indipendenti  tra  loro . 

Per  esempio,  se  dimandasi  quale  di  tutti  i  parallelepipedi 
rettangoli  che  hanno  la  stessa  superficie  2a* ,  è  quello  che  ha 
la  mag;ior  sol  dità  ,  chiamando  «.questa  solidità,  ed  indicando 
per  x,y,z  le  tre  dimensioni  del  parallelepipedo,  avremo  #  = 
xyz  =  Massimo  :  ma  tra  le  tre  variabili  abbiamo  quest'  equa- 
zione xy  -j-  yz  H-  xz  =  a\ ,  dalla  quale  si  ricava  x  =rr  ?1~ v? , 

^ 
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dunque  la  finizione  da  diventare  un  Massimo  sarà  y' (  ~yzl  -==z 
u-,  e  questo  Alassimo  avrà  luogo  per  quei  valori  dì  y  e  z  che 
rendono  (^)  =  o,  (^)  =  o,  cioè  quando 

Y  =  — ,ar  =  — ,z  =  4--  Il  ricercato  parallelepipedo  sarà  in 

conseguenza  un  cubo  il  cui  Iato  è  a:y/(%). 

§.  62.  Facciamo  alcune  applicazioni  delle  sopra  spiegate 
Teorìe . 

i".  Quale  è  il  Massimo  Cilindro  tra  tutti  quei  che  possono 
iscriversi  in  un  cono  retto  ? 

Indicando  per  a  Y  altezza  del  cono ,  per  b  il  diametro  del- 
la sua  base ,  e  per  x  Y  altezza  del  cilindro  da  inscriversi ,  sarà 

la  dì  lui  solidità  ^i?-=:i->lf ,  (  dalla  lettera  t  è  rappresentata  la* 

semiperiferia  per  il  raggio  t  ) ,  la  qaale  dovendo  essere  un  Mas- 
simo ,  ci  darà  per  determinare  x  quest'  equazione  a~  —  $ax  -4- 

=  o  >  d'  onde  si  ricaverà  x  =  —a  :  il  ricercato  cilindro  deb- 

be  adunque  avere  per  altezza  la  terza  parte  di  quella  del  cono. 

2'.  Date  nello  spazio  due  curve  a  doppia  curvatura ,  si  di- 
manda la  loro  più  corta  distanza  ? 

Siano  z  =  p(x) ,  y  —  J? (x)  l'equazioni  delle  proiezioni 
della  prima  curva  sopra  i  piani  degli  x,z<,  e  degli  x,y:  sieno 
z  =  p'(x)i  y  =  T\x)  l'equazioni  delle  proiezioni  della  secon- 
da enrva  sopra  i  suddetti  piani .  Sieno  xyy,z  le  coordinate  di 
un  punto  della  prima, curva;  u,y  yz  le  coordinate  di  un  pun- 
to della  seconda  ,  ed  il  quadrato  della  distanza  di  questi  due 
punti  sarà  espressa  da 

(x  —  uY  H-  (s  —  z'Y  H-  (y  —  y'Y  =  (wV  —  uY  -4-  {<px  — 
pu)*  -r  (Far  —  YuY •  ora  dovendo  qncsta  distanza  esser 

Minima,  sarà  anche  tale  il  doppio  del  di  lei  quadrato,  e  per- 
ciò facendo 

sA  =  (x  —  71Y  H*  ( $x  —  p'uY  -4-  (Fjc  —  Fu)1 ,  dovrà  2A  es- 
sere un  Minimo. 
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Applichiamo  a  questa  funzione  aA  le  regole  date  al  S.  60 


ed  avremo 

(£>}«<>, 

le  quali  due  equazioni  serviranno  a  determinare  i  due  valori  di 
x  e  di  m  ,  e  per  mezzo  di  essi  avremo  ancora  i  valori  di  y , 

Poniamo  =  a  h-  &c,  F(x)  =  c  -f-ex,  p'(zz)  = 

A  -f-  ,  I<  («)=Ch-E«,  sieno  cioè  due  linee  rette  le  cur- 
ve date,  ed  avremo  allora  queste  due  equazioni  per  la  deter- 
gi nazione  di  u  e  di  x 

=  o  =  x  —  "H-£(a— -Ah-£x  —  Bh  )  h-  e(c  —  C  -j- 
—  Ew  ) 

)  ^  0  =  ~~  (  x  —  u     B  ( a  ~  A  -+     ~  Bm  )  ~h  E  (  c  — 
C     ex  — -  Eh  ) }  . 

Differenziamo  queste  equazioni,  e  si  avrà 
(£A)=iH-ft'r*-*' 

(ì^^ih-B'h-E1. 

Siccome  i  valori  di  (^t)'(^t)  son  positivi,  così  la  ri- 
cercata distanza  sarà  veramente  Minima ,  se  però  avrà  luogo  la 
condizione  >  ovvero  (^)  r^)_(^y  > 

v  rf*1  '  v  du%  '  ^  ^dxdu  11  K  dxiJ  v  Jh'  \  Kdxdu} 

o  ,  cioè 

(  1  c5  )  (  1     B*  H-  Es  )  —  (  1     AB  h-  cE )'  >  o .  Que- 
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sto  ultimo  rapporto  sempre  sussiste,  poiché  può  mettersi  sotto 
la  forma 

(b  —  B)**H-(e  —  E)*h-(£E  —  eB)*>o;  dunque  possiam  sem- 
pre soddisfare  alla  proposta  dimanda . 

Ma  lasciando  le  cose  Geometriche ,  sopra  le  quali  avremo 
occasione  di  tornare ,  trattiamo  alcune  questioni  relative  ai  Mas- 
simi e  Minimi  delle  Scienze  Fisiche . 

3*.  Data(  Fig.  15  )la  linea  EF  di  posizione  relativamente  al  piano 
PO ,  e  dato  egualmente  di  posizione  il  punto  risico  C  ,  si  dimanda 
il  punto  I  della  retta  EF  ,  in  cui  va  collocato  un  lume ,  acciò  l' il- 
luminazione in  C  sia  la  Massima  ? 

E%  una  legge  d'  Ottica  dimostrata  dalla  Teorìa  (a)  e  confer- 
mata dall'  esperienza ,  che  l' intensità  della  luce  in  un  punto  fi- 
sico ,  o  1'  illuminazione  che  questo  riceve  da  un  punto  illuminan- 
te ,  è  in  ragion  composta  delia  diretta  del  seno  dell'angolo  d'in- 
cidenza fatto  dalla  linea ,  condotta  da  quel  punto  raggiante  al 
punto  fisico ,  con  la  superficie  di  questo  pnnto  fisico  medesi- 
mo ,  e  dell'  inversa  del  quadrato  della  distanza  dei  due  punti 
illuminante  ed  illuminato .  Questo  premesso,  dal  punto  I  si  abbas- 
si la  perpendicolare  sopra  il  piano  PQ ,  e  questa  sia  JH  :  si 
uniscano  i  punti  E ,  H  ;  C  ,  H  ,  e  dal  punto  C  abbassata  la  per- 
pendicolare CD  sopra  Eli ,  si  uniscano  C ,  I  con  la  linea  CI . 

L' illuminazione  che  il  punto  C  riceve  dal  lume  situato  in  I 


\   ÌH     1  IH 

gara 


ci  ci*  CI' 

Poniamo  EI  =  jc,  senlEll  =  m ,  cos IEH  =  n ,  CD  = 
ò,ED  =  a,  e  sarà  EH  =  xn,  IH  =  xm,  CE  =  ^(b1^at  — 
max  H-  rCx%  ) , 

1C  =  v7  (  nix*  -+  6'  -f  a5  —  2nax  -f-  tz  V  )  =  V  (  x*  —  max  h- 
^-  a*  )  ;  avremo  adunque  l' illuminazione  in  C  espressa  dalla 

forranla  —  ji  e  questa  funzione  differenziata  ed 

Tom.  IL  T 

(  a  )  Si  veda  1*  Opera  del  Geometra  Fossombroni  „  Saggio  di  Ricerche 
sulC  Intensità  del  Lume  „  da  questa  abbiamo  presi  i  Problemi  d'  Ottica  qui 
riportati  . 


■ 
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eguagliata  a  zero ,  ci  dà  a?  =  ™  =±  >/  (      -i-  — - ) . 

4         v  16  ar  ' 

Il  doppio  segno  ci  dice  che  il  Problema  ha  due  soluzioni  r 
potendosi  ritrovare  al  disotto  del  piano  nel  prolungamento  del- 
Ja  linea  EP ,  un  pnnto  che  goda  della  medesima  proprietà . 

Ci  potremmo  assicurare  che  il  ritrovato  valore  di  x  corri- 
sponde precisamene  ad  un  Massimo  >  facendo  uso  della  regola 
«lata  al  §.  58. 

Quando  la  linea  EF  è  perpendicolare  al  piano  PQ ,  si  ha 

n  =  o ,  a  =  o  ,  e  quindi  x  =  b  y/±  »  sarà  dunque  in  questo  ca> 

so  x  :  b  :  :  i  :  y/z ,  e  questa  proporzione  ci  dà  una  regola  la  qua- 
le può  esser  utile  quando  vogliasi  in  una  torre  collocare  un  fo- 
nale per  illuminare  T  imboccatura  di  un  Porto ,  o  altro  ec. 

4'.  Data  una  superficie  qualunque,  si  dimanda  il  luogo,  in 
cui  va  po9to  un  lume,  acciò  un  punto  preso  i»  un  piano  qua* 
Iunque,  riceva  la  massima  illuminazione? 

Per  facilitare  la  soluzione  di  questo  Problema  %  supponia- 
mo d'  aver  permutate  le  coordinate  della  data  superficie  curva 
in  modo  che  T  origine  sia  nel  punto  da  illuminarsi ,  ed  il  pia- 
no degli  x  e  degli  y  sia  quello  stesso  del  pnnto  fisico  .  Siano 
<x  yy ,  z  le  coordinate  del  luogo  ove  dee  porsi  il  lume,  e  9arà 
V(a?*  H-y  -t*  )  la  distanza  di  questo  lume  dall'origine,  eioò 
dal  pnnto  illuminato  :  l'intensità  dell'illuminazione  sarà  dunque 
z  :  V  (  x*  h-  y~  s1  )5 ,  c  quest'  espressione  deve  diventate  uà 
Massimo . 

Le  tre  variabili  xfy^z  sono  legate  tra  di  loro  per  Ja  na- 
tura della  curva ,  la  quale  possiamo  supporre  espressa  da  quest'  e- 
qnazione  z  =  <p (x  o  semplicemente  z  =  essendo  <p  fun- 
zione delle  due  variabili  x ,  y .  Ora  indicando  per  u  la  quanti- 
tà che  deve  divenire  un  Massimo,  avremo  (6t) 

(  £)  =  (  s  )  :  ( «'  ■+■  /  «+  P'  f  -  3<*'  •  (  5 )•■(»'■+/  -*•  P'  f 

—  $<p  .  x  :  {x*        -4-  p*f  =  o 

—  se>  y-     -4-7'         =  o 
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(^)  (*"  •+/  ~        -  3f>  -y  =  o , 

dalle  quali  dovrà  ricavarsi  il  valore  di  a;  e  quello  di  y. 

Sia  la  superficie  curva  quella  di  una  sfera ,  e  l' origine  dell'  a- 

scisse  sia  nel  centro:  avremo  allora     =  <z*  —  x*  — f ,  (^)  = 
 *   /dt  \  *  c  «g^ix 

ic  { (aa% -t- x*  H-y  )  —  3  V (a*  —    — / )}  =° 

{(aa1  H-y  -+  x  )  —  Sv'C**'  —  **  —  y*  )}  =  ° 

dalle  quali  si  avrà  «  =  o,    =  o,  z  =  a .  Per  aver  dunque  la 
Massima  illuminazione  in  questo  caso,  conviene  porre  il  lume, 
nell'asse  degli  z,  ove  esso  sega  la  superficie  sferica;  l' illumi-* 
nazione  poi  è  veramente  Massima,  poiché  rimangono  soddisfat- 
ti i  criteri  dati  al  §.  6o. 

Scolio  .  La  ricerca  dei  Massimi  e  dei  Minimi ,  ha  luogo  tanto 
nelle  Matematiche  pure  che  nelle  miste ,  ed  il  Calcolo  Differenzia- 
le mirabilmente  risolve  tutte  le  questioni  di  questo  genere .  Gli 
Antichi  non  han  fatto  invero  gran  passi  in  una  tal  carriera, 
se  abbiasi  riguardo  al  punto ,  cui  noi  siam  giunti  ;  ma  quei  passi 
son  giganteschi,  allorché  si  considera  che  essi  non  aveano  altro 
metodo  che  la  sintesi ,  e  che  in  conseguenza  la  forza  di  ingegno 
necessaria  per  immaginare  le  loro  dimostrazioni ,  è  di  gran  lun- 
ga superiore  a  quella  che  a  noi  abbisogna  per  la  soluzione  di 
siffatti  Problemi .  Per  convincersi  di  questa  verità,  basta  leggere 
alcune  dimostrazioni  di  questo  genere ,  dedotte  dalla  semplice  Geo- 
metrìa ,  come  sono  quelle  date  da  Apollonio ,  da  Pappo ,  e  nei 
tempi  a  noi  più  moderni  da  Torricelli ,  da  Viviani ,  e  da  Cava- 
lieri ,  e  dopo  la  metà  dell'  ultimo  secolo ,  dal  Tommasini  (  a) . 
Noi  affidiamo  un  Problema  al  calcolo ,  il  quale  per  una  specie 
di  meccanismo ,  ci  conduce  alla  soluzione ,  senza  che  si  veda 


(a)  „  De  Maximis  et  Miniati*  ad  ln<titntiones  Geometricas  eccommeda- 
tis  „  Quest'  Opera  sarà  sempre  stimata  dagli  Amatori  della  Sintesi. 
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alcuno  di  quegli  anelli  intermedi  che  uniscono  i  dati  del  que- 
sito al  risultato .  Bimaniamo  convinti ,  ma  non  persuasi . 

VII.  Usa  del  Calcolo  Differenziale 
nella  Teorìa  delle  Equazioni . 

§.  64-  RAppresentiamo  per 

Tx  =  xm  ^  AxM~ 1  -h  Bx"   9  -f.  -4-  Vx  -4-  U  =  o 

una  equazione  qualunque  dell'ordine  m$m° '. 

Siano  a  ,  0  ,  y  ec. ,  le  radici  reali  dell'  equazione  Far  =  o  » 
disposte  secondo  1*  online  di  grandezza ,  cominciando  per  le  più 
grandi  positive ,  e  finendo  per  le  più  grandi  negative ,  di  modo 
che  «>|3,  p>r  ec. ,  e  s*  avrà  questa  equazione  identica 

F*  =  (rc  —  *)(*  —  —  r)  -  •  *  *    x/ar,  (a) 

yi;  essendo  una  simil  funzione  di  x,  ma  di  un  grado  minore  di 
m »  la  quale  è  composta  delle  radici  immaginarie  dell'  equazio- 
ne. Questa  funzione 

fx  =  ax"  -4-  bx"  1  -j-  -¥p  non  può  divenire  ne  nul- 
la ,  nè  negativa  per  qualunque  valore  reale  che  si  dia  ad  x  ; 
imperocché  se  divenisse  nulla ,  quel  valore  di  x  sarebbe  una  ra- 
dice reale  difx  =  o,  ciò  che  è  contro  l' ipotesi;  e  se  divenis- 
se negativa ,  dando  allora  ad  x  un  altro  valore  così  grande  che 

rendesse  il  primo  termine  ax  maggiore  della  somma  di  rutti  gli 
altri  che  Io  seguono ,  s*  avrebbero  per  questi  due  valori  di  x  so- 
stituiti in  fx ,  due  risultati  di  segno  contrario  :  vi  sarebbe  un 
valore  intermedio  h  che  renderebbe  fx  =  o  :  avrebbe  allora 
quest'equazione  una  radice  reale,  ciò  che  è  contro  T ipotesi. 

Facciamo  <px  —  {x  —  *){x  —  (3)  [x  —  y  )  ec- ,  e  Y  equa- 
zione (a)  prenderà  la  forma  Fa;  =  <px  .fx  :  ora  differenziando 
quest'ultima  equazione  e  dividendola  per  dx,  avremo  (F,p,/ 
tengono  luogo  di  Fx ,  px  ,fx  ) 

<£)=/*•(£)-***■(£).««* 
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J)  ec.  -f-  (a?  —  *)  (a;  —  0)  (a:  —  J)  ce.  H-  (a?  —  *)  (a?  — 
P)  (a;  —  y)  ec.  h-  ec 
Se  pertanto  facciamo  in  (^),  ar  =  «,  s*avrà  (^)>o;  se 

facciamo  a:  =  (3,  s' avrà  (^?)  <  o  ;  se  facciamo  a:  =  y  ,  s'  avrà 
(^)  >  o ,  e  così  di  seguito;  e  siccome  facendo  a?  =  *,/3,y  ec. , 
abbiamo  sempre  p(a?)  =  o,  e /a?>oj  dunque 

*  =  .,  darà  (£)>o 

*  =  0>  C£)<o 

«  =   (£)>° 

ce.  ec. 

Ma  prendendo  il  differenziale  del  polinomio  Fa:,  e  divi- 
dendolo per  dar,  si  ha 

(fx)  =  /t**""'-*-  (772  —  I  )Axm~*H-(m  —  2)Bo:m"3  H- 

*  H-H; 

dunque  T  equazione  (  ^  )  =  o ,  avrà  necessariamente  delle  radi- 

ci  reali ,  le  quali  cadcrauno  fra  i  valori  delle  radici  a. ,  /3 ,  y  ec. , 
o  avranno  per  limiti  queste  radici  medesime;  poiché  è  dimostra- 
to nella  Teorìa  delle  equazioni  che  se  due  numeri  m  ed  n  so- 
stituiti in  luogo  dell'  incognita  in  una  equazione ,  la  rendono  di 
segni  contrari ,  tale  eqnazione  ha  una  radice  reale  contenuta  fra 
quei  due  numeri.  Indichiamo  ora  per  m  ,  0  ,  y  ec.«  le  radici 

reali  dell'  equazione        =  o,  ed  egualmente  dimostreremo  che 

*  =    ••••  (£)<° 

ce.  ec. 
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d'onde  segue  che  l' equazione  (0)  =  o,  nella  quale 

2)  (m  —  3)Bxm~*-i-  H-aT, 

avrà  anche  delle  radici  reali,  le  qnali  caderanno  fra  i  valori 
delle  radici  ^ ,  ^ ,  7j  ec.  ,  o  avranno  queste  quantità  per  li- 
miti . 

Risulta  di  qui  che  se  1'  equazione  Fa?  =  o  ha  un  numero 
n  di  radici  eguali  ad  «,  l'equazione  (£)  ne  ha  un  numero 

rc—  i  parimente  eguali  ad  «;  l'equazione  (^)sne  ha  un  nu- 
mero 7z  —  2}  l'equazione  (0)  ne  ha  un  numero  n  —  3,  ed 

infine  1*  equazione  ^  ha  una  sola  radice  eguale  ad  «  ; 

ciò  è  d'altronde  evidente,  poiché  il  polinomio  Far  contenendo 
il  fattore  (*  —  «)",  (£)  conterrà  il  fattore     — «)"~x j 

conterrà  il  fattore  (a?  —  ed  inline  (*-~)  conterrà  il 

fattore  jc  —  * . 

§.  65.  Consideriamo  adesso  le  radici  dell'  equazione  Fa?  =  o 
per  rapporto  all'  essere  positive  o  negative ,  e  supponiamo  che 
le  positive  siano  di  numero  p  ,  e  le  negative  di  numero  q . 

Dovendo  (—  )  =  o  avere  una  radice  di  meno  di  Fx  =  o, 

essa  conterrà  necessariamente  p  —  1  radici  positive  ,  e  f  —  1 
radici  negative ,  e  di  più  un'  altra  radice  reale  che  potrà  esse- 
re positiva  o  negativa  i  imperocché  una  radice  dell'  equazione 

(^?)  cadendo  necessariamente  fra  due  radici  consecutive  dell'e- 
quazione Fa?  =  o ,  un  numero  p  —  idi  positive ,  caderanno  fra 
le  p  positive,  e  q —  1  negative  fra  le  q  negative,  ed  una  fra 
la  più  piccola  positiva  ,  e  la  prima  negativa  ,  la  quale  potrà  es- 
sere positiva  o  negativa . 
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Dunque  se  V  equazione  Fa:  ha  più  radici  positive  che  V  c~ 

quazionc  (— )  =  o,  essa  non  potrà  averne  che  una  di  più,  e 

lo  stesso  è  delle  negative . 

Ora  siccome  ogni  equazione  ha  nn  numero  pari  di  radici 
positive  se  l'ultimo  termine  è  positivo,  ed  un  numero  impari 
delle  medesime  radici  se  1'  ultimo  termine  è  negativo  ;  così  se  gli 

ultimi  termini  senza  x  delle  equazioni  Fa?  =  o>  (^)  =  o  sono 
del  medesimo  segno  y  V  equazione  Fx  =  o  non  potrà  avere  una 
radice  positiva  di  più  che  l'equazione  )  =  oj  dunque  in  que- 
sto caso  ella  non  potrà  avere  che  ima  radice  negativa  di  più 
che  quest'  ultima  equazione  *  ed  egualmente  essa  non  potrà  ave- 
re una  radice  positiva  di  più  che  qnando  gli  ultimi  termini  di 

F:e  =  o,  (j^)  —  0  hanno  segni  contrarj .  Dunque  in  generale 
1*  equazione  Far  =  o  non  potrà  avere  che  una  radice  positiva  o 
negativa  di  più  dell'equazione  (ij?)  =  o  secondo  che  i  loro  ul- 
timi termini  sono  di  segno  contrario  o  del  medesimo  segno .  Per 
la  stessa  ragione  Y  equazione  (^)  ==  o  non  potrà  avere  che  una 
radice  positiva  o  negativa  di  più  dell'  equazione  (^E)  =  o,  se- 
condo che  i  loro  ultimi  termini  saranno  di  segno  differente  o 
del  medesimo  segno. 

Ora  osservando  nella  seguente  Tavola,  dopo  ciò  che  abbia- 
mo qui  dimostrato  > 
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Fjc  —                xm  -+  Axm  Bx 
 -ì-Tx^Vx-bU^o 

(£)  =  mxm~1^  (m-i)Axm-t^  (  m  -  »  )  BaT 

.......  -+  V  —  Q 


 -4-  aT  =  o 

ce.  ce 


— ^  =  4.5..,.  77z*5h-3.4....(wz-  1)  A^s-»-a.3  ....(ra-a)Bx-n.a....(w-3)C=5<5 
^1_JQ  =  3  4....OTJc,-fa-3....(m- 1  )  Ax-+  1.2.3  (ot-u)B=o 

[  d~ — --W2.3.... mx-¥  1  .a. 3 ......(;&-  i  )A  =  o 

vedremo  che  l'equazione  ^ìL_Jì  j==  0  ha  la  radice  positiva 
0  negativa  —  -  secondo  che  A  è  negativo  o  positivo  ;  V  equa- 
zione  )  =  o  non  potrà  avere  una  radice  positiva  o  ne- 


gativa  di  più  della  (  d   _  p)  =  0  se  B  non  è  di  segno  contra- 
rr"* 1 

m  —  3„ 

rio  o  dello  stesso  segno  di  A;  l'equazione  (   w _ 3 )  —  0  noa 

potrà  avere  una  radice  positiva  0  negativa  di  più  della  (-       )  = 

</x 

o  «e  C  non  è  di  segno  contrario  o  dello  stesso  segno  di  B ,  e 
cori  di  seguito  . 

Da  tutto  ciò  possiamo  concludere  che  1*  equazione 

x"  H-  Axm ~ 1      E*"' ~*   h-  Va  -hU-o 
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non  può  avere  più  radici  positive  o  negative ,  delle  variazioni  o 
successioni  di  segni  che  si  ritrovano  in  essa .  Per  conseguenza  se 
T  equazione  ha  tutte  le  radici  reali ,  ve  ne  saranno  tante  delle 
positive  quante  sono  le  variazioni  dei  segni ,  e  tante  delle  nega- 
tive quante  sono  le  successioni  ;  e  questo  è  il  famoso  Teorema 
di  Cartesio  che  gl'Inglesi  attribuiscono  ad  Harriot. 

§.  65.  Consideriamo  ora  le  radici  dell'  equazione  Par  =  o 
come  reali  .0  immaginarie . 

Siano  come  sopra  »  ,  fi  ,  y  ec. ,  le  radici  reali  dell'  equazio- 
ne      =  © ,  ed  .»  >  ^  >     ec-  >  le  rabici  reali  dell'  equazione 

(  —  );=©,  essendo  queste  radici  per  ordine  di  grandezza  .  Io  di- 
co che  delle  radici  « ,  fi  ,  y  ec. ,  non  ve  ne  può  essere  che  u- 
jia  sola  maggiore  di  ^  -,  che  una  sola  la  quale  cada  fra  *t  e  fi  ; 

che  una  sola  Ja  quale  cada  fra  fi  e  y  ;  e  così  di  seguito  ;  ed 

infine  che  una  sola  può  essere  minore  della  più  piccola  delle 
quantità  ,  fi^  ,  yt  ec.  :  imperocché  se  «  e  J3,  per  esempio,  fosse- 
ro nello  stesso  tempo  maggiori  della  quantità  .*  ,  siccome  fra 
Je  due  radici  *  e  fi  deve  necessariamente  cadere  una  radice  dell' 
equazione  (  —  )  =  o ,  questa  radice  sarebbe  allora  maggiore  di 
*f  ;  dunque  *%  non  sarebbe  la  maggioro  delle  radici  dell'  equazio- 
ne (~)  =  o  come  si  supponeva:  egualmente  se  due  radici  fi  e 
7  cadessero  nello  stesso  tempo  fra  le  due  *  e  fi^  siccome  fra 
fi  e  y  deve  necessariamente  cadere  una  radice  dell'  equazione 
(  ~  )  —  o ,  questa  radice  raderebbe  anche  fra  ^  e  fi  contro  l' i- 

potesi ,  poiché  si  suppone  che  queste  si  seguano  in  ordine  di 
grandezza,  e  così  di  seguito..  Infine  se  molte  delle  radici  a  fi 
y  ec,  fossero  minori  della  più  piccola  delle  radici  *t  ,/3  ,y  ecl 

siccome  fra  di  esse  dovrebbero  cadere  alcune  delle  radici  di 
Tom.  IL  V 
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(^)  =  o,  sarebbero  quest'  ultime  radici  minori  della  più  picco- 
la delle  medesime ,  ciò  che  è  assurdo . 

E  qui  osserviamo  che  questa  dimostrazione  solo  conclude , 
una  sola  tra  le  radici  «  ,  p ,  y  ec. ,  essere  maggiore  della  più  gran- 
de delle  radici  «| ,  p  ec  ,  una  sola  minore  della  più  piccola  ;  ed 

una  sola  cadere  fra  due  consecutive  «t ,  p^ ,  ovvero  fii ,  y^  ec.  ; 
ma  più  radici  delle  a  ,,  pt  ec ,  possono  essere  maggiori  della  più 

grande  a  ;  più  radici  essere  minori  della  più  piccola  delle  radi- 
ci ecj  ed  infine  più  radici  delle  «t>/3  ce,  possono  ca- 
dere tra  due  consecutive  «  ,  p  ;  ovvero  /3  ,  y  ec 

Questo  premesso,  scriviamo  le  funzioni  (~) , (0 

ce ,  per  Fa: ,  "F"x ,  V'x  ec  ,  e  ciò  per  comodo  dei  calcoli  che 
siamo  per  fare . 

Poiché  abbiamo  in  generale 

F.r  =  (.v  —  *)(*  —  P)(x  —  y)  .....  xfxf 
c  evidente  che  sostituendo  »  in  luogo  di  x,  se  nessuna  delle  ra- 
dici u ,  p ,  y  ec  è  maggiore  di  a  ,  il  valore  di  Kv  sarà  positivo; 
e  se  la  sola  radice  a  è  più  grande  che  *  ,  il  valore  di  Fa:  di- 
verrà negativo  ;  poiché  nel  primo  caso ,  tutti  i  fattori  semplici 
saranno  positivi ,  e  nel  secondo ,  un  solo  sarà  negativo  7  mentre 
nei  due  casi  sarà  sempre  fx  positivo . 

Supponiamo  in  seguito  che  si  sostituisca  p  in  luogo  di  xy 

e  se  nessuna  delle  radici  « ,  P ,  y  ec ,  cade  fra     e  0  ,  questa 

sostituzione  darà  per  Vx  un  valore  del  medesimo  segno  di  quel- 
lo che  ha  dato  la  sostituzione  di  «( .  Ma  essa  darà  un  valore 

di  segno  contrario,  se  una  delle  radici  cade  tra  *  e  p^  Imperoc- 
ché é  manifesto  che  ogni  predotto  come  («  —  — *)« 

necessariamente  sempre  positivo  ,  finché  la  quantità  a  è  nello 
stesso  tempo  maggiore  o  minore  delle  qnantità  a  ,  P  ;  e  che  al 
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contrario»  è  necessariamente  negativo  se  la  quantità  a  cade  fra 
le  quantità      e       cioè  a  dire  se  è  maggiore  di      e  minore 

di  a  :  ora  la  sostituzione  di  »l  in  F*,  in  luogo  di  x%  ci  dà 

(*,— »)(«,—  p)(«  —  y)  x/v 

e  la  sostituzióne  di  pg  in  luogo  di  x  nella  stessa  funzione  dà 
(fl  —         —        _  —  y)  i  dunque  il  prodot- 

II  * 

lo  di  queste  due  quantità ,  cioè  il  valore  di  F<*4  X  F^  ,  sarà 
della  forma 

Dunque  questo  prodotto  sarà  positivo ,  se  nessuna  delle  quan- 
tità a  ,  /3  ,  y  ec.,  cade  tra  le  quantità  *  ,/3  ;  e  sarà  negativo,  se 

una  sola  delle  quantità  « ,  p ,  7  ec. ,  cade  tra  le  quantità  ^c^, 
poiché  /*i  e  /p  sono  sempre  positive  ;  per  conseguenza  i  valo- 
ri di  F«t  e  di  F/3|  saranno  del  medesimo  segno  nel  primo  ca- 
so ,  e  di  segno  differente  nel  secondo . 

Si  dimostrerà  egualmente  che  la  sostituzione  di  7  per  x  in 

Fx,  darà  mi  risultato  del  medesimo  segno  o  di  segno  contrario 
a  quello  della  sostituzione  di  $i ,  se  nessuna  delle  radici  *  ,  p  , 

y  ec. ,  cadetà  tra  ^  e  y  j  o  se  ve  ne  caderà  una  ,  e  così  di 
seguito . 

In  fine  se  rappresentiamo  per  »f  V  ultima  in  grandezza 
delle  radici  « ,  Px ,  ~/i  ec. ,  si  troverà  per  mezzo  dell'  espressio- 
ne, di  Fx  nei  suoi  fattori  che  il  risultato  della  sostituzione  di 
y.  invece  di  x  in  Tx  sarà  positivo ,  se  nessuna  delle  radici  a , 

p ,  y  ec. ,  sarà  minore  che  r  ,  ovvero  negativo ,  se  una  di  que- 
ste radici  sarà  minore  di  t  ,  essendo  esse  di  numero  pari  ;  c- 
gualmente  il  risultato  di  quella  sostituzione  sarà  negativo ,  se  nes- 
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suna  delle  radici  a  ,  0  ,  y  ec.  >  sarà  minore  di  r  ,  ovvero  posi- 

1 

tivo ,  se  una  di  esse  sarà  più  piccola  di  ^ ,  essendo  qneste  di 

numero  impari .  Ora  siccome  il  numero  delle  radici  immagina- 
rie è  sempre  pari  y  così  il  numero  delle  radici  reali  deir  equa- 
zione Tx  =  o ,  sarà  necessariamente  pari  o  impari  >  se  pari  o 
impari  sarà  il  grado  m  dell'  equazione . 

Porremo  adunque  giudioare  della  natura  delle  radici  di  una 
equazione  qualunque  del  grado  772  >  F-r  =  o  r  per  mezzo  di  quel- 
le dell'  equazione  F'x  =  o  che  è  sempre  di  un  grado  minore  di 
un*  unità  i  imperocché  avendo:  essa  le  radici  reali  «1 ,  p  ,  y  ec.  r 

*t  »  basterà  sostituirle  successivamente:  per  ar  neir  equazione  prò- 

posta»  e  concluderemo. 

i°.  Che  essa  avrà  o  non  avrà  una  radice  maggiore  df  «  se- 
condo che  F«t  sarà  <  o ,  ovvero  >  o  . 

30..  Che  essa  avrà  o  no»  avrà  una  radice  compresa  fra  <r  c 

P  secondo  che  Fp   sarà  di  segno»  differente  o  del  medesimo. 

segno  di  F* . 

30.  Che  essa  avrà  o  non  avrà  una  radice  compresa  tra  e 
y  ,  secondo  che  Vy^  sarà  di  segno  contrario  o  del  medesimo 
segno  di  Fp ,  e  così  di  seguito . 

E  che  infine  essa  avrà  o  non  avrà  una  radice  minore  di 
*  ,  secondo  che  F*4 ,  sarà  positivo  o  negativo  »  nel  caso  di  m 

impari  ;  e  negativo  o  positivo  per  772  pari . 

Conosceremo  adunque  con  queste  regole  non  solo  il  nume- 
ro delle  radici  reali  della  proposta,  ma  ancora  i  loro  limiti. 

§.  66.  Noi  abhiamo  fin  ora  supposto  che  1*  equazione  propo-  " 
sta  potesse  avere  delle  radici  immaginarie  e  reali  mescolate  in- 
sieme :  esaminiamo  ciò  che  deve  risultare  dalla  supposizione 
che  tutte  queste  radici  siano  reali. 

E"  primieramente  manifesto  che  1'  equazione  Fa;  =  0  del 
grado  772 ,  avrà  772  radici  reali ,  e  che  l'equazione  derivata  F'a?  =  o 
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del  grado  m  —  i  avrà  necessariamente  m  —  i  radici  reali ,  poi- 
ché fra  due  radici  reali  consecutive  dell*  equazione  J?x  =  o  , 
cade  necessariamente  una  radice  reale  della  J?x  =  o  :  per  la  stes- 
sa ragione  la  seconda  equazione  Y'x  =  o  avrà  necessariamente 
tutte  le  sue  radici  reali  ,  e  così  di  seguito . 

■  Così  la  prima  condizione  perchè  una  equazione  abbia  tutte 
le  sue  radici  reali ,  è  che  le  sue  equazioni  derivate  per  la  suc- 
cessiva differenziazione ,  abbiano  ancora  esse  tutte  le  lor  radici 
reali  ;  ma  tutte  queste  equazioni  potrebbero  aver  le  lor  radi- 
ci reali >  senza  che  la  ¥x  =  o  ne  avesse  alcuna . 

Supponiamo  adunque  che  le  m  ~  i  radici      ,  j3(  ,  y^  ec.  , 

dell'  equazione  Vx  =  o  siano  tutte  reali ,  e  vediamo  quali  sono 
le  condizioni  necessarie ,  perchè  le  m  radici  et ,  fi  ,  y  ec. ,  dell' 
equazione  Fx  =  o,  siano  ancora  necessariamente  reali.  Avendo 
noi  dimostrato  in  generale  che  delle  radici  reali  dell'equazione 
Yx  =  o  non  ne  può  cadere  che  una  sola  nell'  intervallo  fra  due 
radici  consecutive  dell'  equazione  Yx  —  o ,  e  che  una  soltanto 
può  essere  maggiore,  ed  un'altra  soltanto  minore  della  più  gran- 
de e  della  più  piccola  delle  radici  di  questa  medesima  equazio- 
ne,  è  ancora  evidente  che  se  tutte  le  radici  di  numero  m  dell'  e- 
quazione  Fa:  =  o  sono  reali ,  esse  debbono  necessariamente  esser 
tali  che  «  sia  maggiore  di  *  e  che  fi  cada  fra  «  e  fi  ;  che  y 

cada  fra  0f  e  y  ,  e  così  di  seguito  ;  al  contrano  se  esse  non  so- 

no  tutte  reali ,  siccome  in  questo  caso  il  numero  delle  reali  non 
può  superare  m  —  a  ,  esso  sarà  in  conseguenza  minore  del  nu- 
mero delle  radici  «f ,  fi^  ,  y^  ec. ,  ed  è  chiaro  che  la  stessa  di- 
sposizione non  avrà  più  luogo ,  e  vi  sarà  necessariamente  qual- 
che intervallo  tra  queste  ultime  radici ,  nel  quale  non  caderà  al- 
cuna radice  di  Vx  =  o ,  a  meno  che  nessuna  di  queste  radici  sia 
maggiore  o  minore  della  più  grande  o  della  più  piccola  delle 
radici  «  ,  fi  ,  y  ec. 

Dunque,  secondo  quanto  abbiam  sopra  dimostrato,  se  so- 
stituiamo successivamente  per  »  in  Fx7  tutte  le  radici  *x  ,filt 

y^  ec. ,  avremo  necessariamente  nel  primo  caso 
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F^  <  o  ,  F^  >  o  ,  Vy  <  o  ce  , 

e  nel  secondo  caso  vi  sarà  una  o  molte  di  queste  condizioni , 
le  quali  non  avranno  luogo . 

Per  un'  altra  parte  sostituendo  successivamente  le  medesime 
radici  «f ,  p  ,  y  ec.  nella  seconda  fuuzione  Yx ,  s*  avrà  sem- 
pre ,  come  abbiani  visto  sopra , 
Va  >  o ,  F"px  <  o ,  F  Vi  >  o  ce. 

Dunque  combinando  queste  condizioni  con  le  precedenti , 
si  concluderà  che  quando  le  radici  dell'  equazione  data  Fx  =  o 
sono  tutte  reali ,  le  quantità 

F«  xF«  ,  F04xF"/3  >  FyiXF>I  ec. ,  saranno  tutte  negative, 

e  che  al  contrario  ve  ne  saranno  delle  positive  se  1'  equazione 
data  ha  delle  radici  immaginarie  • 

Ora  se  si  fa  M(^)  (Vx)  =  y,  M  essendo  un  coefficien- 
te positivo  o  una  funzione  qualunque  essenzialmente  positiva  > 
e  in  seguito  si  elimina  x  per  mezzo  dell'  equazione  (^)  =  o , 
della  quale  »i  ,  fi  ,  y  ec.  5  sono  le  radici ,  s' avrà  un'  equazione 
iu  y  dello  stesso  grado  che  (~)  =  o>  e  le  radici  di  una  tale 

dx  ' 

equazione  saranno  i  valori  dell'  y  che  risulterebbero  dalla  sosti- 
tuzione successiva  delle  radici  «j ,  fii  ce.  in  luogo  di  x .  Dun- 
que se  questi  valori  sono  tutti  negativi ,  1'  equazione  in  y  non 
avrà  che  delle  radici  negative ,  e  per  conseguenza  tutti  i  di  lei 
termini  avranno  il  segno  più  ;  e  reciprocamente ,  se  tutti  i  termi- 
ni di  questa  equazione  avranno  il  segno  più  ,  essa  avrà  tutte  le 
radici  negative ,  e  i  valori  di  y  saranno  tutti  negativi . 

*  Possiamo  adunque  dedurre  di  qui  che  i  caratteri  della  real- 
tà delle  radici  dell'  equazione  Fx  =  o ,  sono  che  1'  equazione 

(  Jx  )  a^^a  t,me  le  sue  rac^ci  real*  »  e  C*1C  1'  C(lmzione  iQ  y  ri- 
sultante dall'  eliminazione  di  x ,  per  mezzo  di  quest'  ultima  e- 
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quazione  e  dell'  equazione  (  — )  .Fa?=j/>  abbia  tutti  i  suoi  ter- 
mini positivi . 

Applicando  i  medesimi  ragionamenti  ali  aquazione  (-1)=  o, 

si  concluderà  egualmente  che  i  caratteri  della  realtà  di  tutte  le 

sue  radici,  sono  che  l'equazione  (0)  =  o  abbia  tutte  le  sue 

radici  reali ,  e  che  1'  equazione  risultante  dall'  eliminazione  di  x 

per  mezzo  di  essa  e  dell'  equazione  (~)  (^)  ~y,  abbia  tutti 

i  suoi  termini  positivi,  e  così  di  seguito.  Dunque  infine  per  ave- 
re tutti  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell'equazione  Far=o, 
si  farà . 

i°.  y  =  Tx  (££)  >  Sl  eliminerà  x  per  mezzo  dell'equazione* 
(~p  =  o,  e  s'  avrà  la  prima  equazione  in  y  . 

2°.  Si  farà  _y  =  (^)(0),  e  si  eliminerà  x  per  mezzo  dell'e- 
quazione (^)  =  o,  e  s'avrà  la  seconda  equazione  in  y . 

3°.  Si  farà  y  =  ( )  e  si  eliminerà  x  per  mezzo  dell' e- 

quazione  (^J)  =  o,  e  s'avrà  la  terza  equazione  in  y,  e  così 
di  seguito . 

Queste  equazioni  in  y  saranno  m  —  i  di  numero ,  se  1'  e- 
quazione  Fx  =  o  è  del  grado  m . 

Ciò  posto  i  caratteri  della  realtà  delle  radici  dell'  equazio- 
ne Fx  —  o  saranno ,  che  tutti  i  termini .  di  queste  differenti  e- 
quazioni  in  y  siano  positivi ,  cioè  a  dire  dello  stesso  segno  che 
ha  il  primo  termine  in  ciascuna  equazione  . 

Ora  è  facile  vedere  che  1'  equazione  T?x  =  o  essendo  del 

grado  m ,  1'  equazioni  differenziali  (^)==o,(^)  =  oec.,  sono 

successivamente  dei  gradi  m  —  i ,  m  —  a  ec. ,  e  che  l' equazio- 
ni in  y  sono  egualmente  di  questi  stessi  gradi  ;  ciascuna  di  es- 
se darà  in  conseguenza  altrettante  condizioni  j  di  modo  che  il 
numero  totale  delle  condizioni  sarà 
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m  —  \  .-t.  m  —  2*4-  m  —  3  -h  .  .  •  .^3^24.1=;  2Ì?-=JJ. 

Ideile  equazioni  però  del  terzo  e  ilei  quarto  grado  le  con- 
dizioni si  riducono  ad  un  minor  numero  (c). 

67.  JLie  condizioni  trovate  per  la  realtà  delle  radici  di 
un  ordine  qualunque,  possono  servire  per  tutti  gli  ordini  supe- 
riori ;  così  potrebbero  facilmente  costruirsi  delle  Tavole  che  con- 
tenessero successivamente  i  caratteri  della  realtà  di  tutte  le  ra- 
dici ,  cominciando  dall'  equazione  del  secondo  grado ,  e  rimon- 
tando successivamente  all'  equazioni  dei  gradi  più  alti . 

Fer  dare  un  abbozzo  di  queste  Tavole 

Sia  Fa;  =  **  Hh  aAa?  -h  B,  ed  avremo  (~  )  =  2x  h-  2  A  , 
(0)=  i,  onde  ^=^.(0)  =        H-aA*H-B).i,  ed 

a:  h-  A  =  o  :  eliminando  adunque  x  per  mezzo  di  queste  due  e* 
qnazioni  af"  «Hh  2  Aa?  =  y ,  x A  =  o,  s'  avrà  y  H-  A1  — • 
B  =  o  ;  dunque  A*  —  B>  o,  sarà  la  condizione  della  realtà 
delle  radici  della  proposta, 

Sia  Fa?  =  x*  H-  3  A**  h-  3Ba;  H>  C  ==  p ,  ed  avremo 

(£)  =  3«-  h-  3 •  *  •  A*     3»;  (£)  =  6*  -t-  6A  ; 
dunque  ^  =      Hh  sAar4  -h  3Ba;  -f  C)(*»+A),  ovvero 
j  =  x4H-  4Aa:J  — h  3  (  A'H-B)  a?*  H-  (  3AB  H-  C)^  AC,  e  si 
dovrà  eliminare  ce  per  mezzo  dell'  equazione 
ce1  H-  aAa:     B  =  C  Per  questo  prenderemo  dall'  ultima  equa- 
zione i  valori  di  V  ,x4,  ed  avremo 
x>  =  —  (  B  h-  aAa;) a:  =  —  Brc  —  aAa»*; 

a4  =  —  B*s  —  2A»J           Bjc'  *-+•  aABa;  h-  4 A1**  =  (  4 A  — 

B)a?*H-  aABa;;  e  sostituendo  questi  valori  nell' equazione  in  y> 
avremo  un*  altr*  equazione  della  forma  seguente 
y  =  ax~  -\-bx      c  . 


fa  )  L*  Grango  „  De  la  Rcsolution  des  Equations  Numeriques       37.  » 
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Sottraendo  ora  cali'  equazione  qui  trovata  ,  1'  equazione 
ax*  -i-<iaAx-{-aJl  —  o,  s'avrà  y  =  (b  —  aaA)a?H-c —  aB: 
moltiplicando  1'  equazione  y  =  ax1  -f-  bx  -f-  c  per  ax  h-  2aA  » 
avremo  (ax-+iaA)y  =  a  x'  H-  a&ap*       ca*-*-  iAac 

za'Ax*  -t-  2aiAa? 

e  moltiplicando  parimente  a*4  -f-  naAx  -f-  aB  =  o  per  aa;-$-&, 
«'  avrà 

o  =  a V  -f-  aa'Ajc1  h-  aBx  H-  aZ>B 

-4-  aòx*   -i-  2a6Ax: 

sottraendo  una  dall'  altra  le  ottenute  equazioni ,  avremo  (  ax  H- 
2aA)jy  =  (ca  —  a*B)a:  -4-  aAac:  se  ora  per  mezzo  di  quest'ul- 
tima equazione  e  di  y  =  (  b  —  ia A  )  x  h-  c  —  aB  >  eliminiamo 
ar,  è  facile  vedere  che  avremo  per  y  un'equazione  della  forma 
y-t-My  h-N  =  o  che  ci  darà  le  due  condizioni  M>o,  N>o 
di  più . 

Sia  Fx  =  x*  H-  4  Ax?  -f-  6Bx*  -j-  4Cx  -f-  D  =  o  ;  avremo 
(g)  =  4^  -+  4.3Ao7*      6.2Bx  -4-  4C; 

(0)  =  4-3-*8     4-3  2Ax  -4-  6.2.B:  dunque 

j  =  (    -H-  4AxJ  h-  6Bx*  -f-  4C*  H*  D  )  (a?sH-2AwTH-B),  ed 

a?1  h-  3A*'  -4-  3BX  -4-  C  =  o. 

Sostituendo  nella  prima  equazione  (  eseguita  che  sia  la  mol- 
tiplicazione )  per  x*  ,  xs ,  x6  ;  i  valori  ricavati  dalla  seconda , 
avremo  un'  altra  equazione  di  questa  forma  y  —  ax*  -4-  bx2  h- 
ex  e  »  ed  eliminando  x,  avremo  per  y  un'  equazione  del  ter- 
zo grado  della  forma  yì  -H  Vy%  -h  Qy  R  =  o,  la  quale  ci  dà 
di  più  le  condizioni  P>o,Q>o,R>o. 

Potrebbero  facilmente  continuarsi  queste  ricerche  per  le  c- 
quazioui  dei  gradi  superiori . 

Le  condizioni  adunque  per  il  secondo  grado  sono 

A-_B>o 
Tom.  Il  X 
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Per  il  terzo  sono 

A*  —  B  >  o 
M>o,.N>o 

Per  il  quarto  sona 

A*-B>o 
M>o,  N>o 
P>o,Q>o,R>o, 

e  così  di  seguito  . 

E'  qui  riportiamo»  una  bellissima  conseguenza,  di  quanto  ab- 
biamo detto  sopra,  la  quale  De-Gua  ba.  dedotta,  da.  altri  prin- 
cipi . 

Se  nell'equazione  F#  =  o,  sostituiamo  a  h*  z  in  luogo  di 
x ,  si  ha  per  mezzo,  della  formula  dello-  sviluppo  delle  funzio- 
ni in  serie, 

Fa  H-  (fx)z  "**■ *+z"=o,  purché  dopo 

le  differenziazioni  si  faccia  x  =  a .  Facciamo  sparire  un  termi- 
ne qualunque  di  questa  equazione ,  quello  cioè  nel  qnale  si  tro- 
va la  potenza  z    determinando  a  per  mezzo,  dell'  equazione 

J»D  (») 

(£-f)  =  o>  ovvero  F  (a)  =  o.  Ora  noi  abbiamo  veduto  che 
se  tutte  le  radici  dell'  equazione  Fx  =  o  sono-  reali ,  i  valori  di 
F("_l)x  ed  F(*"*"l)x  sono,  necessariamente  di  segno  contra- 
rio per  tutti  i  valori  di  x  che  risultatio^  dall'  equazione  F  *  x  =  o  ; 

dunque  anche  i  valori  di  F(*_l  *a,  F*""*  '  *  a  saranno  di.  segni 

(  in- 
contrar j  per  tutti  i  valori  di  a  dati  da  F  a=<y. 

D'  onde  segue  che  se  facciamo  svanire  un  termine  qualun- 
que della  trasformata  in  z ,  i  due  termini  vicini  avranno  neces- 
sariamente segni  contrari ,  se  la  proposta,  ha  tutte  le  sue  radici 
reali  ;  per  conseguenza  ella  avrà  delle  radici  immaginarie ,  se  i 
termini  vicini  a  quello  che  sparisce,  hanno>  gli  stessi  segni. 

„  Questo  eccellente  pezzo  d*  Analisi  per  1'  applicazione  del 
„  Calcolo  Differenziale  alle  equazioni,^  del  Geometra  La-Grange, 
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e  forma  la  Nota  Vili,  della  sua  Teorìa  sopra  la  risoluzione 
-,,  delle  equazioni  numeriche*  . 

§.  68.  Quando  non  si  possono  avere  le  radici  esatte  di  una 
-equazione,  1  unico  -compenso  è  quello  di  cercarle  approssimata- 
mente, e  per  tale  approssimazione  di  Tina  grandissima  risorsa  so- 
no le  serie  ;  per  questo  noi  ci  occuperemo  ora  della  soluzione 
di  un  Problema ,  dal  quale  dipende  la  ricerca 'delle  radici  dell'e- 
quazioni espresse  per  serie. 

'Nel  Tomo  IV.  della  Società  Italiana,  il  Goemetra  Profes- 
sore Pietro  Paoli  si  propone  e  dà  una  completa  soluzione  di  que- 
sto Problema  ,,  Dato  un  numero  qualunque  d' equazioni  z  =  ò, 
„  z  =o,  z"  —  o  ec.,  tra  le  variabili  x  ,y '  t ,  u  ec,  esprime- 
»  re  una  funzione  qualunque  <p  delle  medesime  variabili  per  tan- 
„  te  di  esse.,  -quanto  :.è  il  loro  numero  diminuito  del  numero  dell' e- 
„  quazioni  z  =  o ,  z'  —  o ,  z"  =  o  ec.  n 

3$Jbn  potendo,  per  la  natura  di  questo  Trattato,  aver  qui  luo- 
go la  soluzione  generale  di  tal  Problema,  noi  ci  limiteremo  a 
risolverlo  nel  caso  ^ebe  sia  data  una  sola  equazione  z  =  o  tra 
le  due  variabili  a*,^,  e  si  cerchi  di  esprimere  una  funzione  qua- 
lunque F  delle  medesime  variabili  per  y  senza  x. 

Prendiamo  x  -f-  x  —  x  in  luogo  di.  x,  e  supponiamo  che 
sia  z  il  valore  di  z  quando  x  si  cangia  in  x  ,  avremo  allora 
per  il  Teorema  di  Tajlor  (  y  in  questa  operazione  resta  costante  ) 

B^O==^<«-*')(g)H-^(^)-1-<^fi'(0)H- 

Per  determinare  la  quantità  x  —  x  mediante  quest'  equa- 
zione, facciamo 

sc  —  x—  Az~{-  Bs'*  h-  Czfì  — h  Oz*     Es'f  h-  ec. , 
«  sostituendo  'questo  valore ,  avremo 


i6+  matematica  sublime 

*  A  ( d7  ) ^ "V  <  «£T 5   "    a~  ^  >  ^  — —  (  ^  )  — !-  ec. 

^    a. 3-  ™  a 

3.3  Kdx'tJ 

i 

Paragonando  i  termini  affètti  dalle  medesime  potenze  di  jsVa~ 
vremo 


(3)  -  C  = 

(4)  •  D  = 

ec. 


2 AB  /<*V\  .A'  \ 


(--> 


2AC  rrfVu^rrfV^43A^/</Vu_Al^) 
a" "  ^        '      3  *        '      a  •  3  V  dx''  '     •i  3  •  4  V  7 


L'  equazione  (i)  ci  da  =  ovvero 

T(T^=^^^)^qnimliB^  A(^).  Dall'  equazione  (a) 


si  ricava 
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Sìa"' 

A'  / 

e  perciò  C  =  -(£)  =  ±(d±j£>) .  Così  pure  I'  equazione 
(3)  ci  darà 

_  A  (rfB>      I  /        \       B/  db  \      t  /  4Vn          AB  f  J's'n 

(£) 

cioè 

(^)^^)H-^(^).  e  quindi 
D  =  ^(£)  =  - *-  {^lAKiU},  e  così  troveremmo 

•n   A  /  dD  \  A     rd<Ad[Ad{  Ad  A  ))  )  ~ì 


ec.  ec. 


Avremo  pertanto 

/df  Arff  Ad\)l  ■>     ,4  A  r  d<Ad[Ad  (  ArfA)l>  1  „.r    .  ec 
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essendo  A  =  —  — . 

—  §.  69.  Determinati  così  i  coefficienti  A  ,  B  ,  C  ec. ,  s'  avrà 
x  —  x  dato  per  una  serie  che  sarà  funzione  di  x'  e  di  y ,  e 
se  facciamo  x'  =  f,  essendo  f  una  funzione  qualunque  di  y  , 
avremo  x  —  x'  dato  per  una  funzione  soltanto  di  y  ;  e  sicco- 
me z,  ,  z  sono  funzioni  simili  di  x  e  di  x  ,  potremo  usare  z 
ed  a;  in  luogo  di  z  e  di  x  \  purché  ad  operazioni  eseguite,  si 
ponga  da  per  tutto  x  =/.:  .avremo  adunque  con  questa  condi- 
zione 


A  =  --' 

{^?^}H.ec. 

facendo  dopo  le  difRrenziazioni  a:  —f- 

Indichiamo  ora  per  F  quella  funzione  di  x  e  di  y  che  ci 
proponiamo  di  sviluppare  in  una  serie  data  per  y  soltanto ,  eli- 
minando la  x  in  virtù  dell'  equazione  z  =  o .  Se  poniamo  x'  — K 
a?  —  x  invece  di  ^ ,  avremo  per  il  Teorema  di  Tajlor 

F  =  F-4-  (x  -  V)  (£)  (0)  H-  L*^(^)H-ec, 

facendo  nel  secondo  membro  in  F,  (^)-»{^»),ec  »  x~f.  So- 
stituiamo ora  in  questa  formula  il  valore  di  x — x  dato  dall'e- 
quazione z  =  .0 ,  e  che  abbiamo  qui  sopra  .trovato.,  ,ed  avremo 

F=F-,-sA  {£(£)l£]H-*.[£]}.+.'{£x 

,rf(A</A)xrrfF-|    ,  A'/^Avrrf'F-,    .  A'  r^lX-i.  ?4  /    A  v 
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cioè 

F  =  F      zA  [£]  H-  «-V^-J  ■+  l:f  t  3?*-  J  ■+ 

facendo  nel  seconda  membro  dopo-  le  differenziazioni  x  =f = 

/«/zi.  y. 

Ma  si  può  giungere  ai  medesimi  risultati  per  un  altro  me- 
todo infinitamente  più  semplice  di  quello  seguito  dal  sopra  lo- 
dato Autore  :  infatti  riprendiamo  T  equazione 

*  —  x  —  Az  -4-  Bz'z  Ca'1  -t-  Da.'*  h-  ec.  :  questa,  differenzia- 
ta rapporto  ad  x'  diviene 

_  i  =  A  (£)  -*  z'  {(£,)  ■+  sB  (*')}  n-r'  {(  *)  h-  3GX 

(£)}-**''{(£)-*-4D(£:)}H-ec. 
che  ci  dà  immediatamente  queste  equazioni 
A(^)-M  =  oiiB(g)-i.(^)^oi;3C(^)-1.(g)  =  o! 

-*(£)  =  <>.*, 
dalla  quale-  si  ricava 
A  =  —  ~J-~  ; 


l6S  MATEMATICA  SUBLIME 

■n       l**lL  —  _A_  ( J<  Ai(A</Al>>  .  ea 

come  sopra 

Per  avere  ora  la  serie  che  ci  dia  il  valore  di  Far,  osser- 
viamo che  essendo 

x  =  x'-{~  Az'  H-  Ite  '     C*'1  — h  Ds'4  ec. 
Se  facciamo 

Fx  =  a  H-  H-  cs'4  -I-  ez%  ec,  sarà  a  =  Far',  e  perciò 
Fx  =  Fx'  h-      H-  cs'1  -f-  cz*  H-  ec. 

Differenziamo  quest'  ultima  equazione  rapporto  ad  x' ,  ed 
avremo 

o  =  (£)  -4-  H-  *'  {(£)  H-  .c<£)}  -+  **  {(£) 

la  quale  subito  ci  dà 

e  quindi  per  F  la  sressa  serie  che  abbiamo  trovata  sopra. 
—         $  ~o  Poniamo  1'  equazione  z  =-■  o  sotto  questa  forma  x  — 
f  _  S  --  o,  emendo  f  quella  l'unzione  di  .y  che  sopra  sostituì- 
vaino  in  l^o  di  x  dopo  le  differenziazioni,  e  p  una  iunzio- 
ne qualunque  di  x  e  di  y  :  avremo  allora 
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(il)  =  1  —         ed  A  =  L— ,  ovvero 

•  1     ^éx»  - 

Ass=_, _(*)_(*)•_(*)■-«. 
e  quindi 


-A-( 

a  34  V 


Sostituendo  questi  valori  in  quello  di  F  ,  ed  osservando 
che  z  =  —  <p  quando  x  =/,  avremo 

?  =  ^f(S)+»(i)(S)+f(*y(2)4 

-«•7<£J>    •+      (5)-»-  -H'<3>  (£>(£) 
^*(£>(£)+^(£)-(£) 


'      2        ydxx'  ^dx 


Tom.  //. 


a. 3. 4  ^*i*4' 
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la  qual  formula  si  riduce  alla  seguente 

nella  f^ale  dobbiamo  fare  dopo  Te  differenziazioni  *  — /• 

Se  p  ed  F  sono  funzioni  solamente  di  x ,  e  pouiairio  /=== 
,  di  modo  che  V  equazione  sia  ■3c=y-jrfxf  avremo 


CC. 


•  retili 

La  qual  formula  è  stata  data  la  prima  volta  dal  Celebra- 
La -Grange  nelle  Memorie  dell' Accademia  di  Berlino  del  1768, 
ed  in  seguito  nella  sua  Teorìa  delle  Funzioni  Analitiche  p.  104  ^ 
e  nella  Nota  XI.  della  Risoluzione  delle  Equazioni  Numeriche. 

Cerchiamo  adesso  il  valore  di  x  dato  dall'  Equazione  Alge- 
braica  del  grado  m . 

X™  h-  axm  ~l  -±bx*~2   -hp*H-3  =  o,  ed  avre- 
mo primieramente 

'  .  w  —  I  ,  m 

ora  facendo  Yx^=x,  px  =  -  * 

s'  avrà  per  il  valore  della  cercata  radice 

purché  si  faccia  /  =  —     dopo  le  differenziazioni. 

Sia  ora  m  =  1 ,  cioè  abbiasi  V  equazione  x*  ax  -f-  6  =  o  r 
ed  avremo  oc -t-^-^7  =  o>  «  ^indi  W  =  — 7:  dunque *  = 
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*  *•  i  4*'  i  5-«.**  «. 
*—  —  — -  ~~~  —  •  — —  .  - —  —  et. 

ss'        a    «*        23  «7 

Per  avere  V  altra  radice ,  diamo  alla  equazione  proposta  la 

forma  x~ì-a-i--^  =  Oied\n  questo  caso  sarà  py  =  —  —,y  = 
—  Ut  e  perciò 

<r  =  _aH-f  H-£-*-£~-h  ce. 

e  questa  sarà  la  seconda  radice  dell'equazione  del  secondo  grado. 
Si  vede  di  qui  come  potranno  (rotarsi  tutte  le  m  radici 

dell'  equazione  ac"  -4-  «xm   1  -4.  ......  -4.  pap  -4-9  =  0. 

Chi  brama  vedere  una  più  estesa  applicazione  del  Calcolo 
Differenziale  all'  Equazioni  Algebraiche,  legga  le  Note  IX ,  X , 
XI ,  della  citata  Opera  sopra  la  Risoluzione  dell'Equazioni  Nu- 
meriche, ed  il  Calcolo  Diflèrenziale  del  Sig.  Euler  ai  Capito- 
si XII  e  XIII 
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C      A      P.  V- 


Della  Trasformazione 
delle  Equazioni  Differenziali. 


maria  in  un'  altra  fra  due  nuove  variabiJi  r  ed  u ,  la  quale  ten- 
ga il  suo  luogo.  Supponendo  infatti  ad  arbitrio  x  =  <p(u  ,  £), 
y  =  v(u ,  t ),  ovvero  x  =  p,  y  =  f,  e  rappresentando  per  <p 
e  per  ¥  due  funzioni  di  ?z  er,  s'  avrà  F(p,,r)  =  o,  che  sarà 
un'equazione  fra  le  variabili  u  e  t. 

Ora  può  dimandarsi,  se  data  un'equazione  differenziale  tra 
due  variabili  x  ed  y  ,  potrà  egualmente  trasformarsi  questa  in 
un'  altra  equazione  differenziale  tra  due  nuove  variabili  u  e  t , 
e  come  ciò  potrà  conseguirsi . 

Per  rispondere  a  questa  questione,  premettiamo  che  se  si  ha 
un'equazione  F(ar,^)  =  o  tra  due  variabili  a?,.y,è  in  nostro 
arbitrio  considerare  la  y  funzione  di  x ,  ovvero  la  x  funzione 
dell'  y,  ma  allorché  dobbiamo  prenderne  i  differenziali ,  conviene 
stabilire  quale  delle  due  si  considera  funzione  dell'  altra ,  per  sa- 
pere rapporto  a  qual  variabile  dobbiamo  differenziare .  Se  poi  è 
d:ita  uu'  equazione  differenziale ,  allora  non  è  più  nulla  al  nostro 
arbitrio  ,  e  1'  equazione  differenziale  dice  da  se  medesima  quale 
è  la  variabile \ rapporto  a  cui  sono  presi  i  differenziali,  ovvero 
quale  delle  variabili  è  considerata  funzione  dell'  altra . 

Infatti  se  essa  contiene  (4?  ec. ,  allora  le  differen- 


i 
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ziàli  sono  prese  rapporto  ad  x ,  ed  y  è  considerata  funzione  del- 
la x  :  se  essa  contiene  (^)>(^)  e0»  le  differenziali  sono  al- 
lora prese  rapporto  ad  yi  ovvero  a?  vi  è  considerata  funzione 
di  y  :  non  possono  però  mai  sussistere  equazioni  che  nello  stes- 
so tempo  contengano  (^)>(^)»(J^)>(^)ec»  poiché  la  sup- 
posizione per  ottenere  le  differenziali  della  y  rapporto  ad  x ,  non 
è  compatibile  nello  stesso  tempo  con  quella  che  porterebbe  le  dif- 
ferenziali della  x  rapporto  ad  y . 

Ciò  premesso,  sia  data  un'equazione  tra  x  ed  jr  e  (^)>  « 

si  voglia  trasformare  in  un*  altra  tra  due  variabili  u  e  t ,  ed  il 
differenziale  di  una  di  queste  variabili  rapporto  all'  altra .  Sup- 
poniamo x  —  <p  (u ,  t)  =  pi  y  —  ¥  (u  ,  t )  =  T >  e  consideria- 
mo u  come  funzione  di  t ,  di  modo  che  V  equazione  trasforma- 
ta debba  essere  tra  u ,  t  e  (  d~  ) .  Ora  essendo  u  funzione  di  t , 

sarà  necessariamente  x  funzione  di  t ,  ed  y  parimente  funzione 
di  poiché  ambedue  sono  funzioni  di  u  e  di  £,  e  di  più  y 
era  funzione  di  x  -,  dunque  differenziando ,  come  abbiamo  inse- 
gnato sopra  (  §  io.  ) ,  avremo 

=  (g)  e  perciò  in  questa  supposizione 

(J£)  =  (g)  :  (£);  ma  da  un  altro  lato 


(?.)= 


Se  adesso  sostituiamo  nella  proposta  ^(a,?)  iuvece  di  a:, 

y(k>0  invece  di  ^ ,  ed  il  ritrovato  valore  per  avremo 

un'equazione  trasformata  in  u,t  e  (~}>  la  quale  terrà  il  luo- 
go della  proposta . 
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Così  avendo  l'  equazione  (4  )  =  F  (  x ,  y  )  comincieremo  dal 
trasformarla  in  (^):(^)=F(a?l<y),e  quindi  invece  di  x ,  y  , 

* 

(^),(^)  vi  sostituiremo  i  loro  valori  dati  dall'equazioni 

^  =  T,  x  =  Qy  e  dai  loro  differenziali . 

Per  farne  un  esempio,  sia  data  l'equazione 

e  poniamo  x  =  u-\- 1>  y  =  ut;  avremo  allora  ( ~)  =  (^)  -4- 1 * 
= u~+t(-)>  e  quindi  sostituendo  in  »,H-fly(*):(^)==o 
le  nuove  variabili,  s'avrà  (bH-O'^ a^  {a H- * ('^ )} •  {»  -+ 
=  o  ,  ovvero  («H- O'H- ("  H- O'  <  ^)  H-omV  -+ 
fluf,(^)  =  o1  ovvero  ( u  -h  * )*  aut  •+  {(  u  -t-  t  )a  •+ 
ató*y (^)  =  0,  equazione  che  tiene  luogo  dell'altra  in  xedy. 

Sia  V  equazione  da  trasformarsi  del  secondo  ordine ,  con- 
tenga cioè  ancora  (0  ):  se  facciamo  (£)  =  z,  avremo  (  )  = 
(^);  ora  nel  caso  della  trasformazione,  cioè  considerando  z 
come  funzione  di  x  ,  ed  x  come  funzione  di  t ,  si  ha 

(£)=(S):0' e  i*rciì>  (g) -($)•■  (5 )s  » ia  ^ 

stesso  caso  (£)  =  (      :  (^)  =  Si  dunque 

»  ■ 
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ed  eseguendo  la  differenziazione,  s'  avrà 

(2) =(£)•-(&(£;)  ••(*>•. 

Sostituendo  allora  nella  proposta  per  (^)  e  per  le 
ritrovate  espressioni ,  essa  conterrà  *>^(;£)>(^)>(£r)>(^}>  • 

e  per  ciò  ponendovi  in  seguito  per  xyy%  '(è)  ec.,  i  valori  dati 
da  x  =  <p  (u ,  £),  y  =  T  (w  ,  £) ,  e  dai  differenziali  di  queste  , 

s*  avrà  un'  equazione  trasformata  in  u ,  r>,  (~  )  ,  (  ^J) ,  che  terra 

il  luogo  della  proposta . 

Sia  1'  equazione  da  trasformarsi  del  terzo  ordine,  contenga 

«ioè  ancora  (0):  facciamo  (0)  =  z,  e  sarà  (Q)  =  (£); 
sto  caso  si  ha 

(O)-l-L  .f.  ij:(fr) 

ove  noo  altro  si  deve  fere  che  eseguire  le  differenziazioni  per 
ivere         esPresso  in  (0) •  (£)  >  (£)  e0  »  e  »' avri 

*    (5)'     <$)*       (5)'  (£)' 

Lo  stesso  metodo  ci  insegna  come  trasformare  1'  equazioni 
degli  ordini  superiori. 
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§.  72.  Risulta  dunque  da  ciò  che  si  è  detto  al  §.  antece- 
dente che  considerando  in  nna  equazione  x  ed  y ,  funzioni  di 
un  altra  variabile  t ,  dovremo  in  essa  fare  le  seguenti  sostitu- 
zioni 

<g>  =  <S)'(£>  =  * 
ec  ec. 

Se  ora  un*  equazione  differenziale  nella  quale  è  considera- 
to y  funzione  di  x ,  si  vorrà  trasformarla  in  un'  altra,  nella  qua- 
le sia  viceversa  x  funzione  di  y,  allora  supponendo  che  t ,  rap- 
porto a  cui  si  hanno  i  differenziali  nelle  formule  superiori,  di- 
venga la  stessa  y ,  sostituendo  y  per  t  in  quelle  formule,  ed 

osservando  di  più  che  la  differenziale  (^)  è  in  questo  caso  l'u- 
nità ,  avremo  da  sostituire 

«  :(£)  Per  (£)■  e  per  (g),  c  così  di  Se- 

guito . 

Così  noli'  equazione  P-f  Q(^)  =  o,  jf  è  considerato  co- 
me funzione  di  x ,  e  le  differenziali  sono  fatte  rapporto  ad  x  : 
vi  si  ponga  1  :  (g)  invece  di  (£),  e  s'avrà  P('£)-f- Q  ==  o , 

equazione  trasformata  che  tiene  il  luogo  della  proposta ,  e  vi  è 
considerato  oc  come  funzione  di  y ,  o  la  differenziazione  vi  è 
fatta  rapporto  alla  variabile  y . 

L'  equazione  del  secoudo  ordine 

p-*Q(£)-*-RO  =  °. 
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nella  quale  y  è  considerato  come  funzione  di  * ,  si  trasforma 
(  ponendo  «  :(*)  per  (*),  e  -  (£):(*)'  ÌD 

ove  i  differenziali  sono  presi  rapporto  ad  jr,  ovvero  »  è  consi- 
jdcraco  come  funzione  di  y  . 

Facciamo  qualche  esempio.  ,^ 

Abbiasi  r  equazione.?  (£)  -4-  = 

e  si  vaglia  trasformare  in  no»  altra  nella  quale  i  differenziali  sia- 

no  presi  rapporto  ad  y .  N    * 

Fatte  le  opportune  sostituzioni,  la  nostra  equazione  diverrà 

ove  £  considerato  *  funzione  dell' jr. 

La  stessa  equazione  H-*($)  =     vogliasi  trasfor. 

mare  in  un'altra  tra  le  variabili  ">r>e(^),(^)  essendo 
h  ^.  r,  x  =  ut.  S'  avrà  primieramente 

^{($)  =  (S)}^«<(S)!(5)*-^-^:^),>&"i'! 
Or.t*)=(4)^M(S!)  =  (g)»(S)— ^'(sMy)- 
8(--)-h£(J?)t  dunque  sostituendo ,  avremo 


(kH-0 


[.*'(£)]'  J 


Tom.  //• 
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ovvero  ridncendo 

{■H-'}[iH-(i)][«-i-t(*)r-«- (£n  - 

[iH-(^)][s(i;)H-t(^)]  =  («vw)[B^^^)]» 

equazione  del  secondo  ordine  fra  le  due  nuove  variabili  u>t>. 
ed  i  loro  differenziali . 

§•  73  Riguardando  y  come  funzione  di  x  ,  se  a?  aumenta 
di  ima  quantità  indeterminata  w,  una  equazione  <p(xyy)  =  o 
tra  a?  ed  ^ ,  ci  dà  T  equazione  differenziale  dei  primo,  ordine 

P  ^f.  Q ( ^)  =  o;  e  se  x  è  la  variabile  che  noi  rignardiamo  co- 

me  funzione  di  y ,  ovvero  y  è  la  variabile-  che  aumenta-  della 
quantità  uv  per  darci  l'equazione  differenziale ,  allora  dall'equa- 
zione <p  (  a; ,  y  )  =  o  otteniamo 

P(  t-)  H-  Q  =  o.  Ma  se  nell'  equazione  Q  —  o  non  è  già  la  a; 

o  la  >  che  aumenti  di  w,  ma  è  una  data  funzione  F(x,y) 
delle  variabili  x ,  y  la  quale  aumenta  di  w  ,  quale  sarà  allora 
1'  equazione  differenziale  ? 

l'acciaino  F(x  ,y)  =  t,  ed  eliminando  a:  ovvero  y  ,  per 
mezzo  delle  due  equazioni  <p  =  o  r  F  =  o,  s'avrà  un'equazio- 
ne fra  y  e  t >  ovvero  fra  a:  e  t  ,  della  quale  sarà  facile  pren- 
dere la  differenziale  rapporto  a  t .  Data  però  1'  equazione  diffe- 
renziale P-j-Q(£)  =  o,  come  potrà  trasformarsi  in  un'  altra. 

che  abbia  i  differenziali  rapporto  a  t  ? 

Essendo  t  una  funzione  di  a;  e  di  yr  ed  y  una  funziono 
di  xr  saranno  in  conseguenza  le  variabili  x  ed  y  funzioni  di  t; 

dunque  1'  equazione  P  H-  Q(~  )  =  o,  si  trasformerà  (  § .71  )  iu 

(I)....  P(*)h-Q($)=0. 

Ora  eliminando  da  questa  equazione  x  e  ( —   per  mezzo) 
di  P(a:,y)  =  ^>  c  della  di  lei  differenziale 

C2)'-"(£)(S)-*-(^)^)=s0*  avrcmo  un'  equazione  di 
questa  forma 
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R-!-S(-)  =  o;  e  questa  sarà  la  ricercata  equazione  dif. 
ferenziale .  M  avremmo  potuto  egualmente  twvare  un'equazione 
tra  x  ,  £,  e  (^)  eliminando  y  e  . 

Nella  stessa  maniera  se  fosse  data  un'  equazione  differenzi- 
le di  qualunque  ordine  in  x,y,  (£)>(£)  ec. ,  e  si  volesse 

trasformare  in  un'altra  nella  quale  i  differenziali  fossero  presi 
rapporto  a  /,  essendo  ;  =  F(«,jr),  si  comincierebbe  dal  ri: 

durre  IV equazione  proposta  a  contenere  soltanto  x  -,  y,  f  £ì,féi 

(  ^  )  ec,  e  quindi  s'eliminerebbe  or,  (£) ,  (£}  ea,  per  mezzo 

dell'equazione  /  =  F(*,jr),  e  delle  sue  differenziali  rapporto 

a  t ,  ed  in  questa  guisa  s'  otterrebbe  una  trasformata  in.y,  (Ù)  f 

Se  poi  invece  di  essere  data  fra  *,.y,  e  t  l'  equazione 
ovìtnc  un'equazione  differenziale  .del  primo 

questa  terrebbe  luogo  dell'equazione  (a),  potrebbe  per  mez- 
zo  di  essa  eliminare  dall'equazione  (i)  la  differenziale  {**), 
ma  resterebbero  sempre  le  due  variabili  *  ed  y ,  e  Y  equazio- 
ne, cui  condurrebbe  quest'  eliminazione,  F  Q'(£)  =  o  con- 
terrebbe x,y,  e  (£),  essendo  le  variabili  *  ed  j  considerate 

come  funzioni  di  t.  Per  eliminare  anche  x ,  converrebbe  avere 
1  equazione,  dalla  quale  dipende  la  data  Y  =  i . 

Se  r  equazione  da  trasformarsi  fosse  di  un  ordine  più  ele- 
vato del  pomo ,  allora  prendeudo  le  differenziali  dell'  canario* 
ne  r  =  i  ,  s  avrebbero  le  .equazioni  necessarie  per  eliminare 
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(~£),(^)  ee. ,  e  si  troverebbe  una  trasformata  in  ar,^,(£), 
(£)  ec 

§.  74.  Rendiamo  più  chiara  questa  Teorìa  per  mezzo  d'  al- 
cuni esempj . 

Sia  1'  equazione  xn-;(^)  =  o,  e  proponiamoci  di  tras- 

formarla  in  un*  altra  che  abbia  i  differenziali  rapporto  a  t  »  es- 
sendo xy  =  t . 

S'  avrà  primieramente  (  §  70  ) 

x(%)     y(%ì  ^  0r  or*  difTerenzianda  «y  =  f>  sarà 

a-(£)  H- y{%)  —  1  »  dunque  sostituendo  «  =  1; 

£  {'  -f(5)  }H-^(ft)  =  °>  °VVer(> 

4n-(.y —  ^r)(r)  =  °»  *a  «pale  sarà  la  trasformata  che  si 
voleva . 

Data  la  stessa  equazione  acH-;(^)  =  o,  si  voglia  trafor- 


mare in  un'  altra  con  i  differenziali  rapporto  a  t ,  essendo  data 


fra  x  1  y  et  qaest'  equazione  y{~)  =  1  • 


dt 


Essendo  x,y  funzione  di  r,  avremo  primieramente 
*(£)H-.y(g)==o,  nella  quale  facendo  (£)  =  i-,  si  troverà 
la  trasformata  richiesta  —     y  (^)  =  o  .  Per  eliminare  a?  con- 


verrebbe avere  1'  equazione ,  dalla  quale ,  per  mezzo  della  dif- 


me,  dotta 


ferenziazìone  dipende  .y  {f~ 

-u  ( 

4/X 


Sia  ora  1'  equazione  x  -h  (^)*  -*-y(pi)  —  o>  e  fra 
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si  abbia  (£)5  -f.  (^)*  =  i  :  avremo  primieramente 

e  quindi  ponendovi  per  (£),        -(£)")>  «  per  (£), 
(*)(£?)••✓{«-(*)').«»«* 

>(S)*(S)^(i-(4)*)  =  o. 

( 

la  quale  equazione  contiene  i  differenziali  rapporto  a  t . 

§  75.  Le  formule  differenziali  le  quali  contengono  (^)y 

(jp)  ec ■»  si  possono  egualmente  che  l'equazioni,  trasformare  in 

altre  ove  si  trovino  i  differenziali  di  x  e  à'  y  rapporto  ad  u- 
na  nuova  variabile  t  i  per  questo  basterà  sostituire  in  esso  le 

espressioni  di  ce.,  trovate  per  tale  oggetto  al  §  71. 

Ridotta  così  una  formula  a  contenere  le  differenziali  (~e)> 
(£0  ec. ,  ,  (^2)  ec  ,  potranno  da  essa  eliminarsi  i  differen- 
ziali rapporto  ad  una  variabile  a:,  ovvero  jr,  per  mezzo  dell'e- 
quazione che  stabilisce  la  relazione  tra  x,y  e  la  nuova  varia- 
bile ,  e  delle  di  lei  equazioni  differenziali . 

Quando  per  stabilire  la  suddetta  relazione  è  data  un'equa? 
zione  differenziale  (  §  antecedente  ) . 

*(*>J»(5)>(£))==">  ovvero  T  =  1 ,  allora  essendo  (£)  = 
o,  (£ì)  —  ©  ec. ,  snoie  anche  dirsi  che  la  trasformazione  è  fat- 
ta o  deve  farsi  nella  supposizione  che  v{x  ,y  ,  (£) ,  (£))  sia 


> 
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una  quantità  costante  ,  o  che  abbia  i  differenziali  nulli  ;  così 
udì'  ultimo  caso  del  §.  antecedente ,  la  trasformazione  di  x  h- 

(j*         (;£;•)  ^  °  (  equazione  in  cui  dx  è  sopposto  costante  ) 

si  dice  che  deve  farsi  nella  supposizione  che  sia  costante 

(*)•,  ovvero  -4-  (6)'). 

Egualmente  se  un'  equazione  nella  quale  le  differenziali  so- 
no prese  relativamente  ad  oc ,  vuole  trasformarsi  in  un'  altra  nel- 
la quale  le  differenziali  siano  relative  ad  y  ,  suole  dirsi  „  che 
„  quell'  equazione  nella  quale  è  costante  dx ,  deve  trasformarsi 
„  in  un'  altra  nella  quale  è  costante  dy  „ . 

Infatti  trasformata  quell'  equazione  in  (1*)  ,  (£)  ,  (^)  ce, 
vi  faremo  y  =  t>  ed  in  conseguenza  (0)  =  i ,  (^f)  =  o  ce  , 

per  il  che  la  trasformata  non  conterrà  che  (  p  ) ,  (     )  ec. 

Proponiamo  per  esempio  di  trasformare  la  formula 
(iy.)  :  v^(  i  -f-  (—)" )  in  un'altra  nella  quale  i  differenziali  sia- 
no presi  rapporto  a  f,  essendo  v/((^)1«4-(^)')=i.  Ponen- 
do in  questa  formula  (£)  ;  (£)  per  (£),  avremo  (g):  v'CC^)1^ 
(^)*)'  espressione  che  si  riduce  a  (0)  per  essere  V{{jtY  H- 

(£)•>=•• 

Noi  non  ci  estendiamo  di  più  sopra  queste  trasformazioni, 
poiché  quanto  abbiamo  detto  ne  contiene  l' intiera  Teorìa ,  e  ci 
riserbiamo  a  darne  ulteriore  spiegazione  >  allorché  ci  verrà  il  bi* 
sogno  di  farne  uso  • 
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P-  VI. 


Prime  applicazioni  del  Calcolo  Differenziale 
alla  Geometria  ed  alla  Meccanica, 


§•  ^^Toi  avevamo  determinato  di  dar  con  tutta  la 
JJ^I  possibile  estensione  le  applicazioni  alla  Geo- 
metria ed  alla  Meccanica  nel  fine  del  Calcolo  Integrale  ;  ma 
siccome ,  seguendo  un  tal  metodo ,  non  avremmo  potuto  tramez- 
zare le  sterili  Teorìe  dell*  integrazioni ,  con  Problemi  interes- 
santi e  celebri  per  avere  esercitati  i  primi  inventori  dei  Cal- 
coli Differenziale  ed  Integrale  ;  così  abbiala  cangiato  consiglio , 
e  destinato  abbiamo  questo  Capitolo  ad  alcune  di  siffatte  appli- 
cazioni :  le  chiamiamo  prime  per  distinguerle  da  quelle  più  su- 
blimi interessanti  ricerche  Geometriche  e  Meccaniche ,  delle  qua- 
li parleremo  nel  seguente  Volume . 

Prime  Applicazioni  alla  Geometria . 

(  Fig.  1  )  Si  abbiano  dne  curve  qualunque  EF ,  E'F'  riferi- 
te a  dne  assi  ortogonali  AB,  AC.  Siano  le  coordinate  della  pri- 
ma curva  AP  =  w,PM  =  jr,  fra  le  quali  si  abbia  l'equazio- 
ne ir  =/u3 ,  indicando  per  fu  una  qualunque  funzione  di  w: 
le  coordinate  della  seconda  curva  siano  AP'  =p  ,  P'M'  =  q  , 
fra  le  quali  abbiasi  la  relazione  q  =  Fp ,  essendo  Fp  una  fun- 
zione di  p .  L'  equazione  adnnque  t  =.fw  rappresenta  la  cur- 
va EF ,  e  1'  equazione  q  =  Fp  la  curva  E'F' . 

AfHuchò  le  due  curve  abbiano  un  punto  comune,  è  neces- 
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v.  sui  io  che  ad  una  certa  ascissa  comune  corrisponda  nelle  due  cur- 
2'  l'  ve  una  stessa  ordinata  .  Sia  AN  =  x  quest'  ascissa  comune,  e  sia 
NH  —y  V  ordinata  che  vi  corrisponde  :  converrà  per  V  esisten- 
za del  punto  comune  alle  due  curve ,  che  mentre  w  ascissa  della 
prima  curva ,  diviene  x ,  1'  ordinata  t  divenga  jire  quando  p 
ascissa  della  seconda  curvai  diviene  x  ,  V  ordinata  q  divenga  pa- 
rimente y  ;  ovvero  che  si  abbia  y  ~fx\y  —  Fx>  d'onde  fx  = 
Fx .  Quest'  ultima  equazione  in  x ,  ci  darà  il  valore  dell'  ascis- 
sa re  che  corrisponde  al  punto  comune  N .  Se  la  risoluzione  di 
quest'  ultima  equazione  ci  dà  per  x  un  valore  immaginano ,  le 
due  curve  non  possono  allora  segarsi . 

Abbiano  le  due  curve  uu  punto  H  comune,  sia  cìob  fx  = 
Far ,  ed  esaminiamo  il  corso  di  queste  curve  al  di  là  di  quel 
punto  .  • 

Facciamo  nelle  due  equazioni  t  —  fa ,  q  =  Jtp ,  co  =  x 
fi,  p  =  acH-0,  etl  avremo  t=/(xh-J),  q  —  F(x  Sa- 
rà dunque  OQ  —f  (  x  h-  0  1'  ordinata  della  prima  curva  EF , 
e  OR  =  F(  x  h-  fi  )  l'ordinata  della  seconda  E'F',  corrispon- 
denti ambedue  alla  stessa  ascissa  AO  =  x  -\-  d .  Queste  due  or- 
dinate ,  le  quali  cadono  evidentemente  una  sopra  1'  altra  >  sono 
distanti  dall'  ordinata  NH  =y  della  quantità  NO  =  0  . 

La  differenza  RQ  =  F  (  x  -h  ó  )  — / (  x  h-  Ò  )  di  queste  due 
ordinate,  sarà  la  distanza  dei  due  punti  R>Q  delle  curve,  cor- 
rispondenti all'  ascissa  AO ,  misurata  questa  distanza  sopra  la  di- 
rezione dell'  ordinata . 

^Sviluppando  in  serie  le  due  funzioni  F(a;  H-  0»  f(x 
6  )  per  mezzo  del  Teorema  di  Tajlor ,  avremo  (  rammentiamo 
che  Fx  —fx ,  e  quindi  Fa:  — fx  =  o  ) 

*Q  =  {(£)  -  (£>}•-  {(£>  -  -<■{(£)-. 

(  Ti  )  r — ec- 

yJxl  ' J  2.3 
» 

Si  vede  primieramente  che  questa  distanza  RQ  Farà  tanto  mi- 
nore, e  per  conseguenza  le  curve  tanto  più  si  avvicineranno, 
qua  irò  maggiore  sarà  il  numero  dei  termini  che  svaniranno  al 
principio  di  questa  serie;  se  dunque  oltre  essere  Fx  =fx1  fòs- 
se ancora  {''fx)  =  (^)>  la  differenza  RQ  sarebbe  minore,  e  le 
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the  curve  s'avvicinerebbero  di  più,  che  se  questa  condizione 
non  avesse  luogo;  se  fosse  anche  =  (£{ gl'avvicinamen- 
to crescerebbe  di  più ,  e  così  di  seguito . 

Ma  per  vedere  più  chiaramente  in  che  consistono  questi 
differenti  gradi  di  ravvicinamento ,  noi  considereremo  nna  -terza  p. 
curva  E  T  '  riferita  ai  medesimi  assi .  Siano  r  ed  5  le  coordi-    !&'  2' 
nate  di  questa  curva ,  la  quale  sia  espressa  dail'  equazione  s  = 
or .  Supponiamo  che  anche  essa  passi  per  H  ;  quando  dunque 
r  =  nr,  sarà  s=j/,  e  perciò  <px  —  fx  =  l?x. 

Sia  ora  JIQ  =  D,  RR"=  A  ,  ed  avremo 

D  =  F[n.8)-/(xH.«),A  =  F(a;H-«)-M*H.O 

sempre  che  D  sarà  minore  di  A  »  la  terza  curva  non  passerà 
fra  le  due  prime  ;  e  se  per  qualunque  valore  di  •  ,  comunque 
si  voglia  piccolo  o  grande ,  sarà  sempre  D  <  A  ,  la  terza  cur- 
va E'  F'  per  tutto  il  suo  corso  al  di  là  del  punto  N,  non  potrà 
mai  passare  tra  le  due  prime  curve  EF,E'F'. 

Acciocché  4a  terza  curva  potesse,  dopo  il  punto  comune, 
continuare  il  suo  corso,  almeno  per  un  certo  tratto,  tra  le  altre 
due  curve ,  bisognerebbe  che  per  il  valore  di  $  corrispondente, 
a  quel  tratto,  non  avesse  luogo  la  condizione  suddetta;  non  fos- 
se cioè  D  <  A  •  Finché  però  le  funzioni  sono  tali  che  sussiste 
questa  condizione,  la  terza  curva  non  passerà  fra  di  esse. 

Sviluppiamo  le  funzioni  f(x  -4-  6),  F(arH-0)>  P(*H-G) 
in  serie  per  mezzo  delle  formule  del  (  §.  36.  ),  prendendo  i  due 
soli  primi  termini  dello  sviluppo  non  trascurando  però  u  resio, 
ed  avremo 

/(*  -f.  «  ) =/*  -e  «  (%)  h.  e/-  (* 

F(.x-H-9)  =  F*-f-8(£)-f-^F'(.r-i-7) 

essendo  j  una  quantità  maggiore  di  zero  e  minore  di  6  ;  que- 
sta quantità  j  potrà  essere  diversa  nei  tre  sviluppi ,  ma  dovrà 
essere  sempre  contenuta  tra  gli  stessi  limiti .  Sarà  dunque 
Tom.  Il  A  a 
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- 

D  =  r,-/I  +  i{(J- (£)  >    £  {  p-(*  +  j)  - 
/'(*->-»} 

A  =  F*  -         t  {(£)  -  (<?)}  ■+  £  <P-(«  -+/)- 

- 

Ma  avendo  le  tre  curve  un  punto  cornane  corrispondente' 
all'  ascissa       è  Fx  =/a?  =     i  dunque 

D = •  {(£)  -  (*>}   t  {**(*•*•./)  -  /•(*-*•»> 
A  =  «  {(£)-(£)}  -+t  { • 

Supponiamo  frattanto  clus  nelle  due  prime  curve  si  abbis 
)="(;£)»  ed  allora  s' avrà  per  D  quest'espressione 

Ora  finché  ncll'  espressione  ili  A  sussisterà  il  termine  mol- 
tiplicato da  0,  potremo  dare  a  0  un  così  piccolo  valore,  che  la 
quantità  A  divenga  maggiore  della  D ,  astrazione  fatta  dai  se- 
gni :  infatti  se  rappresentiamo  per  P  la  quantità  che  è  moltipli- 
cata per  6*  ncll'  espressione  di  D  ,  c  per  Q  la  s'unii  quantità 
nell'  espressione  di  A  i  si  avrà  D  <  A  >  quando 

£p<fl  {(2)  — (2)}  ovvcro  quando 

£(P  -  Q)  <  5  {(£)•-  (£)')  >  ovvero  quando 
!L(p— Q)<(!?)  —  (£);  ora  il  primo  termine  di  quest'ulti- 

ino  nnporto  diminuendo  continuamente  col  diminuire  di  ? ,  ne 
se^no  che  potrà  prendersi  0  così  piccolo ,  che  non  solo  il  primo 
termine  dì  qnest'  ultimo  rapporto  eguagli  il  secondo  ,  ma  ancora 
che  sia  minore  di  lui,  per  il  che  ancora  D  sarà  minore  di  A> 


Digitized  by  Google 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  VI.  ,g? 

c  tutti  i  valori  di  0  minori  di  questo,  goderanno  a  più  forte  ra- 
gione della  stessa  proprietà  (a) . 

Dunque  per  questo  valore  di  0  e  dei  snoi  minori ,  non  po- 
trà mai  essere  la  differenza  A  minore  della  D  »  cioè  non  potrà 
mai  il  punto  R"  cadere  tira  i  punti  R ,  Q  ;  non  potrà  perciò  la 
terza  curva  continuare  il  suo  tratto  fra  le  due  prime  curve  al 
di  là  del  punto  comune ,  o  passare  per  mezzo  ad  esse ,  se  la 

quantità  (-)  —  (—)  non  si  annulla ,  ovvero  se  non  è  = 

(~  )  ;  e  se  quest'  ultima  .equazione  è  vera ,  allora  non  La  luogo 

la  conclusione  precedente . 

§.  77.  Supponiamo  che  il  ravvicinamento  delle  due  prime 
curve  sia,  tale  che  si  abbia  nel  punto  comune  alle  due  curve  non 

solo  Fx=fx,  (£)«=<*),  ma  ancora  (£)==  (£()  • 

Sviluppiamo  in  serie  le  ordinate  corrispondenti  all'  ascissa 
a?-M,  e  fermiamoci  al  terzo  termine  tenendo  conto  del  resto; 
avremo 

F(»H.i)»p.H.i(2)H.f(5)H.£r(«^) 

f(x-t-t)  =fx  -+•  J  (~)  ■+  -J  (jji)  -+■  ^f"{x  *+./) 
ora  Fx  =/*  =  ?>*,  {£)  =  (£)  ,  (£)  =  (£f)  ;  dunque 


(a)  Faccio  osservare  Ja  differenza  che  patta  tra  1* aumento  6  indeter- 
minato, ed  il  dx  infinitesimo.  Questo  debbe  esser  minore  di  ogni  quanti- 
tà assegnabile ,  di  modo  che  non  puossi  concepire  una  grandezza  più  pic- 
cola di  Ini ,  e  quello ,  cioè  il  0 ,  lo  considero  diminuire  finche  renda 

-^-(P  -  Q)  =  (^?)  -  e  Posso  immaginare' allora  una  infinità  di  al- 

tri valori  di  u  più  piccoli  di  quello  ,  per  i  quali  ,  il  primo  membro  dive- 
nendo minore  del  secondo ,  nascerebbe  l'assurdo. 
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RQ  =  D  =  {IT  («  +j)  -fix^j) }  JL 

RR"  =  A  =  é  {(£)  -  {(£)  -  (0)}     •  •  •  • 

Con  un  ragionamento  simile  a  quello  fatto  al  §  anteceden- 
te ,  proveremo  che  se  i  termini  moltiplicati  per  le  potenze  di  • , 
0*  ncll'  espressione  di  A  non  sono  nulli ,  potrà  prendersi  $  così 
piccolo  che  la  quantità  A  superi  D,  astraendo  dai  segni. 

Si  rappresenti  infatti  per  P  la  quantità  moltiplicata  per  ~ , 

■*  ■  3 

che  è  nel  valore  di  D;  per  Q>  quella  che  moltiplica^;  e  per 
Il  quella  che  moltiplica  -~  ncir  espressione  di  A  »  ed  avremo- 

A  =  »{(£)-(g)}-^?Q^2iis^ 

sarà  dunque  D  <  A  se 

£  p  < 8  {<£)  -  (*»  - 1 Q  -  £ 11  •  <™  se 

il  (  p  _  R  )  _  _i  Q  <  (£)  _  (g)  :  ora  il  primo  termine  di 

qnesto  rapporto  diminuisce  continuamente  col  diminuire  di  $;  dun- 
que egli  arriverà  non  solo  ad  essere  eguale  al  secondo  termine , 
ma  ancora  ad  esser  minore ,  nel  qual  caso  sarà  D  -£*A  - 

Se  poi  la  seconda  e  la  terza  curva  fossero  tali  che  (^)  = 
allora  avremo  A  =  -Q-h  —  R;  in  questo  caso  ancora 
possiamo  prendere  6  così  piccolo  da  rendere  D  <  A  .*  infatti  sa* 
là  D  <  A  quando      P  <  ^  Q  -t-  ^-    »  ovvero  quando  -  (  P  — 

R  )  <  Q  ;  ciò  che  potrà  sempre  accadere ,  se  Q  non  è  nullo 
da  se  medesimo ,  poiché  in  questo  rapporto  il  primo  termine  di- 
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minuisce  continuamente  col  diminuire  .0 ,  ed  il  secondo  rc-,ta  co- 
stante . 

Dunque  non  potrà  mai  RR"  esser  minore  di  RQ  ,  ovve- 
ro la  terza  curva  non  potrà  mai  passare  fra  le  due  prime ,  se 

no»  è  (£)  =  (£),(£)==(<•£). 

Proveremo  nella  stessa  maniera  che  avendo  le  due  curve 
EF ,  E'F  nel  punto  comune  non  solo  Vx  =fx ,  ma  ancora 

<£) = (£mS> = (£).<£■?>=(#>.  J»  «««»  «™  e"p", 

la  quale  ha  lo  stesso  punto  comune  con  loro ,  non  potrà  (  al 
di  là  di  questo  pnnto  )  passare  tramezzo  ad  esse  ,  se  essa  non 

*»  O  =  O  '  (£>  =  (0)  '  O  =  (£)  i  e  così  di  «e- 
guito . 

Dunque  se  in  dnc  curve  che  hanno  un  pnnto  comune ,  le 
differenziali  prime  dell'  ordinate  corrispondenti  a  questo  punto  co- 
mune sono  eguali,  nessuna  altra  curva  avente  lo  stesso  pnnto  co- 
mune con  esse ,  può  passare  fra  di  loro  quando  non  abbia  an- 
cor essa  la  differenziale  prima  della  corrispondente  ordinata  e- 
guale  alle  differenziali  prime  dell'  ordinate  dell'  altre  curve  • 

Se  poi  in  quelle  due  prime  curve  ancora  s'  eguagliassero 
fra*di  loro  le  differenziali  seconde  dell'ordinate  del  punto  comu- 
ne ,  non  può  allora  alcuna  altra  curva ,  dotata  dello  stesso  pnn- 
to comnne  ,  passare  tramezzo  ad  esse  ,  se  oltre  la  differenziale 
prima ,  anche  la  differenziale  seconda  della  di  lei  ordinata  per 
quel  punto  comnne,  non  eguagli  le  altre  differenziali  prime  c 
seconde ,  c  così  di  seguito . 

Queste  curve  adunque,  parlando  con  precisione  Geometrica, 
non  coincidono  che  in  nn  sol  punto ,  ove  le  ordinate  sono  egua- 
li ,  e  1'  eguaglianza  delle  differenziali  prime  e  seconde  di  ques/e 
ordinate,  non  le  rende  più  o  meno  coincidenti  negli  altri  punti; 
ma  essa  le  fa  tanto  avvicinarsi  che  nessuna  altra  curva*  per  la 
quale  non  sussiste  quest'eguaglianza,  può  passare  fra  di  esse. 

Questa  Teorìa  dei  Contatti  che  si  deve  all'  immortale  La- 
Grange ,  ci  da  la  vera  idea  dei  diversi  gradi  di  ravvicinamento 
delle  curve ,  ai  quali  si  dà  il  nome  di  Contatto ,  Osculazio- 
ne ec. 
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§.  78.  ]\Ia  limitando  un  poco  la  generalità  di  queste  ricer- 
che ,  applichiamoci  a  qualche  esempio . 
Y1<r  «  Sia  al  solito  t  =./ìo  1'  equazione  della  curva  EP ,  e  pro- 
0  **'  poniamoci  di  paragonarla  con  una  linea  retta  qualunque  .  Noi 
abbiamo  rappresentata  per  g  =  Fp  V  equazione  della  curva ,  al- 
la quale  si  voleva  paragonare  la  proposta  :  ora  siccome  Y  equa- 
zione di  una  linea  retta  qualunque  ET'  è  q  =  a-i-bp ,  a  e 
b  essendo  due  costanti  che  determinano  la  posizione  della  retta, 
avremo  dunque  nel  nostro  caso  Fp  =  a-hbp. 

Dovendo  la  linea  retta  ET'  avere  un  punto  comune  H  con 
la  curva  EF  ,  dovrà  essere  fx  =  Fx  =  a  ^  bx  ;  e  per  mezzo 
di  quest*  equazione  potremo  determinare  una  delle  due  costan- 
ti a ,  b . 

Supponiamo  in  seguito  (g)  =  (£)  =  ^iLjti'J  ,  ed  avre- 
mo =  b;  così  i  valori  di  a  e  di  saranno  b  =  {£)  f  a  = 
fx  —  A'(j£)i  l'equazione  adunque  della  linea  retta  E'F' ,  la 

quale  ha  un  punto  H  di  comune  con  la  curva  EF ,  ed  ha  in 
questo  punto  la  differenziale  prima  della  sua  ordiuata,  eguale  al- 
la differenziale  prima  dell'  ordinata  della  curva ,  è  q  =  fx  — 

x  (i(f)-f-p  ove  p  e  q  sono  le  due  coordinate,  e  l'ascis- 
sa x  è  quella  che  conviene  al  punto  H  comnne  alla  retta  ed  al- 
la curva ,  ed  è  riguardata  costante  relativamente  a  tutti  gli  altri 
punti  della  retta  medesima . 

Essendo  nel  punto  comune  H  non  solo  fx  =  Fx ,  ma  an- 
cora       =  (~),  nessuna  altra  retta  (  §.  antecedente  )  potrà  a- 

vere  lo  stesso  punto  H  comune ,  e  passare  fra  la  curva  e  la  pri- 
ma liuea  retta  ;  infatti  sia  s  =  <pr  =  g  -t-  hr  V  equazione  di 
un  altra,  retta  qualunque  ;  affinchè  essa  passi  per  il  medesimo 
punto  comune,  bisognerà  che  sia  <px=fxi  ed  affinchè  essa  pos- 
sa passare  tra  la  curva  HF ,  e  la  retta  HF',  bisogna  che  di  più 

sia  (^)  =  (£)  =  (&) .  Per  adempire  a  queste  due  condizioni 
si  ha         lix  =fx,  h  —  (y) ,  dalle  quali  si  ricavano  per  g9 
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e  per  h  gli  stessi  valori  ritrovati  per  a  e  per  b  \  quest'  ulti- 
ma retta  caderà  adunque  sopra  la  prima . 

Dunque  se  noi ,  seguendo  le  idee  degli  antichi  Geometri , 
chiamiamo  tangente  ad  una  curva  quella  retta ,  la  quale  aven- 
do un  punto  comune  con  la  curva  non  permette  ad  alcuna  al- 
tra retta  che  abbia  lo  stesso  punto  comune»  di  passare  tra  c?sa 
e  la  curva  ,  la  retta  che  noi  abUiamo  determinata,  c  di  cui  l'e- 
quazione è  q=fx  —  x  (^)H-p  (^)  »  sarà  la  tangente  delta 

curva  EP  nel  punto  H- 

Possiamo  anco»a  prendere  subito  y  —fx  per  V  equazione 
della  curva  ;  ed  allora  V  equazione  della  tangente  ad  essa  nel 
punto  corrispondente  all'  ascissa  x,  sarà  q  =  a  -f.  bp  ,  essendo 

*  =  (£)• 

Neil'  equazione  alla  linea  retta  q  =  a  -4-  bp  ,  è  facile  ve- 
dere che  b  esprime  la  tangente  dell'angolo  FL'B,  che  questa 

retta  fa  con  l' asse  delle  ascisse ,  e  che  —  ±  h  V  ascissa  AL' 

h 

del  punto ,  ove  la  retta  sega  1'  asse  ;  poiché  in  questo  punto  do- 
vendo essere  q  =  o  si  ha  p  =  —  ~  ;  dunque  questa  retta  ET' 
essendo  tangente  nel  punto  H  corrispondente  all'  ascissa  x ,  sarà 

la  tangente  dell'angolo  che  essa  fa  con  Tasse,  ed 
x  -+  j.  =  x  H-  (y  -  x  (g)  )  :  (  £)  =  y  :  (£),  sarà  la  porzione 

NE'  =  NA  —  AE'  dell'  asse ,  alla  quale  si  dà  il  nome  di  Sut- 
tangente  ■ 

Conoscendo  la  tangente  (~)  t  si  ha  il  coseno  dello  "stesso 
angolo  =  ^— ,  ed  il  seno  =  (?.)  .V(  1  -+  (^V")- 

Di  più,  se  rappresentiamo  per  i  =  «4 ^'  1' equa/ione  di  _ 
un'altra  retta  OP  che  passi  per  il  medesimo  punto  Hi  r  ed  s    :2  4* 
essendo  le  due  coordinate  di  essa,  s'avrà  nel  punto  comune  H, 
r  =  p  =  x ,  s  =  q=yt  dunque  a  •+  6x  =  *     fix ,  e  se 
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vogliamo  che  questa  retta  tagli  la  prima  sotto  u a  angolo  E  H  O, 
la  cai  tangente  sia  m ,  siccome  b  e  p  sono  le  tangenti  degH 
angoli  HEB,HOB,  avremo  per  le  conosciate  formule  di  tri- 
gonometria 

ta»g.  BOB  =  tana-  (  HE  B  -».  E  HO  )  =  >  « 

perciò  P  =         =  "  ;  sarà  dunque  z  —  a~\-(b  —  p)x  = 

G      ^ii*!]^  —  a  —  nella  quale  bisognerà  sostituì- 

m  * 

re  i  ritrovati  valori  per  a  e  per  b . 

Se  questa  seconda  retta  OP  diviene  MIIL  perpendicolare 
alla  tangente,  allora  l'angolo  EHM  diviene  retto,  e  la  sua  co- 
tangente i  =  o  :  abbiamo  allora  P  —  —  -~ , 

«  ==  a  -h  ^_(_L"fJ1)-  = 


ed 


±iJ  =  a  -t-  ~  h-  arò  ;  sostituendo  per  a  e  per  6 
i  ritrovati  valori,  avremo  p  =  tang.  HMB  =  —  i  :  (^)i 
«  =  AM  —y  H-  a:  :  (  j£)  ;  e  T  equazione. di  questa  perpendico- 
lare sarà  s  =  y x  :        —  r:(£)- 

Avremo  poi  —  I  per  la  tangente  dell'angolo  HMB, 

che  LM  perpendicolare  ad  E'F,  fa  con  Tasse;  ed  i  :(£)  sa- 
ri la  tangente  del  supplemento  HMA .  Questa  perpendicolare 
HM  chiamasi  Normale  • 

La  porzione  poi  NM  intercetta  fra  1'  ordinata  e  la  norma- 
le ,  e  che  chiamasi  Subnormale,  sarà  =  AM  —  AN;  ma  AM  = 

■--,  =  {- 9 -*■■&}■•{- 
dunque 

Trovate  le  formule  della  suttangeute  E'N ,  e  cella  subnor- 
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male  NM,  sarà  facile  trovare  quelle  della  tangente  stessa  E'H, 
e  della  normale  MH:  infatti  essendo  HE^=v'((E'N)*^(NH)1), 
HM  =  V «NM)J H- (HN)*0,  avremo 

he- = vi/  '(%)*-*•/)= *  { 1  ■+ :  <S> 
HM=v/{/.(gr-*-y)=^v{i^(gr}.  ^ 

Facciamo  alcuni  esèmpj. 

Sia  EHDP  una  -mezza  Ellisse  ,  riferita  ai  due  assi  EC  ss 
^  j       _  5;  si  cercano  la  tangente,  la  suttangente ,  la  norma-  B  s*  5% 
le  e  la  subnormale  al  punto  H  corrispondente  ad  una  ascissa*. 
Se  r origine  dell'  ascisse  si  suppone  nel  punto  E,  sarà  EN  = 

x,       =>,  e  T  equazione  dell'Ellisse  sarà  y*  =  £(aa»  —a'). 

Le  formule  esprimenti  i  valori  delle  suddette  linee ,  sono 
date  in  x ,  y  e        :  abbiamo  il  valore  di  y  dato  in  x  per  mez- 
zo  dell'  equazione  della  enrva  ;  cerchiamone  dunque  il  valore  di 
(à.)  per  mezzo  della  differenziazione; 
essendo  y  =  j  V  (  aaa?  —  x%  ) ,  differenziando  s' avrà 

=   V'"^.  ;  avremo  pertanto 

E<N  =  suttang.  =y  :(£)  =  (  f  V  (  2ax  -  x*  )):  f^^^ 

t,JN==— *  ^  NC— 

Abbiamo  adunque  nell'Ellisse  NC:NE::NP:  snttangente. 
La  sostituzione  di  y  e  di  nelle  altre  formule  ci  darà  le  es- 
pressioni della  tangente,  normale  e  subnormale.  I  nostri  Let- 
tori s'  eserciteranno  nel  farla . 

Se  invece  di  prendere  l' ascisse  dal  pnnto  E ,  si  fossero 
prese  dal  centro  C ,  1'  equazione  allora  dell'  Ellisse  sarebbe 

Tom.  IL  Bb 
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stata  y  =  ^  v/(a*  —        c  differenziando  avremmo 

^ì^^^^)''031  chc  8i  ricava  ; 

«irtai^  =  -         =  -i±±^=JLÌ  =  _  5^2,  ed  il  se- 

gno  negativo  ci  avverte,  che  essa,  relativamente- all'  ascissa*  ar , 
ba  una.  posizione  opposta  a  quella  che  aveva  nel  primo  caso. 
Se  ncll' equazione  dell'Ellisse  si  fa  a  =  b  ^  essa  diviene 
,  l'equazione  del  Circolo,  e  Y  espressione  della  suttangente  rima- 
ne la  stessa  . 

Yì{t.  6,        Per  un  altro  esempio  si  cerchi  la  suttangente  nella  Loga-- 
°"      ritmica  EHF ,  corrispondente  al  punto  H  . 

Facendo  AN  =  x ,  NH  =  y ,  T  equazione  della  Logaritmi- 
ca è  x  —  mly,  essendo  m  il  parametro  co?rante  (  che  in  questa 
curva  si  chiama  Modulo  )  il  quale  fa:  differire,  questa  Logarit- 
mica; da  un'  altra . 

Differenziando  quell'  equazione  si  ha 

*(*!)==  i ,  ed  in  conseguenza  suttang.  —  E'N  =y  :  (^)  =  w: 

dunque  nella  Logaritmica :  là  suttangente  è  sempre  costante  =ot,. 
qualunque  d' altr' onde  sia  il  punto  a  cui  corrisponde. 

§.  79.  Abbiamo  esaminato  il  contatto  che  può  avere  una  li- 
nea' retta  con  una:  curva  qualunque  ;  esaminiamo  ora  quello  che 
può  avervi  il  Circolo . 

Sia.  EHP  una  curva  rappresentata  da  essendo  t,w 

le  sue  coordinate;  e  sia  il  Circolo  EHF'  che  abbia  il  punto  H 
di  comune  con  quella  curva  .  Siano  p  e  q  le  coordinate  AG , 
OD  del  Circolo  ;  c  il  raggio  ;  a  ,  b  le  coordinate  AP ,  PC  del 
suo  centro <  C  ,  e  la  sua  equazione  sarà  (  P  —  a)1       (q  — 
o)=c. 

Da  quest'  equazione  si  ricava 

«2  =  6  ^.  V{c—  (jr—  a  )'}■:: 

rappresentando  (  §.  76  )  adunque  per  q  =  VpY  equazione  del- 
la curva  da  paragonarsi  con  EF  ,  avremo  <  nel  nostro  caso 

Fr>  ~  b  H-  V{cx  —  (  p  —  a  )"}  ,  e  quindi 


Kg-  ?• 
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Fac  =  5  -t-  v^C  -(.*-  «)  >,  (£)  =  -  Tp^Tr,. 

Se  ora  supponiamo  che  nel  punto  comune  H,  debba  esse* 
re  Fx  =fx  =  y ,  (^)  =  (^)  =  (è),  bisognerà  ^determinare 

a  e  6  in  maniera  che  siano  sodisfatte  queste  condizioni , 
La  seconda  di  quell'equazioni  ci  dà 

ì/(c  —  (x  —  a)x)  =  —  (  x  —  a)  :  (£)  ,  dalla  quale  si  ricava 

x  —  a  =  c      )  :  v7 (  i  H-  (  - )* ) •  Dalla  prima  poi  abbiamo 

y_6  =  v'(c'-(*-a)')=-(.r-a).(^)  =  -c:v'(tH. 

(A)'),  dnoqne 
«  =  *-  C(g)  :✓.(  i  ■+  6  =J>  -+  c  :      I  -J-  (£)') 

Se  dunque  riguardiamo  il  raggio  c  come  una  quantità  de- 
terminata, non  rimangono  più  arbitrane  nell'equazione,  e  con- 
cluderemo che  il  circolo  ET' ,  il  cui  centro  C  è  determinato 
dalle  coordinate  AP  =  a,  PC  =  6,  ha  non  solo  un  punto  H 
comune  con  la  curva  EF,  ma  di  più  in  questo  punto  la  diffe- 
renziale prima  dell'  ordinata  del  circolo,  eguaglia  la  differenzia- 
le prima  dell'  ordinata  della  curva  . 

Quest'  ultima  circostanza  fa  sì  che  nessnn  altro  circolo  dcl- 
'lo  stesso  raggio  può  avere  quel  punto  H  comune,  e  nello  stesso 
tempo  passare  fra  il  primo  circolo  e  la  curva  i  infatti  suppouen- 
do  ciò  possibile,  sia 

s  =  <pr  —  (  h  h-  V{  e'  —  (  r  —  g  )*  )  1*  equazione  del  secondo 

circolo,  il  cui  centro  c  determinato  dalle  coordinate  h  e  g. 
Dovendo  per  ipotesi  questo  nuovo  circolo  avere  lo  stesso  pun- 
to comune  II ,  e  passare  fra  il  primo  circolo  e  la  curva ,  biso* 
gnerà  (  §.  76  )  .che  non  solo  sia  <px  =  fx  =  y  ,  ma  ancora 

^^=^7^~^È^:  dttei'm]'nando  ora  le  coordinate  htg  in 

nìodo  da  soddisfare  a  queste  condizioni ,  ricavando  cioè  i  valori 
di  g  c  di  h  da  queste  due  equazioni 
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g)l(j^)>  avremo  per  g  e  per  h  i  medesimi  valori  ritrovati  per 

a  e-  per  b  ;  il  nnovo  circolo  avendo  adnnqne  il  medesimo  fag- 
gio- del  primo  >  ed  il  centro  nello  stesso  punto  del  primo ,  si  con- 
fonderà* o  coinciderà  con  esso  . 

Dunque  chiamando  Tangente  in  un  punto  H  di  una  cur- 
va ,  quel  circolo  ,  il  quale  avendo  un  determinato  raggio  c  , 
non*  permette  che  un  altro  dello  stesso  raggio  abbia  la  stesso  pun- 
to comune  e  passi  tra  esso  e  la  curva ,  il  circolo ,  le  coordina- 
te del  cui  centro  sono  a  =  x  —  c  (^)  -V(  i  -t-  (£)*)» 

y  :  V (  r  -j-  {jxT)  >  sara  ^  circolo  Tangente  della  curva  EF 
nel  punto  H. 

Questa  conclusione  ha  luogo  qualunque  sia  il  valore  del  rag- 
giò c  :  dunque  possiamo- riguardare  c  come  indeterminato  nell'es- 
pressioni di  a.  e  di  6 ,  e  per  ciascun  valore  che  daremo  al  rag- 
gio c  »  avremo  diversi  valori  per  a  e  per  Ò ,  i  quali  determi- 
neranno in  conseguenza  diversi  punti,  o  i  diversi  centri  G',C"ec, 
dei  circoli  tangenziali  E"HF" ,  E"HF"  ec. 

Queste  ordinate  a  ,  b  apparterranno  allora  ad1  una  linea  ret- 
ta, l'equazione  della  quale  risulterà  dall' eliminazione  di  c.  Ese- 
guita questa  eliminazione  per  mezzo  dell'  equazioni  a  =  x — 

c(£):V(  ih- (£)'),  à=y^c:\f(i-h{gyy,  avremolV 
quazione  b  =  y  h*  (  x  —  a  )  :  (  4p  per  rappresentare  questa  ret- 
ta HCC'  ec.  In  qnest'  equazione  x  è  riguardata  come  costante; 
a  j  b  sono  le  coordinate  dei  diversi  punti  C  ,  C  rC"  ec. 

Questa  linea  HGC  ec. ,  essendo  il  luogo  Geometrico  di  tut- 
ti i  centri  der  circoli  tangenti  della  curvar  nel  punto  H ,  sarà 
normale  alla  curva;  ed  infatti  la  di  lei  equazione  è  la  stessa  che 
Y  equazione  della  normale  trovata  di  sopra  (  §  78  )>  avvertendo 
che  ivi  abbiamo  indicato  per  r ,  s  quelle  coordinate  che  qui  so- 
no rappresentate  da  a  ,  b  . 

Frattanto  tra  tutti  i  diversi  circoli  che  soddisfanno  alle  con- 
dizioni Tx  ~fx=y,  (^-F)  =  se  ne  può  trovare 

Wm  ili* 
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uno,  il  qaale  soddisfaccia  anche  alla  condizione  (0 )  ==  é=s 
(^,)>  determinando  opportunamente  il  raggio  e. 
Per  questo,  avendo  ritrovato  superiormente 

e  quindi  *-  z  =  (0): 

V(c^(.v~a)5)=:-(ar-a):(g)  =  «-—jdunqn* 

,,,,  <«-Kf»* 

(£2)  =  ,  ed  in  conseguenza; 

c  =  (i  h-  (£)*)*  :  e  questo  sarà  il  valore  del  raggio  del 

circolo  tangenziale  che  soddisfa  a  quella  terza  condizione.  So- 
stituendo qnesto  valore  di  e  nei  valori  di  a  e  di  6, -s'avran- 
no ancora  le  coordinate  del  di  Ini  centro,  e  sarà 

-(È)(.^(jr):(3>/- 

ò«jrHr(lH.(^)-):(0). 

Le  tre  costanti  a ,  5 ,  c  che  entrano  nelT  equazione  gene- 
rale del  circolo ,  essendo  in  questa  guisa  determinate ,  possiamo 
concludere  che  nessun  altro  circolo  potrà  passare  tra  la  curva 
proposta ,  e  quello  che  è  determinato  dai  valori  delle  a  ,  b  ,  c  ; 
infatti  acciò  un*  altra  curva  qualunque  riferita  alle  coordinate  r 
ed  s,  e  rappresentata  dall'equazione  s  =  pr,  possa  passare  tra 
la  curva  ed  il  circolo  ,  di  cui  si  tratta ,  bisogna  che  si  abbia 

(£>=(£)  =  (£),  e  c£)=(0)  =  (£). 

Ora  se  questa  curva  è  un  circolo ,  indicando  per  g,h,k 
le  quantità  omologhe  alle  a,6„c  del  primo  circolo,  avremo 

per  <px ,        ,  (^)  delle  espressioni  in  g ,    ,  fc  simili  a  quel- 
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le  in  a,ò,c  ottenute  per  Fjc,  (j?) ,  (0)  ;  danque  le  tre  equa- 
zioni che  avremo  per  k  determinazione , di  saranno  ne- 
cessariamente le  stesse  che  quelle  trovate  per  a,6,c:  dunque 
avremo  \ttr  g ,  7i  ,  A:  gli  stessi  valori  che  per  a,  J,c,  e  per 
conseguenza  il  nuovo  circolo  sarà  il  medesimo  che  il  primo,  coin- 
cidendo perfettamente  sopra  di  lui . 

Questo  circolo  pertanto  avrà  relativamente  ai  circoli ,  la  me- 
desima proprietà  che*  ha  la  tangente  a  riguardo  alle  linee  ret- 
te .  Fra  la  curva  e  quella  retta  tangente  non  può  passare  nes- 
suna altra  linea  retta ,  ed  egualmente  fra  la  curva  ed  il  circo- 
lo, da  noi  determinato,  non  può  passare  nessun  altro  circolo. 

A  questo  circolo  danno  i  Geometri  il  nome  di  Circolo  Os- 
culatore o  di  Curvatura  perchè  si  avvicina  alla  curva  più  di 
qualunque  altro  circolo  ,  ed  in  conseguenza  ci  dà  la  misura  più 
prossima  della  curvatura  di  .una  curva.  Il  raggio  di  esso  si  chia- 
ma Raggio  Osculatore  o  di  Curvatura ,  ed  indicandolo  per 
K  ,  è 

§.  80.  Le  formule  da  noi  date  nei  §§.  antecedenti,  sup- 
pongono le  curve  riferite  alle  coordinate  ortogonali  x  ,y  :  se  pe- 
rò saranno  esse  referite  a  due  altre  qualunqne  coordinate  t  ,.a 
delle  quali  si  conosca  la  relazione  con  a: ,  y  ,  bisognerà  allora 
in  quelle  formule  cangiare  i  differenziali  che  erano  presi  relati- 
vamente alla  variabile  x ,  in  altri  presi  relativamente  alla  varia- 
bile t . 

Così  supponendo  y  =  Y  (  w  ,  £  ) ,  x  —  <p{u  ,t)  ,  dovremo 

- 

(  §.  73  )  invece  di  {^)  sostituire  (£):(£),  ovvero 

{(£)  ■+ .(£)  •  O) /■  {<£)H-  (£)  ■  (£)}  poaeodo  per  y  e 
per  x  i  respcitivi  valori;  ed  invece  di  (^)  dovremo  sostituire 

La  formula  adunque  della  suttangente  trovata  al  §.  78,  cioè 
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y  '•  (^)  diverrà  y  :  (^)  :  (^);  la  tangente  dell*  angolo  fatto  dul- 
ia tangente  alla  curva'  con  l'  asse  ,  la  quale  era  espressa  da  (~), 
lo  sarà  in  questo  caso  da' (■&)  :  (~  )  ;  il  coseno'dcllo  stesso  an- 
golo  sarà  (*):V-((*)«-H.(fiy),  («1  il  seno  (£):✓((£)*.* 
I»  formula  della  subnorinale,  cioè  y(S'),  diverrà  v ( 6 1  : 


{■£)  '*  egualmente  si  trasformeranno  le  formule  della  tangente  e 

della  normale ,  come  pure  quelle  delle  coordinate  del  centro  del 
circolo  osculatore . 

L'  espressione  del  raggio  di  curvatura  R  =    i  -f.  (  —  )a }  *  : 

si  cangierà  in 

R  —  — c ,   a  '  . —  — . ,  la  quale' si  riduce  a 


R_  {(g)^(S)'}1 


In  quest'  ultima  espressione  a:  ed  y  sono  considerati  come 
funzioni  di  t  ;  poiché  per  quanto  essi  si  suppongano  funzioni  di 
7i  e  di  t,  la  u  è  una  funzione  di  t  data  dall'  equazione  alla 
curva  tra  a  e  f  . 

§.  8i.  La  formula  ottenuta' per  il  raggio  di  curvatura  può 
ancora  trasformarsi  in  un'altra  più  semplice ,  la  quale  contenga 
nel  numeratore  la  differenziale  dell'  arco ,  piuttosto  "  che  quella 
dell'ordinata;  per  questo1  ricerchiamo  *  la  differenziale  di  un  ar- 
co data  per  la  differenziale  della  sua  ordinata  medesima . 

E*  principio  d'  Archimede  adottato  da  tutti  i  Geometri  An- 
tichi e  Moderni  ,  che  »  •  di  due  curve  o  •  di  due  linee  composte 
di  rette,  le  quali  hanno  le  concavità  voltate  da  una  medesi- 
ma parte ,  e  terminano  agli  stessi  punti  estremi ,  è  più  lunga 
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Fig.  8. 


»  quella  che  contiene  entro  di  se  1'  altra  „  . 

Sia  dunque  la  cnrva  ZZ  riferita  all'  asse  AB ,  sia  AP  = 
x9  PM=>  ==/(a?),PQ  =  fl,  QN=/(a?H-«);  si  conduca- 
no  le  tangenti  alle  estremità  M ,  N  dell'  arco  MN  finché  incon- 
trino le  due  ordinate  prolnn|ate  in  T  ed  Sj  si  conduca  la  Mh 
parallela  ad  NS  j  SL  perpendicolare  a  QN ,  e  ripiegando  la  fi- 
gura TSMZPQ  in  TrnzpQ ,  sarà  per  il  principio  qui  sopra  ri- 
portato ,  MTot  >  MNm ,  ed  MNzn  >  MF/b  \  ma  MTm  =  aMT , 
MN/tt  =  aMN ,  MF«  =  2MF  ;  dunque  sarà  ancora  MT  >  MN , 
ed  MN>MP;  dunque  delle  due  tangenti  MT ,  NS  una  è  mag- 
giore della  cnrva  ,  l'altra  è  minore,  ed  è  perciò  il  valore  dell'ar- 
co MON  intermedio  ai  due  valori  ili  NS  e  di  MT .  Ora  essendo 

tang.  TMR  =  (g) ,  sarà  TR  =  6  (fi) ,  e  perciò 

BIT  =  $ y/ (  1  -f-  ( %f  )  •  Indichiamo  per  <p(x)  questa  quantità  , 
ed  avremo 

MT  =  V(i-*-(g),)  =  ^(a;). 

Se  in  p{x)  poniamo  invece  di  re,  avremo  0p(a;H- 

0  )  =s  NS  (  poiché  1'  angolo  NSL  è  eguale  all'  angolo  fatto  dal- 
la tangente  NS  con  1'  asse ,  ed  NL  =  0  tang.  NSL ,  onde  NS  = 

V  (  a1  h-  fis  tang.  NSL  )  =  «  V  ( 1  H-  (  £')*  ) ,  indicando  per  /  il 

valore  della  seconda  ordinata  QN  ) .  Sarà  dunque  1*  arco  MON 
contenuto  fra  i  due  limiti  òp{x)y  lp {x H-  •  )>  comunque  picco- 
lo possa  prendersi  6 . 

Dunque  se  Fa:  è  la  funzione  di  a:  che  esprime  l'arco  del- 
la curva  ZM,  dovrà  la  quantità  F(«  fl  )  —  Fx  ==  NOM  es- 
ser sempre  compresa  tra  le  due  quantità  6p(x),  fla(a?H-d); 
dunque  la  differenza  tra  queste  quantità  dovrà  esser  sempre  mag- 
giore (  astraendo  dai  segni  )  della  differenza  tra  una  di  esse,  e 
l'arco  NOM;  e  però  $p(  x  h-     —  >  NOM  —  6p(x)  , 

ovvero  ù<p{x~ì-9)  —  $p  (x)  >  J?(x 0)  —  Far — 0<p(x);  ora 
£(*-M)  ==P (*)"** essendo  la  diffe- 

renziale (g)  nella  quale  si  pone  x^-j  invece  di  ar,  ed  è  x>j9 
<o($.  36);  egualmente  F  (*  -f-  9  )  =  F  (x)  H-  *(  £)  -f. 
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C.F'(* -+ ) ;  sostituendo  dunque  s' avru  6>  ( x HV  )  >  fi  (    )  h- 
F"  (  x  -+j  )  —  *p  (x ) ,  ovvero  * .  . 

tp'(x-ì-j)>(£x)  —  <r>(x)-+±y(x-i-j)ì  comunque  d'  altr' 

onde  piccolo  possa  prendersi  ó . 

Questa  condizione  non  può  in  generale  aver  luogo  se  non 

•si  annulla  la  quantità  (£)  —  ?>(*):  infatti,  supponendo  che  ciò 

non  succeda ,  noi  possiamo  (  §.  76  )  sempre  immaginare  per  9 
un  tal  valore  finito  e  determinato  che  renda 

<p'(a;M-J)  =  (^)  —  ip(x)  -h  ^F"(x )  >  ovvero  che  sod- 
disfaccia ad  un'equazione  di  questa  forma  (  per  p'(x^j)  e 
per  ¥"(x~\-j)  si  pongano  le  respettive  serie  (  §.  35)) 

ab  H-  Ztf*  cflT  -f-  ec,  ==(£)  —  p (*) a'fl  h'f  -+  ec. ,  ed 
allora  tutti  i  valori  minori  di  questo,  renderebbero 
6p'(*-h/)<(^)  —  p(j»)-|-yF'(a?-4-j)>  ed  in  conseguen- 
za corrisponderebbero  a  porzioui  di  curva ,  per  le  quali  non  a- 
vrebbe  luogo  quella  proprietà  caratteristica  contenuta  nel  prin- 
cipio di  Archimede ,  ciò  che  è  assurdo  :  debbe  dunque  essere 

(d£)  —  <t>(x)  =  o  ,  ed  in  conseguenza  (^?)  =  cioè 
La  differenziale  dell'  arco  divisa  per  dx ,  è  sempre  eguale  al- 
„  la  quantità  V(i-h($)5)  »• 


Se  dunque  indichiamo  per  s  Y  arco  EH ,  sarà  p-g  ^ 


(  jx  )  —  v7  (  1     (  jx  Y  )  »  «  la  formula  del  raggio  osculatore  diverrà 

Se  poi  le  variabili  x,y  sono  date  in  funzioni  di  una  tcr- 
Tom.  U.  C  c 
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za  tt  allora  sarà  ancora  s  una  funzione  di  t ,  e  ponendo  (j): 
(tp  in  loogo  di  (*),  c  (4):(g)  in  vece  di  (4),  avremo 
(S)--(J)  =  V((S)* -<-(*)•):(*),  ovvero 
-(£>  =  ✓((£)' -M*)*),  e  quindi 

_  (£)' 

Poniamo  5  =  f  ,  ed  otterremo 

per  esprimere  il  raggio  osculatore ,  quando  le  coordinate  si  con- 
siderano funzioni  dell'  arco .  Allorché  parleremo  della  rettifica- 
zione delle  curve  >  faremo  uso  della  formula  che  abbiam  data 
per  esprimere  la  differeuzialc  di  un  arco  qualunque . 

§  8a  Noi  abbiamo  al  §.  79.  trovate  le  coordinate  AD ,  DG 
del  centro  G  del  circolo  osculatore  nel  punto  H >  cioè  abbiam. 
trovato 

a -AD  =  «- (*)(!+(*)■•).■(«?) 
*-DC  IH- (*)'):(£?}. 

sostituendo  in  queste  espressioni  il  valore  di'  y  in  x>  dato  dallr 
eqnazione  della  curva  EF,  avremo  evidentemente  per  a  e  per 
b  due  funzioni  di  x  :  supponiamo  adunque  a  =  vxt  5  =  y'x, 
e  questi  due  valori  di  a  e  di  h  saranno  quei  che  convengono 
al  punto  H  corrispondente  all'  ascissa  AN  =  x.  Se  ora  per  mez- 
zo delle  due  equazioni  a  =  yjc,  b  ~  f  'x  eliminiamo  x>  avremo 
un'  equazione  fra  le  coordinate  a  e  b ,  la  quale  rappresenterà 
la  curva  EGCP  che  sarà  il  luogo  Geometrico  di  «tutti  i  centri 
dei  circoli  osculatori  corrispondenti  ai  diversi  punti  della  curva 
EF .  Esaminiamo  ora  questa  curva  dei  centri  ;  e  primieramente 
ricerchiamo  la  direzione  della  tangente  a  qualunque  di  lei  punto  G. 
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Da  ciò  che  abbiam  detto  di  sopra  (  $.  78  ),  risulta  che  la  Q 
tangente  della  curva  EGCP ,  condotta  ad  un  qualunque  di  lei  5"  ^' 
punto  C ,  fa  con  Y  asse  AB  un  angolo  che  ha  per  tangente 

(^),  ovvero  (^):(£)>  perchè  h  ed  a  sono  funzioni  di  x  > 

e  i  differenziali  sono  presi  rapporto  a  questa  variabile .  Ora  so- 
stituendo per  b  e  per  a  i  loro  valori,  avremo 

»(£)(gr-c-(3r>(g) 

*  <g>* 

-»(£ngy-»t"<ìr>(£>(&>„_ 

e  quindi 

(^):(^)  =  questa  sarà  l'espressione  della  tangente 

di  queir  angolo ,  fatto  dalla  tangente  della  curva  dei  centri  nel 
punto  C ,  con  l)  asse  AB . 

Ma  la  tangente  dell'  angolo  HMB  che  il  raggio  osculato- 


re HG  fa  con  1'  asse  AB  ,  è  appunto  ;  dunque  il  raggio 

osculatore  HG  è  tangente  della  curva  dei  centri  nel  punto  G . 
Dunque  fra  una  curva  EP  e  la  sua  curva  dei  centri,  vi  è  que- 
sta corrispondenza,  che  le  perpendicolari  alla  prima  di  queste  cur- 
ve sono  tangenti  della  seconda . 

Dimostriamo  un'  altra  singoiar  proprietà  di  questa  curva  dei 
centri .  Indicando  per  *  il  di  lei  arco  EGG ,  avremo  (  §  ante- 

cedente)  (^)  =  v/((^)5H-(£)1),  e  sostituendo  per  (£)', 
(~)  i  ritrovati  valori,  s'avrà 
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ora  se  differenziamo  il  valore  del  raggio  osculatore; 
R  =  (i^(£)J)§:(0),  troviamo 

 7>yr  V(ih.(£)  )„ 

dunque  (^J^C^)  »*  c*°fc  *a  differenziale  dell'  arco  della  enr- 

„  va  dei  centri  è  eguale  alla  differenziale  del  raggio  osculato- 
n  re  „ .  Dunque  il  raggio  osculatore  e  1'  arco  della  curva  dei 
centri  che  a  questo  raggio  corrisponde ,  sono  due  tali  funzioni 
di  x  che  hanno  lo  stesso  differenziale  primo  ;  dunque  il  rag- 
n  gio-  osculatore  è  eguale  all'  arco  suddetto  „  cioè  R  =  s  ;  ed 

infatti  dalla  differenziazione  di  quest'  equazione  ritorna  (— )  = 

O- 

p-ff  ;  Avremo  pertanto  hc  =  EGcì  HC  =  EGC  ec. 
°'  ^  Segue  di  qui ,  che  se  data  una  curva  EGCP ,.  fasciata  di 
un  filo  EGCP,  il  quale  si  adatti  perfettamente  alla  di  lei  cur- 
vità e  se  svolgendo  qu<£»  filo ,  e  tenendolo  sempre  teso  nel- 
le posizioni  he ,  HG  ec.ph  descrive  con  1'  estremità  E  la  cur- 
va E/iHF,  saranno  questi  due  curve  quelle  da  noi  sopra  con- 
siderate; le  porzioni  del  filo  he ,  HG  ec  ,  saranno  sempre  tan- 
genti nei  punti  h ,  C  ec.  r  ed  eguali  agli  archi  EGc ,  EGC'  ec: 
EGCP  sarà  la  curva  dei  centri  di  curvatura  della  curva  EJfcHF. 

Delle  due  curve  la  EGCP  si  chiama  la  Sviluppata  o 
V  Evoluta  t  e  T  altra  EAHF,  la  Sviluppante  o  l '  Evolvente . 
La  Sviluppata  adunque  è  formata  dai  centri  di  curvatura  della 
Sviluppante . 

§  83.  Facciamo  qualche  esempio. 
iu.  Data  l'equazione  della  Parabola  Apolloniana  y '=  mx >  si 
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dimanda  il  valore  del  raggio  osculatore  di  questa  curva ,  e  l' c- 
quazione  della  curva  dei  centri . 

Essendo  y  =V(mx),  sarà  (£)  =  ~V~>         =  - 
danque  (§.79  ) 

R  =  {—I^L  =  -  ±1*L     _  Li^ii!  • 

e  siccome  la  posizione  del  raggio  ci  è  data  dalla  posizione  del 
centro  di  curvatura  >  perciò  possiamo  prendere 

R  =  4*^ff"     senza  aver  riguardo  al  segno . 

Facendo  in  questa  formula  x  =  o,  avremo  R  =  ^,  e  que- 
sto sarà  il  raggio  osculatore  al  vertice  della  parabola . 
Per  le  coordinate  a ,  b  del  centro  (  $.  79  )  si  ha 

5  =  V(nw:)~(iH-^.^):4*v/(^)  =  ~-4*v/(^),  ed  eli- 
minando a:  da  queste  due  equazioni  »  avremo-  f 

37/726'  =  16  (a  —       ;  tale  equazione  sarà  quella  della  curva 

dei  centri»  la  quale  è  una  seconda  parabola  cubica. 

La  considerazione  poi  dei  valori  di  a  e  di  5,  ci  dimostra  p. 
ebe  questa  curva  dei  centri  debbe  essere-  al  di  sotto  dell'  asse  9% 

AB ,  e  ebe  deve  avere  1'  origine  in  G  »  essendo  GK  =  ~  . 

o°.  Sia  la  curva  EF  la  quarta  parte  di  un'  Iperbola  Eqnilate-  p. 
ra  riferita  ai  suoi  asintoti  AB, AL>  sia  AES  il  suo  asse,  E  I0' 
la-  sua  origine . 

Facciamo  AD  ==  DE  =  m  >  AN  =  x*  NH  =  y  y  e  la  di 
lei  equazione  sarà  xy  =  mx ,  ovvero  y  =  ~ .  Avremo  dunque 


Digitized  by  Google 


20Ó  MATEMATICA  SUBLIME 

t*'"""  C^)  =  £^r»  e  Scendo  le  opportune  sostituzio- 
ni nella  formula  del  raggio  osculatore,  si  avrà 


-m  'lai  X* 


I0         Se  facciamo  x  =  m,  sarà  II  =  wz\/a  ,  per  esprimere  il 
'  raggio  osculatore  che  corrisponde  al  vertice  E  dell'  Ipei  boia . 

Le  coordinate  a ,  5  del  centro  del  circolo  osculatore  sa- 
ranno 

- 

«* v  *♦  '  2»»*  a  v  *♦  *       a  2x' 

5  =  -H-(iH-^)^-,  =  —  -H-^;  e  l'equazione  della  curva 

GCP  dei  centri  s'  otterrà  eliminando  x  per  mezzo  delle  due 
equazioni 

a  —  —  —f-  -  ,  >  u  =  - —  h-  — i  • 

Facendo  a:  =  m  ,  si  trova  a  =  5  =  qw  »  dal  che  si  rica- 
va che  il  raggio  osculatore  ,  appartenente  al  vertice  della  Iper- 
bola ,  cade  sopra  Y  asse  ES  da  E  verso  S  :  dunque  la  curva  dei 
centri  comincicrk  dal  punto  G  distante  da  E  della  quantità  EG  = 
?ny/2  . 

I  j         3°.  Sia  AHF  una  mezza  Cicloide ,  il  cui  circolo  genitore 
'  sia  ADB  ,  e  facciamo  AN  =  x>  NH  —  y ,  AB  =  20  .  La  pro- 
prietà della  cicloide  ,  per  la  quale  NH  =  ND  h-  AGD ,  ci  dà 
1'  equazione 

y  =  V  (  2ax  —  a?1  )  -f  Ar.  sen.  v.  x;  dunque 

f  f/y  \    a  —  x  g  */{ìa  —x) 

^Jx'       «✓(sa*-*'  )  ^^(2**  —  x*)  y/'x 

♦ 

{pt)  =  —  *  n;  e  fatte  le  opportune  sostituzioni  , 'si 

trova 

R  =  2^(43'  —  sax)  =  2/(20(20  —  *))  =  2v/  (AB.  BN), 
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ma  AB. UN"  =  (BD)*;  dunque  R  =  2BD,  cioè  il  raggio  oscu- 
latore  del  punto  II  è  doppio  della  corda  BD  .  iig.  il 

Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  C ,  le  quali  indiche- 
remo per  t ,  u  per  non  confonderle  con  la  lettera  a  che  rap- 
presenta il  semidiametro  ,  saranno  t  =  40  —  * , 

u  =  A  sen  v.  x  —  \/(  sax  —  x%  )  >  ed  eliminando  x  per  mezzo 
di  queste  due  equazioni ,  avremo 

u  =  A  sen.  x>.  (  4<z  —  t  )  —  v'  (  2Q  (  4«  —  O  —  (  4«  —  t  )*'  )  : 
quest'  ultima  equazione  sarà  quella  della  curva  dei  centri . 

Ora  è  facile  dimostrare  che  una  tal  curva  FCO  è  la  stes- 
sa cicloide  AHP ,  ma  posta  inversamente  ed  in  quella  guisa 
che  rappresenta  la  Figura  1 1  ;  infatti  facendo  BO  =  AB  =  2<z» 
compiendo  il  rettangolo  BFLO ,  e  descrivendo  sopra  FL  il  se- 
micircolo FPL,  sarà  MO  =  QL  =  AO  —  AM  =  40  —  t,  e 
perciò 

u  —  A  sen.  v.  QL  —  \/  (  <±a .  QL  —  (  QL  )*  ) ,  ovvero  u  —  PL  — 
QP  ;  ed  in  conseguenza 

QG  =  QM  —  CM  =  LPF  —  u  =  FP  PQ  che  è  la  pro- 
prietà della  cicloide  FCO ,  il  cui  circolo  genitore  è  FPL . 

Data  una  curva ,  noi  abbiamo  detto  come  può  aversi  il  luo- 
go Geometrico  dei  centri  dei  circoli  osculatori  che  equivale  a 
dire  data  una  curva  sviluppante ,  abbiamo  insegnato  a  trovarne 
la  sviluppata  ;  potrebbe  però  proporsi  il  problema  inverso  ,>  Da- 
>,  ta  cioè  la  sviluppata ,  trovarne  la  sviluppante  . 

Sia  per  esempio  5  =  <p  (  a  )  V  equazione  della  sviluppata  , 
ed  avremo  allora 

a  =  »_(«)(, -Kg)')  :(£) 

5  =  *(«)=J-  (l-K*)')  :(£)» 

se  ora  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  eliminiamo  cz>  avre- 
mo tra  x  ,y  ,  (^) ,  (0)  un'  equazione  che  sarà  quella  della  svi- 
luppante che  appartiene  alla  sviluppata  5  =  p(a).  Quest'equa- 
zione però  sarà  un'  equazione  differenziale ,  dalla  quale  conver- 
rà ricavare  il  valore  di  y  in  x;  ma  questa  ricerca  appartiene 
al  Calcolo  Integrale. 
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§.  84.  Fin  ora  abbiamo  considerate  le  curve  a  coordinate 
rettangole ,  parliamo  adesso  delle  enrve  polari . 

Sia  EF  una  curva ,  riferita  al  polo  C  ;  descritto  intorno 
al  polo  C  il  circolo  ÀDQ ,  il  cui  raggio  sia  a ,  e  posta  in  A 
1'  origine  dell'  ascisse ,  V  arco  AD  sia  1*  ascissa  corrispondente  al 
punto  H  ì  e  CH  ne  sia  Y  ordinata .  Se  facciamo  AD  =  t ,  CH  = 
u  j  la  curva  EF  sarà  data  per  un'equazione  tra  u  e  t  che  noi 
rappresenteremo  per  u  —  ft.  Ora  essendo  le  nostre  formule 
adattate  alle  curve  a  coordinate  rettangole ,  permutiamo  le  coor- 
dinate della  curva  EF .  Per  questo ,  condotto  l'asse  TAB,  fac- 
ciamo AN  =  x  ,  NH  =y  ,  ed  avremo 

x  -=  a  —  V!?JL ,  y  =  «iSpi  :  dalle  quali  si  ricava 

fd*\   usta  t         /  à»  \  eùt_t 

*  dt'  a  K  dt'  a 

f  il\  —  (*»\  sen_t    .  «rfLf 
^dt}       KdtJ   a  * 

tdi*\  vcot .t  fiu^stn.t        (Ì**yot.  t 

Ù 
dt 


,d*«\te».t    ,  nfd»\eos.t  ttstM.t 

(5?)  =        —  -*-2^—  

Possiamo  adunque  riguardare  la  curva  EF  come  determina- 
ta dalle  coordinate  rettangole  x,y*  ed  adoprare  per  questa  cur- 
va le  medesime  formule  adopratc  per  le  altre:  solo  rammente- 
remo ciò  che  abbiamo  detto  {  §  80  ) ,  cioè  che  essendo  x ,  y 

funzioni  delle  variabili  dobbiamo  invece  di  (g)  mettervi 

(£):(£),  ed  invece  di  (£)  mettere  <*?);(*>•-(*)(£): 

O'  ■ 

La  formula  della  suttangente  per  le  curve  a  coordinate  ret- 
tangole era  y  :  (g);  nel  nostro  caso  adunque  la  suttangente  NT 
sarà . 
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NT  =  y  (*)  :  (4)  =  £2LÌ  {         _  ($)K*>  :  .+ 

(Ja\  se».  t\ 

Nella  stessa  maniera  potremmo  trovare  la  formula  per  il 

raggio  osculatore . 

Per  farne  un  esempio  sia  FE  la  spirale  ò?  Archimede  >  la  _. 

rig.  is. 

cui  equazione  è  u  =      indicando  per  c  la  circonferenza  ADQ, 

poiché  in  questa  curva  sta  sempre  CH  :  AD ,  ovvero  ADQ  AD  :  : 

a  =  AC  :  c  —  ADQ  A  i  e  si  avrà  {—)  =  ~  \  dumpe  la  sut- 
tangente 

-jyjrp  __  u  sen.  t  f  u  te»  t  a_    eot.  t  \  .  /  ueot  t  _  ^  a_    sen.  t\ 

|^fj»          t  te»,  t  ftje*  *    *  \  .  / 1  eot.  t  _  ^  ££^\,. 

Conduciamo  ora  la  perpendicolare  GC  sopra  HC ,  fino  all'  in- 
contro della  tangente  in  G ,  e  cerchiamo  il  valore  di  CG . 
Essendo  CG  :  CH  :  :  tang.  GHC  :  a  >  avremo 

CG  =  '-^-ci^.  Ma  tang.  GHC  =  tang.  (  GHN  h-  CHN  )  = 

tauj.  CHN  -h  tang.  CHN         *nrt„  r'TITVT  '  "*  9  ~  **'•  *    +n*cr  PITTO  

ri^Glf^  cHN»  e  tanS-  GHN  =  —  —  — ,  taqg-.  CHN  — 
'JL'ii;  dunque 

f  jf»  »  —  m  f      e 9S .  t 

tang  GHC  =  «àT^^t  +  ì^ 
i  —  **'  *{t ten- *  —  "**) 

*e».t{tc»t.t-+se*.t) 

in  conseguenza  CG  =  —  . 

Se  ora  col  raggio  CH  descriviamo  V  arco  HR ,  avremo 
HR  :  DA  :  :  u  :  a ,  e  perciò  HR  =  2£  =  CG  i  dal  che  segue  che 
prendendo  CG  per  snttangente ,  essa  è  sempre  eguale  ali*  arco 

Tom  II  D  d 
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Y]n.  |2  HIIX:  anche  il  Geometra  di  Siracusa  aveva  ritrovata  questa  sin- 
golare proprietà  di  quella  spirale  . 

La  natura  delle  curve  polari  e  determinata  dalla  relazione 
Tra  l'ordinata  e  l'arco  di  un  circolo  cognito»  intercetto  tra  es- 
sa e  l'asse,  arco  che  tiene  luogo  d'ascissa:  potrebbe  anche  la 
natura  di  mia  curva  essere  determinata  dalla  relazione  tra  1'  or- 
dinata e  1'  arco  di  una  enrva  qualunque  cognita ,  intercetto  tra 
la  stessa  ordinata  e  V  asse  :  per  averne  in  questo  caso  la  suttan- 
gente ,  la  subnormale  ec. ,  permutando  le  coordinate  della  cur- 
va ,  la  riporteremo  alle  coordinate  rettangole ,  e  vi  applichere- 
mo allora  le  formule  ritrovate  per  queste  curve . 

§.  85.  L'  ordinata  di  una  curva  è  una  funzione  dell'  ascis- 
sa che  varia  con  la  variazione  dell'  ascissa  medesima  :  ora  au- 
mentando l'ascissa,  può  accadere  che  1'  ordinata  aumenti  fino  ad 
ira  certo  punto ,  al  di  là  del  quale  essa  scemi ,  non  ostante  che 
T  ascissa  continui  a  crescere ,  oppure  che  1'  ordinata  scemi  fino 
ad  un  certo  punto,  per  aumentare  di  nuovo  al  di  là  di  quel 
punto  ;  nel  primo  caso  si  dice  che  1'  ordinata  diviene  Massi- 
ma ,  e  nel  secondo  Minima . 

_.  La  Figura  13,  rappresenta  una  curva  EMM'M'F  che  ha 

!3- due  Massimi  in  M ,  M" ,  ed  un  Minimo  in  M' .  La  stessa  is- 
pezione di  questa  curva  basta  per  dimostrarci  che  nei  punti  del 
Massimo  e  del  Minimo ,  cioè  in  M»M',M",  le  tangenti  della 
curva  sono  parallele  all'  asse  f  e  che  nel  Massimo  la  concavi- 
tà della  curva  è  voltata  verso  1'  asse ,  e  nel  Minimo ,  la  con- 
vessità della  curva  è  voltata  verso  di  esso  • 

La  proprietà  che  ha  il  Massimo  o  il  Minimo  di  apjwr- 
tenere  ad  un  punto  in  cui  la  tangente  è  parallela  all'  asse  ,  ci 
dà  il  mezzo  di  determinare  il  punto  ove  si  trova  il  Massimo 
o  il  Minimo  ;  questo  sarà  in  quel  punto  della  curva  nel  quale 

(£)  =  0,  poiché  (^)  è  la  tangente  dell'angolo  fatto  dalla  tan- 
gente alla  curva  con  1'  asse ,  il  qnal  angolo  essendo  nullo ,  la 
tangente  della  curva  è  allora  parallela  all'  asse  ;  dunque  per  ve- 
dere se  una  curva  ha  dei  Massimi  o  dei  Minimi ,  converrà 

ricavare  dalla  di  lei  equazione  il  valore  di  {d~)  >  il  quale  e- 
guagliato  a  zero ,  ci  darà  un'  equazione  tra  x  ,  y  ;  elimiuare  per 
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mezzo  di  qnesta  equazione  e  di  qtiella  della  curva ,  la  variabi- 
le y  ,  per  avere  un'  equazione  in  x ,  della  quale  tutte  le  radici 
reali  saranno  quelle  che  corrispondono  ai  punti  del  Massimo 
o  del  Minimo ,  e  le  ordinate  di  queste  ascisse  saranno  i  Mas- 
simi ed  i  Minimi  cercati . 

Ma  come  distinguere  il  Massimo  dal  Minimo? 

Se  noi  facciamo  nelle  espressioni  delle  coordinate  a  e  b 
(  §  80  )  ,  le  quali  determinano  il  luogo  del  centro  del  circolo 

osculatore  (  £  )  =  o  ,  avremo  a  =  x ,  h  =y  -r  e  di 

qui  si  ricava  che  se  (^)  è  una  quantità  positiva,  questo  cen- 
tro caderà  al  di  là  della  curva  ,  la  quale  sarà  in  conseguenza 
convessa  verso  Tasse,  e  vi  sarà  un  Minimo  i  e  se  è  ne- 
gativo, lo  stesso  centro  caderà  tra  la  curva  e  Y  asse;  essa  vol- 
terà all'  asse  la  concavità  ,  e  vi  sarà  un  Massimo . 

Ma  senza  far  dipendere  i  Massimi  ed  i  Minimi  delle  cur- 
ve dalla  Teorìa  delle  tangenti,  noi  osserveremo  che  essi  rientra- 
no nella  classe  di  quelle  funzioni  capaci  di  divenire  Massime 
o  Minime ,  delle  quali  noi  abbiamo  diffusamente  parlato  ai  §§. 
57.  e  segg  ;  giacche  qualunque  funzione  può  considerarsi  come 
T  ordinata  di  una  curva ,  la  cui  ascissa  è  la  variabile  che  com- 
pone la  funzione  ;  per  questo  non  parleremo  ulteriormente  dei 
Massimi  e  Minimi  delle  curve,  ed  altro  non  faremo  che  dar- 
ne alcuni  esempi . 

§.  86.  i°.  Si  dimanda  la  Massima  o  la  Minima  ordinata 
nell*  Ellisse  EDF  >  FlS  5* 

L'equazione  dell'Ellisse,  presa  l' origine  delle  ascisse  in  E,' 

è  y  =  ^  v7  (  2ax  —  x*  ) ,  essendo  a  =  al  semiasse  maggiore  CE , 
e  6  =  al  semiasse  minore  DC,  e  però  (f)  =    '('-*>  =Q 

ci  darà  1'  equazione  del  Massimo  o  del  Minimo  ;  da  questa  si 
ricava  x  =  a;  dunque  il  Massimo  o  il  Minimo  corrisponde  al 
centro  dell'  Ellisse ,  ed  è  lo  stesso  semiasse  minore  ;  poiché  fa- 
cendo x  =  a  nell'  equazione  della  curva ,  abbiamo  y  ==  6 . 

Differenziamo  ora  il  valore  di  (  ^  ) ,  ed  avremo 
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espressione  che  diviene  negativa,  quando  facciamo  x  =  a;  dun- 
que 1'  ordinata  corrispondente  al  centro  dell'  Ellisse  c  un  Mas- 
simo . 

2°.  Si  dimandano  i  Massimi  ed  i  Minimi  della  curva  espres- 
sa dall'  eqnazioue  y  —  a  -4-  se;?-  >r  ? 

Differenziando  quest'  equazione  due  volte  si  ha 

(£)  =r  cos  a;,  (0)  =  —  sen. or;  dalla  prima  di  queste  due  e- 

quazioni  si  ritrova  che  x  =  90%  x  =  2700 ,  x  =  450*,  

x  =  Tzr  -t-  90*  (  essendo  t  la  semiperiferia  del  circolo  )  saran- 
no i  valori  delle  ascisse ,  i  quali  corrisponderanno  alle  Massi- 
me o  Minime  ordinate  della  curva  proposta  ;  c  dalla  seconda 
si  deduce  che  x  =  900  corrisponderà  ad  un  Alassimo;  a:  =  270° 
ad  un  Minimo  ;  x  =  4500  ad  un  altro  Alassimo  ec.  ;  la  Figu- 
ra 14  esprime  una  tal  curva:  le  ascisse  AP,  AP  ce,  sono  e- 
guali  agli  archi  Ap ,  Ap  ec,  e  le  ordinate  PM,P3I  ec.,  sono 
eguali  ad  AB  (  =  a  )  «-+.  sen  Ap  . 

30.  Supponendo  una  sfera  riferita  a  tre  piani  perpendicolari 
tra  loro,  per  mezzo  delle  coordinate  rettangole  x ,  y  ,z ,  si  cer- 
ca ove  si  troverà  la  Aiassima  ordinata  z . 

L'  equazione  della  sfera  è  (  <z  —  a:  )r  -i-  (  5  — yY-t~(c  — 
z  )*  =  r* »  essendo  a ,  b  ,  c  le  coordinare  del  centro,  ed  r  il  suo 
raggio  :  differenziandola  adunque  rapporto  ad  oc  e  rapporto  ad 
y ,  avremo 

daTTe  quali  otteniamo 

(£_*)  =  —         (^)  =  ~*-=^;  ora  facendo 

(^)  =  o,  (^)  =  o,  come  ci  prescrive  la  regola  data  al  §.  60, 

otterremo  a  —  x  —  o ,  Zi  —  y  = ;o ,  e  quindi  x  —  a  ,  y  =  h: 
dunque  la  Aiassima  o  la  Aìinima  ordinata  della  sfera  sarà  quel- 
la che  passa  per  il  centro  di  essa  . 
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Il  valore  di  questa  Massima  o  Minima  ordinata  ci  è  da- 
to dall'  equazione  della  curva ,  facendovi  x  =  a ,  y  =.  h  ;  abbia- 
mo infatti  (  c  —  z  Y  —  r*  ,  ovvero  c  —  z  =  =t  r ,  e  quindi 
2=c-j-r,  s  =  e  —  r:  corrisponde  dunqne  allo  stesso  pun- 
to del  piano  un  Massimo  ed  un  Minimo  ;  z  =  c  -f.  r  è  il  Àfas- 
simo,  z  —  c  —  r  è  il  Minimo  . 

Questa  medesima  conseguenza-  si  deduce  dai  criterj  dati  «1 


§.  60:  ivi  abbiamo  detto  che  z  sarà  Massima  quando  (—)» 


(--*)  avranno  un  valor  negativo,  e  Minima  quando  lo  avran- 


no positivo  ,  purché  nei  due  casi  sia        )  (^?)  >  (■£?-)  :  ora 
differenziando  le  ritrovate  equazioni,  si  ha  (^»)  —7—1  (—1)  = 
(^)  =  °>  nelle  3uali  Ponendo  Per  z      suo  primo  va- 


lore 


,  otteniamo         =  —  ^  =  (^?)»  e  ponendovi  il  secondo, 


otteniamo  (^)  =  i-  =  (^);  dunque  z  =  c4rè  la  Afczs- 

5zwa.  ordinata  ,  e  z  =  c  —  r  la  Minima . 

Crediamo  inutile  trattenerci  di  più  sopra  questa  materia  che 
abbiamo  d'  altr'onde  abbastanza  spiegata  al  Capitolo  antecedente. 

§.  87.  Quando  una  linea  curva  EF  riferita  all'  asse  Ali ,  F>  . 
di  concava  come  essa  è  in  EU,  diviene  convessa  come  in  HP  » 
o  viceversa,  continuando  il  sua  cammino  dalla  stessa  parte,  il 
punto  II ,  ove  segue  quel  cangiamento,  chiamasi  punto  di  Fles- 
so contrario  t  o  sempi icemente  di  Flesso  ;  e  se  nel  passare 
alla  convessità  torna  indietro  ripiegandosi  sopra  la  medesima ,  il 
ponto  H  si  chiama  allora  di  Regresso.  *?• 

Tanto  nel!'  uno  che  nell*  altro  caso ,  preso  nn  raggio  os- 
culatore M'C  nella  parte  convessa  HF  della  curva ,  e  presone 
uno  MC  nella  parte  concava  EH ,  1'  ordinata  del  punto  di  con- 
tatto M'  per  il  primo  raggio ,  c  minore  dell*  ordinata  del  di  lui 
centro  C ,  cioè  M'.p'  <  C'jf  ;  e  viceversa  1*  ordinata  del  punto 
di  contatto  M  dell'  altro  raggio,  è  maggiore  dell'  ordinata  del  ris- 
pettivo suo  centro  C ,  cioè  MP  >  Ci*  . 

Incominciamo  dal  considerare  il  Flesso ,  ed  indicando  per 
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y  V  ordinata  che  corrisponde  al  ponto  di  flesso,  essendo  x  l'as- 
Fig.  17.  f 

cissa ,  e  facendo  FP  =  10 ,  FP"  =  w' ,  avremo 

y      =MP,  y      ,  =  M'P\  Facciamo  >=  y      ,v'  =  y  ,» 

e  s*  avrà  (  §.  80  ) 

acciò  dunque  la  curva  abbia  un  punto  di  flesso-,  converrà  che 
le  due  quantità  (  ) ,  (  )  siano  di  seguo  contrario  .  Svilup- 
piamo in  serie  queste  quantità  .,  .termiuaudo  la  serie  al  terzo  ter- 
mine,  ed  avremo 

Ora  un  ragionamento  simile  a  quello  fatto  per  i  Massimi, 
e«l  i  Minimi  (  §.  57  )  ci  dimostrerà  che  non  possono  quelle  quan- 
tità essere  di  seguo  contrario  per  tutti  i  valori  possibili  di  w  , 

se  non  è         =  0;  dunque  il  flesso  contrario  d'una  curva  sa- 

rà  in  quel  punto  nel  quale  (S)  =  o:  dunque  data  l'equazione 

d'  una  curva  ,  troveremo  V  ascissa  corrispondente  al  flesso  ,  c- 
guagliando  a  zero  la  differenziale  seconda  della  di  lei  ordinata 
espressa  in  funzione  della  ascissa  xy  e  cercando  le  radici  reali 
ed  i  valori  di  *  che  soddisfanno  ad  una  tale  equazione. 

Se  la  supposizione  [^l)  =  o  annullerà  anche  (^)i  non 

vi  sarà  flesso,  -quando  non  rimanesse  ancora  annullato  {~^)  \  e 

se  annullata  quest1  ultima  quanti^ ,  s'  annullerà  (  )  senza  che 
accada  lo  ste?so  della  {^)  non  vi  sarà  flesso,  e  così  di  seguito. 
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In  generale,  per  avere  mi  ponto  di  flesso,  bisogna  che  nella 
serie 

Y  ultimo  termine  che  s  annulla  sia  una  differenziale  d'  ordine 

Combinando  dunque  ciò  che  abbiamo  detto  (§  58)  con- 
cluderemo che  se  una  curva  ha  dei  Mass  mi  0  dei  Mimmi , 
corrisj «onderanno  essi  a  qnei  punti  nei  quali  le  differenziali  de- 
gli ordini  impari  dell'  ordinata  s'annullano,  e  se  ha  ponti  di  fles- 
so ,  in  questi  s'  annulleranno  le  differenziali  degli  ordini  pari . 

Siccome  poi  la  curva  EH  è  concava  quando  (— f)  è  negativo, 
e  convessa  nel  caso  opposto  ;  così  quando  essa  abbia  on  punto 
di  flesso,  passerà  dalla  concavità  alla  convessità  se  (~-t)  sarà  ne- 
gativo ,  posto  che  il  flesso  ci  sia  dato  dall'equazione  (0)  =0; 
se  poi  darà  il  flesso  T equazione  (£?)  =  oy  allora  la  curva  sa- 
rà prima  concava  o  convessa  secondo  che  sarà  positivo  o 

negativo  .  Questa  osservazione  che  stabilisce  il  criterio  r  onde  co- 
noscere 1'  andamento  della  corva  che  ha  il  flesso,  si  deve  al  Ma- 
tematico Paolo  Frisi  (a). 

§.  88.  Per  determinare  il  regresso,  riguardiamo  le  ascisse  e 
le  ordinate  come  funzioni  degli  archi  cni  corrispondono .  Siano 
dnnqne  yf ,  *  1*  ordinata  e  ^ascissa  del  regresso»  essendo  s  l'ar- 
co corrispondente  EH.  Facciamo  MEI  =  u,  HM'  =  to',  ed  a- 
vremo  >  =  MP  ==  y      >  f  —  MT  =y      , .  Ora  riguardai 

do  y  ed  *  come  due  funzioni  di  s,  le  quantità  sa- 
ranno egoalmeote  funzioni  di  s:  indichiamole  per  0($),F(«), 
e  sarà 

► 

._  ■  ,      


(a)  Disserutiotmm  varutrumt  Tom.  II.  pag.  180. 
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Cp  =  >H-(i -h$>4(s  — w)):F(s  — w) 
C'p'  =  y  -i-  (  I  H-f  (S4w')):F(s4w)- 

Acciò  dunque  la  curva  abbia  un  punto  di  regresso*  conver- 
rà che  le  due  quantità  F  (  s  —  u  ),F(s-|.tó)  siano  di  segni 
contrari,  giacché  i  -h  pl  {s  —  w) ,  i  •+f'(J4w')  sono  sem- 
pre del  medesimo  segno  :  ora  affinchè  questo  abbia  luogo  è  ne- 
cessario (  §  87  )  che  sia  F(s)  =  oj  dunque  F(s)  —  o ,  ov- 
vero {J*~)  =  0  sara  on'  equazione,  la  quale  dovrà  aver  luogo 

nel  punto  di  regresso  ,  ed  il  valore  di  x  che  ci  sarà  <3aro  da 
quest'  equazione ,  sarà  1*  ascissa  corrispondente  al  regresso  :  di  qui 
si  vede  che  la  medesima  equazione  che  ci  dà  il  flesso,  può  dar- 
ci ancora  il  regresso. 

Affiuchò  in  una  curva  si  al>bia  un  punto  di  flesso  o  regres- 
so, abbiam  dimostrato  che  le  due  quantità  (£?)>(££)>  debbono 
essere  di  segni  contrarj  .  Lo  stesso  avremmo  potuto  dimostrare 
delle  quantità  — -—  ,  —x~r  •  °ra  rappresentando  in  generale  per 

L  il  valore  di  per  ^  quello  di  ,  e  per  £  quello 

di  (y^),  acciò  siavi  il  flesso  o  regresso  in  una  curva  corris- 
pondente alle  coordinate  x,y>  dovranno  le  quantità  ~>£7>  or' 
vcro  £ ,  ^  essere  di  segni  contrarj ,  ed  affinchè  ciò  succeda  do- 
vrà essere  ^  =  o  ,  ovvero  f  =  o  . 

Quest'  ultima  equazione  cidà-i  =  |.:=-£-  =  co;  dunque 

"p 

il  flesso  o  il  regresso  ci  è  dato  dall'equazione  =0,  e 

dall'  equazione  (  d*\  )  =  00  ;  dimodoché  si  proveranno  ambedue 
le  equazioni  (£?)  =  o,  (-gj)  =  co  ,  onde  avere  tutti  i  punti 
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dì  flesso  o  di  regresso  che  possono  trovarsi  io  una  cnrva . 

Non  vi  è  una  regola  per  distinguere  se  un  ritrovato  punto 
sia  veramente  un  flesso  od  un  regresso  ,  e  ciò  che  ne  hanno  det- 
to finora  gli -Autori,  è  a  mio  parere  inesatto. 

Il  Sig.  Bossut  ci  insegna  9  sostituire  il  valore  della  ascissa 
corrispondente  ad  un  tal  punto  singolare  ed  aumentato  d*  una 
piccola  quantità,  nella  espressione  della  ordinata,  ed- osservare 
se  l'ordinata  diviene  immaginaria,  nel  qual  caso  ei  dice,  che 
il  punto  singolare  sarà  un  regresso  ;  ma  la  curva  può  relativa* 
mente  all'  asse ,  esser  situata  in  modo  che  vi  sia  un  regresso  sen- 
za che  qnell'  ordinata  divenga  immaginaria  . 

Sembrami  che  dalla  seguente  osservazione  si  potrebbe  rica- 
vare una  regola  sicura  . 

„  P^esi  due  centri  C  ,  (7  di  due  raggi  di  curvatura  MG, 
„  MC,  al  di  qua  ed  al  di  là  del  punto  di  flesso  o  regres-  &  1 7* 
„  so ,  c  determinata  la  posizione  della  linea  CC  che  gli  unisce, 
se  la  curva  avrà  un  punto  di  comune  con  la  retta,  e  questo 
„  siru.iro  tra  i  due  «  entri  C ,  C  relativamente  alla  retta  ,  e  tra 
„  i  due  contatti  M,  M'  relativamente  alla  curva,  vi  sarà  il  fles- 
„  so  ;  e  quando  o  non  vi  sarà  questo  punto  comune ,  o  ve 
„  ne  saranno  due,  allora  la  cnrva  avrà  un  regresso  „.  La  tra- 
duzione peiò  di  questa  osservazione  in  espressione  analitica,  sa- 
rebbe cornai,  uà  non  poco,  e  resta  sempre  a  desiderarsi  un  cri- 
terio semplice  e  sicuro  per  distinguere  i  flessi  dai  regressi . 

Facciamo  alcuni  esenipj  delle  spiegate  dottrine  • 
1°.  Si  dimanda  il  punto  di  regresso  nella  curva  rappresentata 
dall'  equazione  y'y  =  alar  che  è  la  prima  parabola  cubica  ? 


.1  .! 

Quest'equazione  ci  dà  y  =  a?  x3 ,  e  quindi  (^p- )  =  —  J —  , 
dal  che  si  ricava,  facendo  (0)  =  oo,  a?  =  o  :  il  punto  di  re- 
gresso adunque  sarà  Dell'  origine  delle  ascisse . 

a°.  Si  dimanda  il  punto  di  flesso  nella  Concoide  di  Nicome- 

.1 

de  ,  la  cui  equazione  è  y  =  ~?  (a*  —  x*f  ? 
Differenziando  due  volte  si  trova 
Tom.  Il  E  e 
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—  (  — ^  )  =  — —  -,  e  quindi  eguagliando  a  zero  que- 

dX'  -*<  ).(aa-  xx)* 

sta  espressione  ,  abbiamo  x~'  -f.  sÌ&jc*  —  lab  =  o  ;e  dalla  risolu- 
zione di  questa  equazione  si  trova  il  valore  dell'  ascissa  corris- 
pondente al  flesso  contrario  ;  auzi  siccome  un  valore  di  x  ci  dà 
due  valori  per  y  eguali  e  di  segui  contiatj,  la  curva  avrà  due 
flessi  ad  eguali  distanze  da  una  parte  e  dall'  altra  dell'  asse 
delle  ascisse  . 

§.  89.  Per  quanto  non  si  possa  determinare  la  direzione 
rì*  una  curva  in  uu  qualunque  suo  punto,  poiché  essa  varia  con- 
tinuamente ,  pure  per  direzione  d'  una  curva  in  un  certo  di  lei 
punto,  si  intende  comunemente  la  direzione  che  vi  ha  la  tangen- 
te ;  così  il  Problema  che  dimanda  la  determinazione  di  quella 
direzione  nel  luogo  corrispondente  ad  una  ascissa  x  =  a ,  è  ri- 
soluto quando  si  assegni  la  posizione  della  tangente  alla  curva 
iu  quel  luogo  medesimo . 

Ottenuto  adunque  mercè  la  differenziazione,  il  valore  di 

(^)  clic  sarìi  iu  generale  una  funzione  di  x,y,  e  ridotto  ad  es- 
sere una  sola  funzione  di  (  col  sostituirvi  per  y  il  valore  in 
x  dato  dall'  equazione  della  curva  )  porremo  in  esso  x  —  a  , 
ed  avremo  allora  la  direzione  della  tangente  alla  curva  nel  pun- 
to corrispondente  ad  x  =  a ,  ed  in  conseguenza  la  direzione  del- 
la curva  in  quel  punto  medesimo . 

Se  questa  supposizione  x  =  a  renderà  =  allora 
cercandone  il  valore  ,  come  abbiamo  insegnato  al  §•  45  ,  avre- 
mo (^)  dato  per  un'  equazione  di  secondo  grado,  ed  in  conse- 
guenza due  valori  per  esso .  Vi  saranno  allora  nel  punto  corris- 
pondente all'  ascissa  x  =  a  due  tangenti ,  e  vi  passeranno  in  con- 
seguenza due  rami  di  curva  :  nello  stesso  modo  se  la  nuova  es- 

pressione  trovata  per  (■£  )  diasi  per  mezzo  di  una  equazione  del  ter- 
zo grado,  avremo  allora  tre  valori  per  (~x)i  ed  in  conseguen- 
za tre  tangenti  nel  punto  dato  ,  per  cui  passeranno  tre  rami  di 
curva ,  e  così  di  seguito . 
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Viceversa,  data  1'  equazione  d*  una  curva,  potremo  facilmen- 
te determinare,  se  essa  ha  dei  punti  multipli,  e  quali.  Per  que- 
sto ricaveremo  il  valore  di  (£)  dall'equazione  della  curva,  e 
supponendolo  =-q>  faremo  P  =  o,  Q  =  o  :  queste  due  equa- 
zioni in  x  ed  y  ci  daranno  x  =  a ,  y  —  b ,  e  se  tali  valori 
soddisfaranno  all'  equazione  della  curva ,  avrà  essa  un  punto  mul- 
tiplo ,  e  quando  ciò  non  succeda,  non  vi  saia  alcuno  di  questi 
punti . 

Per  decidere  poi  della  moltiplichi!  del  punto ,  osserveremo 
se  x  =  a,  y  =  b  ,  i  quali  rendono  (è)  ==  riducono  ancorai 
indeterminato  il  nuovo  valore  che  si  ritrova  per  (J)  =  p_ ,  e 
quando  ciò  non  succeda,  la  curva  avrà  un  puuto  doppio;  lo  a- 
vrà  triplo  se  quei  valori  rendono  anche  =  ~.  la  nuova  espres- 
sione trovata  per  (  é  ) ,  e  così  di  seguito  . 

Per  farne  un  esempio,  si  dimandi  se  la  curva,  la  cui  equa- 
zione è  x*  —  axzy  -t-  byl  =  o  ha  punti  multipli  ? 
Dalla  differenziazione  di  quest*  equazione  si  ha 

■ 

4*'  —  daxy  —  (  ai'  —  3Ìy*  )  (£)  =  o  che  ci  dà 

<£>  =  -£  =  -.l~^w  • e  iaindi  4x5  - =  <>>«**- 

3^/  =  o .  Da  queste  due  ultime  equazioni  si  ricava  x  =  o , 
y  =  o ,  i  quali  valori  soddisfacendo  alla  proposta ,  ci  dicono  che 
essa  ha  un  punto  multiplo  nell'  origine  delle  coordinate . 

Per  trovare  il  grado  di  mufciplicità  del  punto ,  differenzia- 
mo un'  altra  volta  ,  ed  avremo 

ia»m-aajr-4ai!.(*)-(a**~3Òy}(^)H-&,j'(g),==o; 

facendo  x  =  o  ,  y  =  o,  sarà         =  Z  ,  dal  che  si  riconosce 

che  il  punto  è  triplo ,  o  che  palino  per  V  orione  delle  coor- 
dinate tre  mini  di  curva.  Il  punto  6  triplo,  perclie  differenziando 
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di  nuovo  il  valore  di  (~)>  non  diviene  esso  indeterminato  per 
x  =  o  ,  y  =  o  . 

§.  90.  Parliamo  ora  della  Quadratura  e  della  Rettificazio- 
ne delle  curve,  come  pure  della  cubatura  dei  solidi.  Sia  y  = 
fi  /òr  r  equazione  della  curva  EF  :  Io  spazio  EHP  sarà  ancora 
="      esso  una  funzione  della  ascissa  x  che  indicheremo  per  Fa:,  e  la 
determinazione  di  questa  funzione  Fa?  chiamasi  Quadratura . 

Per  ottenerla ,  supponiamo  che  AP  divenga  AM  >  ovvero 
che  x  divenga  x  -f-  w  ,  ed  avremo  MN  =  f  (  x  «4-  w  );  ENM  = 
F(#H-  w):  sarà  danqnc  ENM  —  EIIP  =  F(x  -+  »)  —  FO)> 
e  compiendo  i  rettangoli  PIISM  ,  PQNM  i  quali  sono  PHSM  = 
tufx,  PQNM  =  wf  (  x  w  ) ,  vedremo  che  lo  spazio  F(o?-f. 
w)  —  F(ar)  dovrà  essere  sempre  minore  del  rettangolo  circo- 
scritto alla  curva  >  e  maggiore  dell'  iscritto  ;  dovrà  dunque  essere 

«f(a?H-w)>F(*H-w)  —  F  (  x  )  >  bf  (  x  ) 

qualunque  (T  altronde  sia  u  ovvero  PM .  Ora  Io  stesso  ragio- 
namento che  abbiamo  fatto  al  (§■  81  )  per  trovare  la  differenziale 
dell'  arco  di  una  curva ,  ci  dimostrerà  che  questa  condizione  non 

può  avverarsi  se  non  è  (  —  )  —fx ,  cioè  se  la  differenziale  del- 
lo spazio  EPH  divisa  per  dx,  non  è  eguale  all'ordinata^;  dun- 
que avremo  sempre 

{fx)dx=ydx. 

Se  noi  adesso  rammentiamo  ciò  che  e  stato  detto  al  (  §  50  J, 
che  cioè  fy(x)dx  esprime  quella  funzione  Y(x)  di  x,  la  cui 

differenziale  è  la  stessa  quantità  q>(x)dx,  avremo  /( = 

F(.tp)  =  fydx\  cioè  in  qualunque  curva  lo  spazio  EHP  egua- 
glia 1'  integrale  dell'  ordinata  moltiplicata  per  dx,  aumento  inde- 
terminato dell'  ascissa  x  , 

Noi  abbiamo  tacitamente  supposto  in  questa  Analisi  che  la 
porzione  di  enrva  HN  non  contenga  nè  un  Massimo  uè  uu  Mi- 
nimo :  questa  supposizione  è  legittima,  poiché  se  un  Massimo, 
od  un  Minimo  vi  si  trovasse ,  potremmo  assegnare  ad  w  una  tal 
grandezza  che  il  Massimo  o  il  Minimo  cadesse  al  di  qua  o 
al  di  là  dei  punti  di  curva  corrispondenti  allo  stc?so  u 
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Se  la  funzione  f  ( * )  esprimesse  l'area  della  sezione  il'  nn 
solido  fotta  perpendicolarmente  all'  ascissa  x ,  si-  dimostrerebbe 
nella  stessa  maniera  che  la  solidità  è  espressa  dall'  integrale  di 
f  (  x  )  dx  »  imperciocché  indicando  per  F  (  x  )  questa  solidità  ,  la 
differenza  F(of— hw)  —  F(ar)  esprimerebbe  la  porzione  del  so- 
lido compresa  fra  le  due  sezioni  f  (x)  f  f(x  -t*  w)  ,  e  questa 
porzione  sarebbe  necessariamente  maggiore  dì  uno  dei  solidi  pris- 
matici. w/*(  x  ) ,  e  minore  dell'  altro  wf(  x  w  )  >  prendendo  w 
quanto  si  vuol  piccolo  ;  dal  che  ne  concluderemmo  che  deve  es- 
sere e  quindi  V(x)=fydx . 

„  Cosi  per  avere  la  solidità  d'  un  solido  qualunque  >  bisogna 
„.  prendere  l' integrale  della  funzione  che  rappresenta  la  di  lui 
„  sezione  perpendicolare  -all'  asse  degli  oc ,  moltiplicata  per  dx 
„  e  corrispondente  afta  stessa  ascissa  x  „ . 

Sia  la  curva  da  quadrarsi  una  parabola  Apolloniana  di  pa- 
rametro a .  L'  equazione  di  questa  curva  è  y*  =  ax ,  ovvero 

y  =  s/ ( ax)  :  sarà  dunque  Vx  =  fy/  (ax)  .  dx  =.  —  y/ ( ax1  )  = 

a 

—  ary;  e  perciò  EIIP*  =■  -  xy  —  -  EP  .  PH  :  Io  spazio  adunqne 

5  5         3  Fig.  i8* 

parabolico  eguaglerà  due  terzi  del  rettangolo  circoscritto  . 

Determiniamo  la  solidità  della  Paraboloide  .  L'  Asse  della 
.Paraboloide  sia  1'  asse  degli  x ,  ed  il  vertice  di  essa  sia  1'  ori- 
gine delle  ascisse.  Una  qualunque  sezione  perpendicolare  all'as- 
se e  corrispondente  all'  ascissa  x,  sarà  t/  ,  ovvero  (  ponendo 
per  y*  il  suo  valore  ax  ) ,  sarà  vax  (  essendo  r  la  semicircon- 
ferenza del  circolo  che  ha  per  raggio  l' unità  )  . 

La  solidità  adunque  sarà 

/ *axdx  =  Ta/xdx  —  Ta~=  ry% .  -~t  cioè  la  solidità  cercata  e- 

guaglierà  la  metà  del  cilindro  circonscritta .  In  generale  rappre- 
sentando per  y  una  qualunque  funzione  fx  di  x ,  la  quantità 
*(fxy  esprimerà  la  sezione  perpendicolare  all'asse  degli  x  in 
qualunque  solido  di  rivoluzione  la  cui  curva  generatrice  è  y  = 
Jxi  ed  in  conseguenza  fi-(fx)1 .  dx  =  ^/(Jx)''  ■  dx  esprimerà  la 
solidità  dello  stesso  solido. 
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§  91.  Si  chiama  Rettificazione  di  una  curva  la  determina- 
zione della  di  lei  lunghezza ,  o  più  generalmente  parlando ,  la 
determinazione  d'  una  qualunque  di  lei  porzione  in  fnuzione 
dell' ascissa  cui  quella  corrisponde;  così  essendo  y—fx  l'cqua- 
p;<r  S  Z]om  ^ella  cllrva  ZZ»  c  facendo  AP  =  x  ,  PM  —  y,  se  indi- 
*D'  chiamo  per  Yx  Y  arco  ZOT,  per  rettificare  la  curva,  convieue 
determinare  la  funzione  Fa:. 

Ora  noi  abbiamo  dimostrato  al  §  8c  che  la  differenziale 

.    dell'  arco  è  sempre  eguale  a  v' (  1  H- (^)*  )  ?  dunque  (^)  = 

/(«H-(g)1),  e  quindi  f(?x)dx  =  T?x=f(i^{fxyf.dx. 

Dunque  per  avere  la  funzione  rappresentante  un  arco  qua- 
,)  lunque  corrispondente  all'  ascissa  ,  bisogna  prendere  l' inicgra- 

„  le  di  (  1  -h  (^V  )a  .  dx  dopo  avervi  sostituito  per         il  va- 

„  lore  dato  dall'  equazione  delia  curva  »  . 

Immaginiamo  che  la  curva  ZZ  ravvolgendosi'  intorno  Y  as- 
se delle  ascisse ,  generi  una  Conoide  ;  le  sue  ordinate  MP  = 
y=rfx,  QN  —  f  (  x  -f«  w  )  descriveranno  nel  tempo  sresso  due 
circoli  di  cui  queste  ordinare  saranno  i  raggi  :  1'  arco  MOL  de- 
scriverà una  Zoiia  Conoidica;  la  tanf»e:re  JV1T  e  la  linea  MP 
parallela  ad  NS,  descriveranno  di  Ile  Zone  Coniche ,  tra  le  qua- 
li la  Zona  Conoidica  sarà  necessariamente  contenuta:  onde  per- 
suadersene» basta  supporre  che  1'  intiera  figura  ZMNotZ'  si  rav- 
volga intorno  all'asse  AB,  ed  allora  le  tre  superficie  descritte 
dalle  linee  spezzate  MFm  ,  MNra  ,  MTm  ,  avranno  i  medesimi 
termini ,  volteranno  sempre  la  concavita  dalla  medesima  parte  , 
comprendendosi  una  entro  Y  altra  :  sarà  dunque  la  superficie  de- 
scritta da  MTm  maggiore  di  quella  generata  da  MNaz ,  e  que- 
sta maggiore  dell'  altra  fatta  da  MFm  ,  e  le  metà  di  queste  tre 
superficie  avranno  ancora  lo  stesso  rapporto  tra  di  loro. 

Ora  la  Geometria  c'  insegna ,  che  la  superficie  convessa 
d*  un  Cono  troncato  e  eguale  al  suo  lato  moltiplicato  ]wr  la  se- 
misomma  delle  circonferenze  «Ielle  due  basi;  dunque  iudicando 
per  x  la  circonferenza  del  circolo  di  cui  il  raggio  è  —  1  ,  la 
superfìcie  della  Zona  Conica  descritta  dalla  tangente  MT  = 


Digitized  by  Google 


CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  CAP.  VI.  333 

»v'(i^(gn==      (  ^cc»d°  *>(*)=*/(i-+(gn, 

sarà  w^(^)  .t  (/*  H- y  (^);  P°*cne  *  rag§*  delle  due  ^asi  ^ 
no  l'uno  MP=.y=/*,  l'altro  QT  =  QR -i- RT  =  v  h- «X 
(£)  =/jch-  w  la  superfìcie  dell'altra  Zona  descritta  dal- 
la retta  MF  =  NS  =  w^(afH»«)i  sarà 

tó.?(^H.w),r{/(i)4j(^7-)}t  imperocché  è  facile 

vedere  che  i  raggi  delle  basi  di  questo  tronco  di  cono  saranno 

/(*)  =  PM ,  QF  =/(  x)^RF  =fx  h-  w  se  d.un- 

que  rappresentiamo  per  la  funzione  dell'  ascissa  che  esprime 
la  superficie  della  Conoide,  è  chiaro  che  la  Zona  Conoidica 
sarà  espressa  per  Y  (x  «  )  —  ,  e^che  questa  differenza  do- 
vrà essere  contenuta  tra  le  due  quantità 

comunque  piccolo  si  prenda  w  ;  si  dimostra  con  nn  ragionamen- 
to simile  a  quello  fatto  (  §  81  ),  che  questa  condizione  non  può 
avverarsi  in  generale  ,  se  non  è 

Avremo  per  tanto 

Faremo  le  applicazioni  di  queste  Teorìe  quando  tratteremo 
dell'  integrazione  delle  funzioni .  t 

Scolio  .  La  normale  di  una  curva  M  riferita  alle  coordina- 
te ortogonali  è  (  §  78  )  eguale  ad  .y t  H-  (^)*)»  se 
dunque  costruiamo  un*  altra  curva  ,  la  quale  avendo  per  ascissa 
la  a?  abbia  per  ordinata  una  quantità  z  —  y  V  (  1  ■+  (      )  >  Ia  dl 
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lei  superficie  sarà  fzdx  —  fy  sf  (  i  )  .  dx  ;  ma 

abbiamo  trovata  qui  sopra  la  superfìcie  della  Conoide  = 
r/y  y/(i  H-(£)s)         dunque  avremo  la  prima  superficie  alla 

i 

seconda  :  :  i  :  r . 

w  Generalmente  la  Figura  fatta  dalle  perpendicolari  ad  una 
„  curva  data  ,  applicate  come  ordinate  all'asse,  è  proporzionale 
„  alla  superficie  dello  stesso  solido'  di  rivoluzione ,  formato  dal- 
„  la  rotazione  della  data  curva  medesima  „ . 

Questo  Teorema  è  il  primo  cui  Leibnizio  abbia  applicato 
il  Calcolo  Differenziale.  * 

Prime  Applicazioni  alla  Meccanica 

§92  Ogni  movimento  s*  esprime  aiviliricamnnte  per  un  rap- 
porto Ira  lo  spazio  ed  il  tempo:  lo  sp:i/.  o  h  ««rni*. c  n;^i  tun- 
zione  del  tempo,  e  parlando  del  noto  rettilineo,  se  indichiamo 
per  s  e  per  /  quelle  due  quantità,  s—f  {t)  sarà  1'  cmazio- 
ne  che  esprime  analiticamente  tutti  i  movimenti  possibili  in  li- 
nea retta  .  Si  avranno  adunque-  tanti  diversi  movimenti  >  quan- 
ti sono  i  valori  che  possono  darsi  nf{t).  L'  osservazione  e 
l'esperienza  ci  ha  dimostrato,  die  due  soli  movimeuri  semplici 
esistono  nella  natura ,  i  quali  sono  rappresentati  da  s  —  at, 
s  =  bt*  :  il  primo ,  cui  appartiene  l' equazioue  5  =  at ,  si  chia- 
ma Moto  Uniforme ,  ed  in  questo  gli  spazj  percorsi  sono  pro- 
porzionali ai  tempi  impiegati  a  percorrerli:  il  secondo  darò  dall'al- 
tra equazione  5  =  ór1,  si  chiama  moto  uniformemente  accele  ra- 
to, ed  m  questo  gli  spazj  sono  proporzionali  ai  quadrati  dei  tem- 
pi impiegati  a  percorrerli . 

Si  sa  dalla  Meccanica ,  che  il  moto  uniforme  è  quello , 
col  quale  si  moverebbe  un  corpo  messo  in  moto  da  una  causa 
istantanea  (  da  una  causa  cioè  ,  che  dopo  avere  in  un  istante 
agi-o  sopra  di  esso,  lo  abbandona  )  se  tutti  gli  ostacoli,  e  le  re- 
sistenze che  incontra,  non  alterassero  quel  movimento:  il  coef- 
ficiente costante  a ,  che  entra  nell'  equazioue  di  questo  moto ,  c 
chiamato  Velocità  ;  questa  dunque  è  il  rapporto  fra  lo  spazio 
ed  il  tempo ,  rapporto  che  è  costante  in  un  medesimo  moto  u- 
niforme ,  e  che  varia  da  un  moto  all'  altro . 
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Si  sa  parimente  dalla  Meccanica ,  che  il  moto  accelerato 
uniformemente  è  quello  col  quale  si  muovono  i  Corpi  libera- 
mente cadenti  in  virtù  della  gravita  ,  astraendo  però  dalla  resi- 
stenza dell'  aria  i  e  che  in  generale  esso  è  prodotto  da  una  for- 
za la  quale  agisce  costantemente  ed  egualmente  sopra  d*  un  cor- 
po mettendolo  in  moto  >  e  continuando  la  sua  azione  con  la  me- 
desima intensità  ,  con  la  quale  ha  agito  nel  primo  momento  »  an- 
che nel  tempo  stesso  in  cui  quel  corpo  si  muove.  A  questa  for- 
za che  si  chiama  forza  Acceleratrice  >  la  quale  è  costante  in 
uno  stesso  movimento)  .e  che  varia  da  un  movimento  all'altro, 
è  proporzionale  il  coefficiente  b  che  eutra  nell'  equazione  s  = 
bt\  e  che  esprime  il  rapporto  fra  gli  spazj  ed  i  quadrati  dei 
tempi  ;  coefficiente  che  è  costante  in  un  medesimo  moto,  e  che 
varia  da  un  movimento  all'  altre . 

Si  sa  infine  dalla  suddetta  Scienza  che  esiste  in  natura  an- 
cora il  moto  composto  di  questi  due  movimenti,  rappresentato 
«lai!'  equazione  s  =  at  -+»  bt * ,  cne  questo  è  quello  con  cui  si 
muovono  i  corpi  gettati  verticalmente  di  alto  in  basso ,  o  di  bas- 
so in  alto  :  -e  che  in  questo  moto  composto ,  i  due  movimenti  in 
nulla  si  turbano ,  essendo  lo  spazio  sempre  eguale  all'  aggrega- 
to dei  due  spazj  che  il  corpo  .descriverebbe  animato  separata- 
mente da  quei  movimenti  ad  uno  per  volta. 

Questo  premesso ,  consideriamo  un  movimento  qualunque  ret- 
tilineo rappresentato  dall'  equazione  s  =  p  (  r  ) .  Alla  fine  del 
tempo  t  il  mobile  avrà  percorso  lo  spazio  p(t)%  ed  alla  fine 
del  tempo  r<H-w,  egli  avrà  percorso  lo  spazio  p(fH-«);  sarà 
dunque  —  p{t)  lo  spazio  percorso  nel  tempo  w,  il 

quale  comincia  quando  il  tempo  t  Unisce .  Sviluppiamo  in  serie 
la  funzione  p  (  r  -f-  w  ) ,  ed  avremo 

Dunque  lo  spazio  percorso  nel  tempo  w  sarà  rappresentato  dal- 
la formula 

nella  quale  il  tempo  r  trascorso  avanti  il  principio  del  tempo 
è  considerato  come  costante  a  riguardo  del  movimento  che  ha 

Tom.  Il  F  f 
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luogo  io  questo  stesso  tempo  w  ;  così  il  movimento  ,  col  quale 
questo»  spazio  è  percorso ,  è  composto  di  dirlerenti  movimenti  par- 
ziali di  cui  gli  spazj  corrispondenti  al  tempo  w,  sono 

»(£)»»'•  7 (£?>•«'■         Di  iueiti  movimen»  par- 

ziali  il  primo  è  nn  moto  uniforme ,  con  una  velocità  misurata 
da  {jt)i  il  secondo  è  un  moto  uniformemente  accelerato  ,  do- 
vuto ad  una  forza  acceleratrice  proporzionale  a  rappor- 

to  agli  altri  movimenti ,  siccome  essi  non  si  rapportano  ad  al- 
cun movimento  semplice  conosciuto,  non  sarà  necessario  di  con- 
siderarli in  particolare ,  e  si  vedrà  che  potremmo  tralasciare  di 
considerarli  nella  determinazione  del  moto  al  principio  del  tem-  * 
po  w . 

§.  93.  Sviluppiamo  la  funzione  p(f-fw)  fermandosi  al 
quarto  termine  (  §  36  )  ed  avremo 

,{tH.„)t.,(0-f»(*}-f?(?)H-n( ) .  «- 

scndo  0  medio  tra  zero  ed  w  :  Jo  spazio  percorso  allora  nel 
tempo  w  sarà  espresso  esattamente  da 

«(?) ■+ 'r  (£) •+  ri{'Ls^)>  «-1  i dne  Prinii  temini  «p- 

presentano  il  movimento  composto  di  un  moto  uniforme  »  e  di 
uniformemente  accelerato ,  ed  il  terzo  termine  rappresenta  la  som- 
ma degli  altri  movimenti  che  si  combinano  con  i  primi ,  ed  im- 
pediscono al  vero  movimento  d'  essere  composto  d'  un  moto  uni- 
forme, e  d'un  uniformemente  accelerato  soltanto. 

Ora  è  facile  vedere  che  possiamo  tanto  impiccolire  w,  che 

il  movimento  composto  dei  due  termini  .  s'av- 

vicini tanto  al  vero  movimento ,  che  nessun  altro  moto  composto 
di  un  uniforme ,  ed  un  uniformemente  accelerato  possa  avvici- 
narsi più  di  lui:  infatti  la  differenza  tra  il  movimento  composto 

«(^)  ed  il  vero  movimento 

w  r  **  )  h.  w\  -L  (  €•  )  h-  co  » .  -L.  (  €H  L+ìl) ,  è  tó  » .  _L  (  èli  < ' pi  ) 
w\dt)-rw     t^dt*'^       a. 3^      ét*     n         2.3 v      dtl  ' 
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che  indicheremo  per  D;  ora  lo  spazio  descritto  nel  tempo  w 
da  qualunque  altro  movimento  composto  d'un  uniforme,  e  d'un  u- 
niforrnemente  accelerato  essendo  rappresentato  da  aw  6w*  ,  la 
differenza  tra  questo  nuovo  spazio  ed  il  vero  spazio ,  sarà 

•(§  )  «*  •  t<£>  ■+  «'  •  ri  (  — i.— )-"«•-  - 
'{(?)-«}  -  f  {t(^)  -  *>  <■>'  -  «*  •  ili  (  £*i?!2M- 

dichiamo  per  A  quest'  ultima  differenza ,  ed  un  ragionamento  si- 
mile a  quello  fatto  al  §  81  ,  ci  dimostrerà  che  potremo  pren- 
dere xo  tale  da  rendere  (  qualunque  siano  a  ,  b  )  la  quantità 
A  >  D ,  ed  in  conseguenza  un  movimento  qualunque  composto 
aw  — t-  òw*  sempre  più  differente  dal  vero  movimento ,  -di  quel- 
lo che  ne  sia  il  moto  composto  w(0)h- w* .  ^(^~)  • 

Dunque  possiam  prendere  w  in  maniera  che  u  (  ~  )  esprimi 
ciò  che  può  esservi  di  moto  uniforme  nel  moto  composto ,  e  che 
te1  ._!_(£?)  esprima  tutto  ciò  che  può  esservi  di  moto  uniforme- 
mente accelerato  ;  e  di  qui  risulta  che  ogni  moto  rettilineo ,  rap- 
presentato dall'  equazione  s  =  p  (  t  ) ,  può  in  un  istante  qualun- 
que alla  fine  del  tempo  t ,  considerarsi  come  un  composto  di  di- 
versi movimenti,  cioè  uniforme,  uniformemente  accelerato,  ed 
altri  j  nell'  aggregato  x>  totalità  di  questi  movimenti ,  tutto  ciò 

che  vi  è  di  moto  uniforme  è  dovuto  alla  velocità        =  (-)i 

e  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniformemente  accelerato ,  è  do- 
vuto ad  una  forza  acceleratrice  agente  sul  mobile ,  e  proporzio- 
nale a  =  (~),  e  tutto  ciò  che  appartiene  ad  altri  movi- 
menti si  deve  ad  altre  cause  ,  delle  xjuali  non  possiamo  determi- 
uare  la  natura  ,  almeno  volendole  dedurre  da  qualche  fenomeno 
conosciuto  di  movimento .  Ma  se  queste  cause ,  le  quali  impedis- 
cono al  movimento  proposto  d'  essere  uniforme ,  cessassero  tutte 
ad  un  tratto,  il  movimento,  da  queir  istante  in  cui  cessano, 
continuerebbe  in  una  maniera  uniforme ,  e  con  una  velocità  mi- 


Digitized  by  Google 


228  MATEMATICA  SUBLIME 

sturata  da  (  ~  )  ;  e  se  V  effetto  di  queste  cause  in  vece  di  diveni- 
re nullo,  divenisse  costante ,  il  movitrento  diverrebbe  composto 
d*un  moto  uniforme,  e  d'un  moto  uniformemente  accelerato, 
cominciando  nel  medesimo  istante ,  in  virtù  d*  una  forza  accele- 

ratrice  costante  e  proporzionale  a  (~^) .  Molti  fenomeni  della 

Natura ,  e  sopra  tutto  i  risultati  di  differenti  esperienze  che  so- 
no state  immaginate  sopra  la  caduta  dei  corpi ,  confermano  pie- 
namente questa  conclusione ,  la  quale  deve  essere  riguardata  co- 
me il  principio  fondamentale  della  Teorìa  del'  movimento . 

Dunque  in  generale  iu  ogni  moto  rettilineo  nel  quale  Io  spa- 
zio percorso  è  una  funzione  del  tempo  impiegato  a  percorrerlo, 

{jt)  rappresenta  la  velocità,  e  (.^)  la  forza  acceleratrice  in  un 

istante  qualunque  ;  così  data  1*  equazione  d*  un  movimento  qua- 
lunque s  =  p{t)y  il  Calcolo  Differenziale  ci  darà  subito  le  due 

funzioni  (^)>(^r)>  cne  rappresentano  come  abbiamo  detto,  la 

velocità  e  la  forza  acceleratrice  in  un  istante  qualunque  . 

E  qui  vuoisi  per  maggior  chiarezza  osservare  che  quando 
si  dice  che  in  no  moto  qualunque  ,  terminando  il  tempo  t  e 
cominciando  il  tempo  w ,  il  quale  può  esser  piccolo  quanto  vo- 
gliamo,  la  velocità  è  rappresentata  da  {  —  ) ,  e  la  forza  accele- 
ratrice da  nou  vuol  dire  che  in  questo  tempo  w  altro  non 
vi  sia  che  un  moto  uniforme  dovuto  alla  velocità  (^)  ed  uno 

uniformemente  accelerato  dovuto  alla  forza  (^)»  poiché  vi  è 

un  altro  aggregato  di  movimenti  che  non  si  dee  trascurare  :  ma 
vnol  dire  che  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniforme,  è  dovuto  a 

(-Ì,  e  tutto  ciò  che  vi  è  di  moto  uniformemente  accelerato,  a 

(^J);  di  modo  che  se  terminando  il  tempo  t  terminassero  anco- 
ra le  cause  che  producono  tutti  gli  altri  movimenti ,  il  mobile 
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incominciercbbe  a  muoversi  nel  tempo  w  con  un  moto  unifor- 
me ed  uno  nniformemente  accelerato,  de* quali  abbiamo  sopra 
detcrminata  la  velocità  e  la  forza  . 

Tutta  questa  maniera  di  considerare  il  moto  si  deve  all'  im- 
mortale La -Gran  «e  » 

Possiamo  giungere  allo  stesso  risultato  per  un*  altra  conside- 
razione che  può  forse  essere  anteposta  ai  ragionamenti  fatti  qui 
sopra . 

Nel  tempo  w  ,  il  quale  comincia  quando  t  finisce  >  lo  spa- 
zio descritto  ir  (£)  u  h-  -+  -+  «4  ce.  Ora  imma- 
giniamo una  velocità  media  V  tale  che  il  corpo  velocitato  da 
essa ,  faccia  con  moto  equabile  ed  uniforme  nel  tempo  co  lo  stes- 
so spazio  che  ei  faceva  in  virtù  dei  movimenti  variati  da  cui 
è  realmente  animato . 

Se  io  suppongo  che  sia  v  la  velocità  con  cui  comincia  il 
movimento  nel  tempo  w ,  ovvero  la  velocita  che  ha  il  mobile 
alla  fine  del  tempo  t,  V  espressione  di  V  dovrà  avere  questa  forma 
V  =  v  -fùiz ,  essendo  eoa  una  funzione  di  w  e  di  t ,  che  si 
annulla  quando  w  =  o,  giacché  allora  dobbiamo  avere  V  =  v: 
sarà  dunque 

(«  H-  hb)h  =  <o(£)-t-  •+  ec.; 

ora  quest'  ultima  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualunque 
valore  dell'  indeterminata  w ,  è  dimostrato  nell'  Algebra  Cartesia- 
na che  i  coefficienti  delle  respettive  potenze  di  co  debbono  co- 
stituire da  se  medesimi  dell'  equazioni  egualmente  vere  ;  dunque 
deve  essere 

v  —  =  o ,  e  quindi  v  =  ( ;  dunque  la  velocità  del  mo- 
bile alla  fine  del  tempo  £,  è  rappresentata  dalla  funzione  {jt)- 
Egualmente  essendo  la  somma  degli  spazj  descritti  nel  tem- 
po w,  escluso  (jpw>  il  quale  è  fatto  con  moto  equabile  ed  u< 
niforme,  è 

a"  iT^dp) 
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Se  noi  immaginiamo  nna  forza  acceleratrice  inedia  F ,  la 
quale  nel  suddetto  tempo  w  faccia  percorrere  al  mobile  con  mo- 
to uniformemente  accelerato  uno  spazio  eguale  a  quella  somma, 
descritta  con  moti  variati ,  e  se  noi  supponiamo  F  —f  wy  > 
essendo  /  la  forza  acceleratrice  alla  fine  del  tempo  t ,  ed  wy 
una  funzione  di  u  e  di  £  »  che  si  annulla  quando  w  =  o ,  avre- 
mo T  equazione 

Ij3  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  i  valori  -di  w ,  ci  darà 
/=  y(^)  :  dunque  in  qualunque  movimento  variato  la  forza 
acceleratrice  alla  fine  del  tempo  t  h  espressa  da  e  quin- 

di è  proporzionale  a  (    )  >  come  abbiamo  detto  sopra . 

Nel  moto  uniforme  Tappreseutato  dall'  equazione  s  =  at  si 
ba  (^)  =  a  i  —  o ,  in  questo  moto  cioè  il  coefficiente  a 
rappresenta  la  velocità ,  e  la  forza  acceleratrice  vi  h  nulla  : 
Dell'  uniformemente  accelerato  s  =  bt%  >  si  ba  (^)  =  iht , 

=  2Ò ,  e  così  la  velocità  in  un  istante  qualunque  è  pro- 
porzionale al  tempo  trascorso  dopo  Y  origine  del  moto ,  ed  il 
rapporto  fra  la  volocità  ed  il  tempo  esprime  la  forza  accelera- 
trice ,  ed  è  doppio  del  rapporto  tra  lo  spazio  percorso  ed  il 
quadrato  del  tempo . 

§.  94.  Consideriamo  ora  un  movimento  curvilineo  qualun- 
que, essendo  la  curva  descritta  EMF  collocata  in  un  piano  CAB, 
e  riferita  ai  due  assi  rettangoli  AC  ,  AB,  dei  quali  il  primo  sia 
quello  degli  y ,  ed  il  secondo  quello  degli  a?.  Il  corpo  nel  muo- 
versi si  troverà  sempre  in  alcuno  dei  punti  della  curva  EF ,  ed 
il  punto  M,  nel  quale  ad  un  certo  istante  il  corpo  dipen- 
derà dal  tempo  per  il  quale  è  seguito  il  movimento .  La  posi- 
zione adunque  del  punto  M  sarà  una  funzione  del  tempo .  Con- 
duciamo le  coordinate  MQ  =  x  ,  MP  =  y  :  la  posizione  del 
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punto  M  è  determinata  da  queste  coordinate;  esse  dunque  sono  r. 
funzioni  de!  tempo  »  e  per  questo  ciascuna  di  esse  può  rappre^   'S* 1 9m 
sentare  uno  spazio  rettilineo  descritto-  con  un  movimento  espres- 
so dalla  funzione  del  tempo  »  alla  quale  è  eguale  la  stessa  or- 
dinata . 

Sia  dunque  x  =f{t)  ,  ^  =  F(r);  determinato  t ,  sono  subito 
determinate  le  coordinate  AP ,  AQ ,  ed  in  conseguenza  il  pun- 
to M  ove  trovasi  il  mobile  r  ora  supponiamo  che  oltre  il  vero 
corpo  che  muovesì  nella  curva ,  vi  sieno  due  corpi  fittizj  dei 

quali  uno  si  muova  lungo  V  asse  AJJ ,  V  altro  lungo  1'  asse  AG 

con  dei  movimenti  rappresentati  respettivamente  da  quelle  due 
eqnazioni  a;  ) ,  y  =  F(r)  :  è  chiaro  che  i  due  punti  dei 

due  assi  >  nei  quali  si  troveranno  i  corpi  immaginati  alla  fine 
del  tempo  t ,  determineranno  il  punto  della  curva  nel  quale  si 
trova  il  vero  corpo  r  essendo  quei  punti  la  proiezione  del  pun- 
to M  della  curva  ;  dunque  un  movimento  qualunque  può  natu- 
ralmente ridursi  a  due  movimenti  rettilinei  sopra  i  due  assi  del- 
le coordinate ,  e  questi  movimenti  possono  riguardarsi  come  de- 
scritti dai  mobili  che  sono  le  proiezioni  del  vero  mobile  sopra 
i  due  assi  medesimi  ;  quindi  è  che  gli  stessi  movimenti  possono 
considerarsi  come  la  projezione  del  vero  movimento  :  così  po- 
tremo riguardare  come  conosciuto  il  moto  per  la  linea  EMF , 

quando  saranno  conosciuti  i  movimenti  rettilinei  per  i  due  assi. 

Infatti  conosciute  le  equazioni  x=f(t)>  ^=F(f)  si 
ba  per  qualunque  tempo  t  il  luogo  M  del  mobile,  ed  eliminan- 
do t  per  mezzo  di  esse ,  abbiamo  1'  equazione  della  curva  de- 
scritta . 

Consideriamo  adunque  i  due  movimenti  x  =jf(r),  y  =  F(r) 
rettilinei,  come  componenti  il  moto  curvilineo  per  EM;  il  mo- 
bile posto  in  M  tenderà  a  muoverei  parallelamente  all'  asse  AB 
col  movimento  ar=/(f),  e  parallelamente  all'asse  AC  col  mo- 
vimento y  =  F(f ) .  Ora  per  ciò  che  si  è  detto  sopra  , 

rappresentano  la  velocità  e  la  forza  acceleratrice  che  si  ritrova 
alla  fine  del  tempo  t  nel  movimento  x  =f(t) ,  ed  egualmente 

rappresentano  le  simili  quantità  per  il  movimento 


Digitized  by  Google 


232  MATEMATICA  SUBLIME 

y  =  F  (  t  )  :  dunque  il  corpo  posto  in  M  tende  a  muoversi ,  ed  ef- 
'  l9'  fettivamente  nel  primo  istante  alla  fine  del  tempo      si  muove 

nel  senso  degli  x  con  una  velocità  (j^  )»  6  con  nn&  forza  acce- 

leratrice        ,  e  nel  senso  degli  y  con  una  velocità  (g)  e  con 

una  forza  acceleratnce  {~%)- 

Sappiamo  poi  dalla  Meccanica  che  un  corpo  animato  da  duo 
movimenti  uniformi  »  o  da  due  movimenti  uniformemente  acce- 
lerato ,  secondo  due  direzioni  perpendicolari  tra  loro ,  dei  qua- 
li a ,  b  siano  le  velocità  o  le  forze  accelerataci ,  tende  a  muo- 
versi ,  e  si  muove  ,  quando  tali  movimenti  non  siano  turbati  , 
con  una  velocità  o  eoa  una  forza  acceleratrice  rappresentata 
da  y/  (  a*  b*  )  ,  e  con  una  direzione  la  quale  fa  con  le  due 
direzioni  dei  movimenti  componenti  due  angoli,  di  cui  i  coseni 

sono    »  .  dunque  le  due  velocità  ),(§!) 

daranno  la  velocità  composta  V((dftY  •+  (ftY  )i  e  le  due  forze 
accelerataci  comporranno  la  forza  —  )*'  -t-  (£;)"")  •  La  ve- 
locità composta  che  indicheremo  per  u,  farà  con  gli  assi  degli  x 
e  degli  >  due  angoli,  i  coseni  dei  quali  saranno 

Rappresentiamo  ora  per  «  T  arco  EM ,  ed  essendo  esso  una 
funzione  del  tempo ,  avremo  (§  81)  (J)  =  v/((^), -+  (  §  )*)  > 
e  quindi  =  u  :  sarà  dunque  {£)  la  velocità  del  mobile  al- 
la fine  del  tempo  ti  di  più  la  direzione  di  questa  velocità  sarà 
la  stessa  di  quella  della  tangente  MT  alla  curva  nel  punto  M  : 
imperciocché  gli  angoli  TMw ,  TM/i  che  la  tangente  MT  fa 
con  gli  assi  (  §.  80  )  e  sono  tali  che 


cos.  TMm 
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«os.  TMb  =  (è )  :  V (  1  .+  ( '£)' ) ,  e  ponendo 
coS.TM«  =  (0).v'(($)aH-(*)*)i 

questi  due  coseni  sono  evidentemente  gli  stessi  che  quei  degli 
angoli ,  i  quali  fa  la  direzione  della  velocità  composta  con  Tas- 
se ;  dunque  la  direzione  della  velocità  coinciderà  eoa  la  tangen- 
te della  curva  ;  e  di  qui  segue  che  se  le  cause ,  le  quali  impe- 
discono al  movimento  d'essere  rettilineo»  cessassero  in  un  istan- 
te qualunque ,  il  corpo  continuerebbe  il  suo  moto  nella  direzio- 
ne della  tangente  c  con  una  velocità  eguale  a  (  —  )• 

§.  95.  Passiamo  ad  applicare  il  Calcolo  Differenziale  alla 
ricerca  dei  Centri  di  Gravità. 

Sia  l'area  APM  compresa  tra  V  ascissa ,  l'ordinata  e  T  «•-_,. 

co  AM ,  della  quale  si  dimanda  il  centro  di  gravità  G .  Prendia-  SO' 


mo  per  assi  dei  momenti  i  medesimi  due  assi  delle 
x,y>  e  supponiamo  per  maggior  semplicità  l'origine  dell*  area 
nell'  origine  delle  ascisse  .  Sia  AP  =  x ,  PM  =  y  ,  e  dal  cen- 
tro G  conduciamo  le  due  perpendicolari  GO ,  GQ  ai  due  assi 
AH,AP.  Rappresentiamo  ora  per  ${x)  il  momento  dello  spa- 
zio AMP  relativamente  all'asse  AH,  e  facendo  PR=w,  si  a- 
vrà  p(x)  =  GQ.Jydx.  Il  momento  dello  spazio  AER  sarà 

^(xh-w)  =  f»(ar)H-w(^)-T.«*R>  c  questo  sarà  minore  del 

momento  di  AMP  h-  PSER ,  e  maggiore  del  momento  dello  spa- 
zio AMP  H- PMDR  .  Indicando  questi  tre  momenti  per  tri  ,  m' , 

m ,  è  facile  vedere  che  (  facendo  RE  =J'H'«(|)^  w/>  ), 
sarà 

Tom.  Il  G  g 
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Fig.  20. m"  =  -+  »  (  J  •+  w(g)  -+  u»  (a?  «+ 

777.  ==p(x)«4-wy(*H--j-);.  e  dovendo  sempre  essere: 
to"  —  772  >  m  —  m  t  ovvero. 

«"  {(*  ) .    -p>  (  *  -+  i  )  >  co  {(£)  -  «j-} ;  h.  «■  (R :  _  ì  ) 

comunque  d'  altr'  onde  piccolo  si  prenda  w ,  ne  segue  che  do- 
vrà annullarsi  da  se  medesimo  (  §.  8i  )  il  coefficiente  (^) —  xy\ 
dunque  (^?)  =  xyy  e  quindi  p(x)  =  Jyxdx  :  ma  p(x)  = 

GQ  -fydx ;,  dunque  GQ  =         •  Per-  trovare  GO  v  indichiamo 

per  il  momento  dello  spazio  APM  relativamente  all'  as- 

se AR  ,  ed  avremo  (  rappresentando  per  m  ,  m  ,m  i  momen- 
ti dei  tre  spazj  sopra  considerati  ) 

m'  =  p  («)  H-  «  {y  H- ■«  (  £)  H- ■«>} 

772  =  P  (  #  )  h-  •  —  »  ora  dovendo  sempre  essere-  m"  —  m  >- 
m'  —  tu  r  ovvero^ 

avremo  (^)  =  ^,  e  quindi  =f£dx:  ma.  = 

GO/ycfo;  dunque 

no  1  ^Vjr 

uu  —  T'ji*' 

Se  ^  esprimesse  Y  area'  della*  sezione  d'  un  solido  fat- 

ta perpendicolarmente  all'  asse  degli  x ,  e  corrispondente  all'  a- 
scissa  * ,  dimostreremo  nella  stessa  maniera  che  la  distanza  del 
cèntro  di  gravità  di  questo  solido  da  un  piano  parallelo  alla  se- 
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zionc,  e  che  passa  per  l'origine  delle  ascisse,  è 

Trovando  poi  le  distanze  del  centro  da  dne  altri  piani  per- 
pendicolari al  primo ,  sarà  determinato  il  centro  «di  gravità  del 
solido  medesimo . 

Per  trovare  il  centro  di  gravità  G  dell'  arco  AM,  chia- 
miamo <p(x)  il  momento  di  quest'arco  relativamente  all'  asse  AB , 
e  sarà 

ti*)  =  go/v(i  *.('jy)ax. 

Supponiamo  che  AP  divenga  AR,  conduciamo  l'ordinata 
B.N  ,  le  tangenti  ai  ponti  M,N  finché  incontrino  le  ordinate 
PM ,  RN  prolungare  in  T  ,'T',  e  la  retta  MD  parallela  alla 
T'N  •  Facciamo  PR  =  w ,  ed  avremo 

<p{x  w)  =  <p(x)  w  (d-*)  ~R  =  m'  per. esprimere  il  mo- 
mento di  AMN  :  ma  questo  momento  debb' esser -sempre  mino- 
re del  momento  di  AM  h-  MT ,  e  maggiore  del  momento  di 
AM-{-  MD,  comunque  piccolo  si  prenda  w  (  poiché  il  momen- 
to di  ciascun  punto  della  MD  è  minore  del  momento  di  ciascun 
punto  corrispondente  nell'arco  MN ,  ed  il  momento  di  questo 
punto  è  minore  di  quello  che  gli  corrisponde  nella  tangente  MT  ); 
dunque  indicando  per  m" ,  m  questi  due  momenti ,  ed  osservan- 
do che  (  si  fa  fx  =  y/ {  1      ( £ )}  ) 

m  =  moni.  (  AM  H-  MT  )  =  ?(*)H-  {y  H-  £(£))«f* 

m'  =  mom.  (     AMN    )  =  p(x)      u  (g)  ^R 

m  =  mom.  (  AM  h-  MD )  =  v(x)  ^(y^(£))uf(x 

essendo  y'  ciò  che  diviene  y  quando  x  si  cangia  in  x  w  > 
si  avrà  771" —  772  >  m" — ttz'  ;  ora  nell'  espressione  di  771"  —  m  i 
termini  sono  moltiplicati  o  per  w*  o  per  potenze  superiori  ;  dun- 
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„.  que  (  70  >  83  )  acciò  sia  sempre  m"  —  m  >  m  —  W  bisogna 
FlS  ai  che  in  m  —  m  non  vi  siano  termini  moltiplicati  per  la  prima 
potenza  di  co ,  la  qual  condizione  ci  dà  V  equazione 

(£)  ~yfx  ;  dnnqne 

GO./V(  1  (£)*)•<**  =  *(*)=/5*kv'(  !-*(£)*)»  e 
quindi 

/WO +  (£)s)d* 
GO=  —  

Per  trovare  la  distanza  GQ  del  centra  di  gravità  dall'  al- 
tro asse  AC,  dal  punto  N  si  condurrebbe  NIX  parallela  ad  MT, 
ed  un  simile  ragionamento  ci  porterebbe  a  concludere  che  fa- 
cendo 

ni'  =  mom.  (  AM     ND'  )  =  (*  -4-  f)  «f», 

rf_rai.(     AMN  )==<K*)-*-"(g)-+7R' 
*z  =^(AM^OT)=^(*)-*-(*H--jJ«f(*H.«), 
debbe  essere  sempre  w"  -  m  >      -  m'  >  dal  che  si  deduce 
4Sf*  =  (£).  e  quindi 

^  =/*V(H.(^)  ^;  ma  f«  =  GQ./V  (  «  H- 
dunque 

GQ~~/V(i-(£)3) 

Volendo  il  centro  di  gravità  della  superficie  conoidica  for- 
mata dal  ravvolgimento  di  AMN  intorno  AB ,  faremo  un  simi- 
le ragionamento  :  il  centro  di  gravità  è  nell'  asse  AB ,  e  rap- 
porto ad  un  piano  perpendicolare  ad  AB,  il  momento  della 
superfìcie  conoidica  fatta  da  AMN,  è  medio  tra  V  aggregato  dei 
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momenti  della  superficie  conoidica  fatta  da  AM ,  e  della  zona 

conica  fatta  da  MT,  e  l'aggregato  dei  momenti  della  stessa  sn- 

per/ìcie  conoidica ,  e  dell'  altra  zona  conica  descritta  da  MD . 

Per  1'  applicazione  di  queste  Teorìe  rimandiamo  i  nostri 
Lettori  ai  Trattati  di  Meccanica . 

Scolio  I. 

Tutti  i  Problemi  e  Teoremi  che  noi  abbiamo  sciolti  e  di- 
mostrati nelle  superiori  dottrine  delle  curve ,  sono  appoggiati  a 
questo  principio  „  Se  delle  due  quantità  toB  ,  C  — f-  wD  ,  nelle 
„  quali  B  e  D  sono  funzioni  di  w  di  questa  forma  AH-òu-f 

eoo*  -h  ec.  )  debbe  la  prima  esser  sempre  maggiore  della  se- 
„  conda ,  qualunque  sia  w ,  conviene  che  la  quantità  C  si  an- 
„  nulli  da  se  medesima ,  poiché  senza  questo ,  potrebbe  deter- 
„  minarsi  o  concepirsi  determinato  w  in  modo  che  fosse  coB  < 

C  *-f-  wD  „ . 

Noi  abbiamo  dimostrato  questo  principio  (  §.  81  ),  e  ci  lu- 
singhiamo che  i  nostri  Lettori  non  possano  avervi  alcuno  scru- 
polo :  pure  non  sarà  tempo  perduto  il  riguardare  la  medesima 
verità  sotto  un  altro  punto  di  vista,  che  sebbene  non  poni  mag- 
gior rigore  Geometrico  alle  soluzioni  che  abbiamo  date ,  pure 
le  mette  nel  caso  di  essere  più  facilmente  concepite ,  e  taluna 
volta  rese  ancora  più  semplici .  Ex  dimostrato  nell'  Algebra  Car- 
tesiana che  se  abbiamo  un'  equazione  A  H-  Brc  -h  Cjc*  h-  Eoe1  — f- 
ec.  =  o ,  la  quale  debba  essere  vera  per  tutti  i  valori  possibi- 
li che  a  noi  piace  dare  ad  x,  è  necessario  che  i  coefficienti 
delle  rispettive  potenze  di  x  si  annullino  da  se  medesimi,  cioè 
che  sia  A  ==  o ,  B  =  o ,  C  =  o  ec.  Ora  delle  due  quantità 
10B ,  C  -4-  wD  dovendo  essere  sempre  la  prima  maggiore  della 
seconda ,  qualunque  sia  co ,  esse  differiranno  tra  di  loro  di  una 
differenza  che  varierà  col  variare  di  co  ;  se  questa  differenza  a- 
vrà  la  forma  10L ,  per  quanto  essa  sia  una  funzione  incognita , 
avremo  wB  =  C  -f-  wD  -4-  wL  ,  ovvero  Cw°  h-  wD  —  wB  -4- 
10L  =  o  :  quest'  equazione  dovendo  esser  vera  per  qualunque  va- 
lore di  co ,  se  sarà  essa  ordinata  secondo  le  potenze  di  w ,  ci  da- 
rà tante  equazioni  quanti  sono  i  coefficienti  delle  respettive  po- 
tenze di  queir  indeterminata  :  sarà  dunque  G  =  o  ,  come  noi 
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avevamo  trovato  con  altro  ragionamento  :  faremo  uso  di  questo 
priuc  pio  nella  soluzione  ilei  due  seguenti  Problemi ,  uno  di  Sta- 
tica ,  1'  altro  d' Idrodinamica  . 

Io  mi  lusingo  che  i  Lettori  versati  nelle  Teorìe  degli  infini- 
tesimi ,  sempre  inesatte ,  che  che  ne  dicano  i  loro  Apologisti,  sa- 
ran  soddisfatti ,  nel  vedere  come  le  più  complicate  questioni  pos- 
sano trattarsi  per  mezzo  dei  nuovi  principi  del  Calcolo  Diffe- 
renziale ,  e  come  le  soluzioni  di  esse  acquistino  quella  precisio- 
ne e  quel  rigore  geometrico ,  che  era  presso  che  sbandito  per 
T  abuso  delle  quantità  infinitrtraenre  piccole  . 

PROBLEMA  PRIMO 

§.  96.  Determinare  le  condizioni  d'  equilibrio  fra  tutti  i  Cu- 
nei d'  una  Volta  qualunque  cilindrica  . 

I.  Siano  AC  A'  la  curva  interna  d'una  volta  cilindrica,  oca 

'  la  curva  esterna .  Supponiamo  che  a  ciascun  cuneo  siano  appli- 
cate delle  forze  assolute  qualunque  V  ,  F ,  F'  ec.  fyf  ec.  Sia- 
no X ,  X'  due  cunei  consecutivi  sottoposti  respetti vamente  all'a- 
zione delle  due  forze  F  ,  F' .  Le  giunture  zkM  ,  zzN  -,  pV  ce- 

debbono  essere  perpendicolari  alla  curva  interna  ACA' ,  tanto 
per  la  grazia  della  volta,  che  per  la  solidità  della  contrazione  ; 
perciò  noi  le  supporremo  tali . 

II.  Avendo  preso  sulla  direzione  della  forza  F  la  parte  XE 

per  rappresentarla ,  la  decompongo  in  due  altre  forze  Xu ,  Xf , 
perpendicolari  alle  dne  giunture  wzM,/2N  del  cuneo  X-  Sia  X' 
il  punto,  in  cui  la  direzione  della  forza  Xf.  incontra  quella 
F'X'  della  forza  F .  Prendo  sulla  F'X'  la  parte  X'E'  per  rap- 
presentare la  forza  F' ,  e  la  decompongo  in. due  altre  forze  X'qt 
X7  perpendicolari  ai  due  punti  »N,^P  del  . cuneo  X'.  Allora 
i  due  cunei  X ,  X'  si  faranno  equilibrio,  quando  le  due  forze 
Xf  ,  X'q  direttamente  opposte ,  colle  quali  «essi  agiscono  T  uno  con- 
tro 1' altro ,  saranno  inoltre  eguali .  Non  si  tratta  :  adunque  che 
di  formare  T  equazione  Forza  Xt  =  Forza  Xq ,  e  di  sostituire 
invece  di  queste  forze  i  loro  valori . 
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Tir.  Il  parallelogrammo*  XtEu ,  dà.  Forza  Xf  =  Forza  „. 


g-  22. 

XEx— ^  =  FX^I',  ed  il  parallelogrammo;  XoE7  dà  pa- 


rimente  Forza  X'?  =  F  x  — Quindi  «  avrà. 

F X     *%  =  F X^p^  ,  ovvero  .  . 

sen.  X»E  /«».  X  £E 

'  '  '  '  F'        «*.  XEf  X /r*.  X'f  &' * 

IV.  Siano  I  il  punto  di  concorso  delle  giunture  mM  > 
prolungate;  T  quello-  del  concorso  delle  giunture  tzN  ,j3P,  pa- 
rimente prolungate;.  II  ed  L  i  punti  di  concorso  delle  giuntu- 
re esterne  otM  ,  pP  coli'  asse  verticale  CO  ;  Z  e  G  i  punti  di 
concorso  delle  forze  F  >  F  collo  stesso  asse .  Egli  è  chiaro  che 
l'angola  XéE  è  eguale  all'angolo  NIM,  poiché  i  lati  dell'uno 
sono  perpendicolari  a  quelli  dell'  altro .  Per  la  stessa  ragione 
1'  angolo  X'gE'  è  eguale  all'  angolo-  PTN ..  Di  più  conducendo 
per  il  punto  z ,  in  cui  la  retta  Xu  incontra  là  giuntura  mM , 
la  retta  zz  parallela  alla  direzione  della  forza  F ,  si  vedrà  che 
1'  angolo  uXE  ,  o  Y  angolo  uzz  ==  ang°.  uzk  —  angf.  kzz'  = 
g0°  —  (  ang°.  CZE  —  an^.  CHN  ) ,  e  per  delle  considerazioni 
simili ,  1'  angolo  X'E'?  =  900  —  (  ang*.  CLP  —  ang.  CGF  )  . 
Dunque  prendendo  sempre  il  seno  tutto  per  l'unità,  si  avrà  dal- 
la Trigonometria  sen.  XEt  =  cos.  CZE  x  cos.  CHM  H-  sen.  CZF 
Xsen,  CHM;  e  sen.  X'E'g=  cos  CGF' x  cos.  CLP  h- «evi  CGF 
X sen.  CLP.  Quindi  l'  equazione  (A)  si  cangierà  in  questa. 

/Tl\         _F_        »«  NTM(  cos.  CGF.  cor.  CLP -4-  se:  CGF'  ■  sen.  CLP) 
^     '  *  "  '  F'        stm.  PTN  (  cos.  CZF .  cos.  CHM  -+  un.  CZF .  Sem.  CHM  j  ' 

Da  questa  equazione  si  vede ,  che  conoscendo  la  figura 
della-  curva  interna,  gli  archi  MNyNP  ec  ai  quali  corrispon- 
dono <  cunei  e  le  direzioni  delle  forze  F ,  F  ec. ,  si  conosceran- 
no- i  rapporti  delle  stesse  forze  e  la  figura  della  curva  esterna. 
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§.  97.  Supponendo  che  la  cnrva  della  volta  formi  nn  arco 
continuato ,  prendiamo  dne  porzioni  eguali  MN  ,  NP  di  quest*  ar- 
co, e  siano  F ,  F'  le  risultanti  di  tutte  le  forze  che  respettiva- 
mente  agiscono  sopra  ciascuna  di  queste  porzioni  ;  siano  FZ , 
F'G  le  direzioni  di  queste  risultanti .  Conduciamo  all'  asse  ver- 
ticale CO  le  ordinate  MR  ,  R'N  ,  PR".  Sia  MH  la  normale  al- 
la cnrva  nel  punto  M .  Egualmente  siano  NL' ,  PL  le  normali 
nei  punti  N,P. 

Facciamo  MG  =  s ,  e  riguardiamo  tutte  le  linee  e  quanti- 
tà dipendenti  dal  punto  M ,  come  funzioni  di  s .  Poniamo 


CM 

=  5 

=  NP  =  w 

CR 

=  .V 

* 

3IR 

CR' 

=      =     +  « 

NR' 

CR" 

=  = 

PR" 

=  y"  =  y 

Ang.  CZF  =  ut  Ang:  CGF  =  u't  =  «,  ^  „. 

F  =  F  F  =  F...., 

Paragonando  la  Fignra  23  con  la  22 ,  avremo 

sen.  NTJV1  =  sen.  (  CL'N  —  CHM  ) 

sen.  PTN  =  sen.  (  CLP  —  CL'N  )  ; 

ma  sen  CHM  =  (£) ,      cos.  CHM  =  (  £) 

sen.  CL'N  =  (  £  )  ,       cos.  CL'N  =  (  £') 

sen.  CLP  =  (^) ,      cos.  CLP  =  > 

facendo  dunque  le  opportune  sostituzioni  nella  formula  (B) , 
avremo 
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{c£x£)-(£)(£)}{(^.^(£)«...,} 

ovvero 

*,{(*)«*«,-*        }{<£)<£>-(*)(£)}  = 

P^.{C^)"*«^.H.(^)«*«JH..>{(i)(*)-(4)(^)>. 

I 

Ora  osserviamo  che 

/     cj  s  v  </*  7        a  v  <fe  V 

=  -^(z)-*a«'(aS>H.«»w. 

^, ^  w  =  ^,     2(,: ) H- a»1  (0)  ^  to' ec. 

** =  sen- "+  w < TT )  •+  T ( T?- )-*•»*  eo. 


+  .  =  cos-  »,  •+  w (*sr  )  •+  7 (^)  •+  to'  ec. 


=  <»*  (  essendo  rappresentata  da  funzione  di 

j,  la  forza  che  agisce  nel  punto  M  della  volta,  ed  wf  esscn-^*21* 
do  una  funzione  di  w  e  di  5,  la  quale  si  annnlla  quando  w  =  o) 

J....-»W  +  »(«I  +  (S))  +  t.'((f)H.i(g))H.rf» 


(4u 


quindi  sostituendo,  ed  ordioando  secondo  le  potenze  di  to,  avre- 
mo un'equazione  di  questa  forma 

m  H-  pw  -h  yw*  h-  to1  -+  ec.  =  o 

la  quale  dovendo  esser  vera  per  tutti  i  valori  possibili  di  w,  ci 
Tom.  IL  II  h 
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darà  lo  equazioni  «  =  o,0  =  o>y  =  o,  £  =  o  ec. ,  ciascu- 
na delle  quali  apparterrà  allo  stesso  Problema . 

Per  avere  effettivamente  quest'  equazioni  »  incominciamo  dal 
fare  le  sostituzioni  e  successive  riduzioni  in  ciascuno  dei  fatto- 
ri della  nostr'  equazione ,  e  troveremo 

*  (£  )  (£)>  ->-  HO  (  »)  -*• 3  (^")  (S)  (g)x 
(£?)}-*-'•»•• 

<£>  (£)  -  <£>    ==  -        -  <5>  <£)  >  + 

"•{*(£)<£> u'  ec.  =  Aw  -j. 
Bu*  -+■  a'  ce. , 

(^)ccw.«  ^  =  {(£)  -4-  a«(g)  -t-  -f  •*  ec.  > 

{£^.uH.U(^)-t-^(^)^»,cc.=(S)cas.»-i- 

(^)«w.«,+1.=.(S)««.«-i.«{(*)(i^)H-i(S?)-*»}: 
■+--{i(S)(^)H-»($)(^> -«■»(»?)••«■«}; 

•4*  w1  ce.  > 
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{i(J)(Ì^)-»-»(S)(^)H.. 

a (£5)«e».u}  -I- *>'  ee  .  =  H  .+  Cu  -4.  Du' -4-  u'  ce, 

"'{t(z)(S)-t(z)^)>       «'  ec  =  

Aw  -f  Fw*     ul  ec. 

Ora  facciamo  le  opportune  sostituzioni  nella  nostra  equazione , 
ed  avremo 

(p  H«  «0  (AwH-Bw*H-wJec)H  =  (p  h-  w(H  (£))  -h 

*>'((*)     |(£)  H*  w*  ec.  )  (  H  «-+•  Cw     Dw*  -+  «'  ec.  ) 

(  Aw  -4-  Fw*  h*  w1  ec.  ) , 
ovvero 

H.p.(Aw  -*-Bw*  «+  w1  ec.  )  h-  t  (  Aw*  h-Bw1  «*  ec.)  H  =: 
^.(H-hCw-f.  Dw*-*.  w'  ec  )  (  Aw  Fw*  h-  «'  ec.  )  h- 
(g)  (H  h-  Cw  h-  Dw1  h-  «'  ec.)  (  Aw*  Fu'  w*  ec  )  -t- 
f  (  H  h-  Cw     Dw*  h-  w1  ec  )  (  Aw*      Fw1  -h  w*  ec  ) 

7<  £>>  <  H      Cu  •+  Dw*  h-  «'  ec  )  (  Aw1  h- 
Fui4  -h  w'  ec  )  -+  ec. 
Eseguendo  le  moltiplicazioni  >  si  avrà. 
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darà,  le  equazioni  «  =  o,|3  =  o,y  =  o,  J  =  o  ec. ,  ciascu- 
na delle  quali  apparterrà  allo  stesso  Problema . 

Per  avere  effettivamente  quest'  equazioni  ,  incominciamo  dal 
fare  le  sostituzioni  e  successive  riduzioni  in  ciascuno  dei  fatto- 
ri della  nostr'  equazione  ,  e  troveremo 

(£)(£)  =  {<£>  •+  2<'>  3W'<£)     ^>  (<S>  •* 

3(S)(S)}-<-w,{7(?,)^)^a^^)-«-»(S)X 
(&)}-*••'*« 

(£')  (£>  -  <£> (f  )  = w  OS) (£?)  -  <2>  > 

B03*  -h      ec. , 
H-  «J  ec.  > 
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scono  sopra  tutti  i  ponti  della  volta  cilindrica,  essa  ci  dà  la 
curva  della  volta  ;  e  conoscendo  questa  curva ,  ci  dà  la  legge  del- 
le forze. 

Noi  abbiam  voluto  sminuzzar  tutto  il  calcolo  per  mostrare 
ai  nostri  Lettori  come  regolarsi  in  consimili  operazioni. 

• 

PROBLEMA  SECONDO 

§.  98.  Sconvolto  T  equilibrio  dell'  aria  nel  tubo  cilindrico , 
orizzontale  e  rettilineo  AB ,  e  conosciute  le  circostanze  del  mo- 
to  che  indi  ne  segue  in  una  sezione  verticale  RS  dopo  un  tem- 
po determinato ,  si  dimanda  un*  equazione  che  esprima  in  gene- 
rale il  movimento  dell'  aria  in  un*  altra  sezione  qualunque,  alla 
fine  di  nn  certo  tempo ,  relativamente  al  movimento  conosciu- 
to in  RS . 

Sia  A  un  punto  fisso  :  SR  la  sezione  nella  quale  Y  aria  è 
stata  agitata  nel  primo  istante  :  supponiamo  che  alla  fine  del 
tempo  t ,  la  porzione  o  strato  d' aria  indeterminato  SRR'S'  sia 
stato  trasportato  in  srr's'  »  di  modo  che  il  punto  S  sia  giunto 
in  s  1  ed  il  punto  S'  in  s  :  paragoniamo  Io  strato  dell'  aria  in 
srr's'  a  quello  iniziale  che  essa  aveva  in  SRR'S'. 

Supponiamo  AS  =  S;  As,  =  s  =  <p(S,f)  =  <p;  la  densi- 
tà dell*  aria  in  SR  =  F  (  S  )  =  F;  la  densità  dell'  aria  in  sr  = 
Y  (  S ,  f  )  =  ¥  :  per  p  ,  F ,  ▼  ec. ,  noi  vogliamo  significare  del- 
le funzioni  delle  variabili  poste  tra  le  parentesi . 

Sia  a1  la  superficie  della  sezione  SR  del  tubo ,  o  la  base 
dello  strato  indeterminato  SRR'S'  :  sia  la  di  lui  altezza  SS'  =  w , 

ed  avremo  Asr  =  p(S-j-u>f)  =  p(S)-t-w(^!)  -f*  w*  ce., 

ovvero  A/  =  s  -t-  u  (^)  -f-  w*  ec,  ss  =  u(  i')  H-  w*  ec. ,  la 
densità  in  R'S'  =  F (  S -f  w );  quella  in  rV  =  t(S  -j-  w,f)  = 

yH-«(^)H-«'  ec. 

Rappresentiamo  per  &  la  densità  media  dello  strato  indetcr- 
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Fig  23  P  '  ^Lt0  ^  •  HBwf  h-  £HAw*  -f  w?  ec.  =  p .  HAw  h-  p  •  HFws  -+» 
p . CAw* (^)  HAw*  -f-  fHAoo*  -f»  ec,  la  quale  si  ri- 
duce s 

{p.HB  —  p . HF  —  p.CA  —  (£)  HA}  w*  -t-  wr  ec.  =  o  : 

avremo  dunque  p(HB  —  HF—  CA)  —  (^)HA^o  „ 
ovvero 

Sostituiamo  per  C  ,  H ,  F ,  B ,  A  i  respcttivi  valori ,  ed  otterremo» 
•  (g)«e*«  }  -t-  (£)  {(*)«»*-«.(£)**.*> 


P     ^  )  cos.  m  -t-  (  ~ )  se/z.  11)  X 


=  o  : 


ora  osservando  che  quando  le  coordinate  sono  funzioni  .dell'  ar- 
co r  I*  espressione  del  raggio  osculatore  è  (  §.  8 1  ) 

potremo  dare  alla  nostra  equazione  finale  questa  forma 

H.P.  {(|)(~)  H"  + . . . . 

♦  {{*)  cor* }x(£)  =  o. 

Qnest*  equazione  generale  contiene  la  soluzione  del  Problema 
che  ci  siamo  proposto  r  conoscendo  la  legge  delle  forze  che  agi- 
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scono  sopra  tutti  i  punti  della  volta  cilindrica ,  essa  ci  dà  la 
curva  della  volta  ;  e  conoscendo  questa  curva  9  ci  dà  la  legge  del- 
le forze. 

Noi  abbiam  voluto  sminuzzar  tutto  il  calcolo  per  mostrare 
ai  nostri  Lettori  come  regolarsi  in  consimili  operazioni. 

PROBLEMA  SECONDÒ 

§.  98.  Sconvolto  l' equilibrio  dell'  aria  nel  tubo  cilindrico , 
orizzontale  e  rettilineo  AB ,  e  conosciute  le  circostanze  del  mo- 
to  che  indi  ne  segue  in  una  sezione  verticale  RS  dopo  un  tem- 
po determinato ,  si  dimanda  un*  equazione  che  esprima  in  gene- 
rale il  movimento  dell'aria  in  on*  altra  sezione  qualunque*  alla 
fine  di  nn  certo  tempo,  relativamente  al  movimento  conosciu- 
to in  RS . 

Sia  A  un  punto  fisso  :  SR  la  sezione  nella  quale  1*  aria  è 
stata  agitata  nel  primo  istante  :  supponiamo  che  alla  fine  del 
tempo  t ,  la  porzione  o  strato  d' aria  indeterminato  SRR'S'  sia 
stato  trasportato  in  srr's' ,  di  modo  che  il  punto  S  sia  giunto 
in  s,  ed  il  punto  S'  in  s'  :  paragoniamo  Io  strato  dell'  aria  in 
srr's'  a  quello  iniziale  che  essa  aveva  in  SRR'S'. 

Supponiamo  AS  =  S  ;  As  =  s  =  p(S,t)  =  <p;la  densi- 
tà dell'  aria  in  SR  =  F  (  S  )  =  F;  la  densità  dell*  aria  in  sr  = 
Y  (  S ,  t  )  =  ¥  :  per  p  ,  F ,  Y  ec. ,  noi  vogliamo  significare  del- 
le funzioni  delle  variabili  poste  tra  le  parentesi . 

Sia  a*  la  superfìcie  della  sezione  SR  del  tubo ,  o  la  base 
dello  strato  indeterminato  SRR'S':  sia  la  di  lui  altezza  SS'=  w, 

ed  avremo  As'  =  p(Sh-w>0  =  P(S)H-w(j|)  H-  w*  ec, 

ovvero  As'  =  s  -4-  w  {-)  w*  ec,  ss'  =  w(  H-  w*  ec  ,  la 
densità  in  R'S'  =  F(Sh-w);  quella  in  r's  =  *  (S  -+  w,f  )  = 
T  H-  w(^)  H-  w*  co. 

Rappresentiamo  per  *  la  densità  media  dello  strato  indeter- 
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«•        minato  SRR'S'j  ed  essa  sarà  espressa  da  F(S)-j-wN»  poiché 
2^  t  deve  divenire  F  (  S  )  quando  w  =  o .  Egualmente  indicando 
per  ¥  la  densità  media  dello  strato  srrs' ,  avremo  J^ffS,*)-*- 
wN\  La  massa  adunque  SRR'S'  sarà  espressa  da  a*(F(S) 

wN  )  w  ;  ^  la  massa  srrs  da  a\(  *  (.S  ,  *  )      wN')  ( w (£) 

w*  ec.  ) .  Ora  queste  due  masse  debbono  essere  eguali  j  dunque 

(i)  F(S)-;.wN  =  (?(S,OH-wN')((|)  -kwcc), 

e  quest'equazione  debbe  esser  vera  per  tutti  i  valori  possibili  di  w. 
La  forza  acceleratrice  dell'  aria  nella  sezione  rs  è  come  si 

dimostra  (  §  93  )  »  (     )  5  sia  rappresentata  da  /(  S  ,  t  )  questa 

forza  ,  ed  avremo  /(Sh»(o,?)  per  esprimere  la  forza  accele- 
ratrice in  r  s  .  La  forza  acceleratrice  media ,  o  la  risultante  di 
tutte  le  forze  accelerataci  che  agiscono  sopra  lo  strato  srrs  sia 
•  (  S  ,  t  ) ,  ed  avremo  0(S  ,  t )  =f{S  ,  t)  h-  wL  poiché  essa  de* 
ve  divenire  f(Stt)  quando  w  =  o;  dunque 

a*(^(S,f)H-wN')(w(^)H-wsec)(/*(S^)-^wL),  ovvero 
a  (¥-f-wN')(u (*£)-+  w*  ec.)((~)  wL),  sarà  la  forza  ac- 
celeratrice totale  della  massa  d'aria  srr's' . 

Questa  forza  è  1*  eccesso  della  pressione  che  V  aria  fa  in 
sr  >  per  spingere  avanti  lo  strato  indeterminato  d'  aria  srrs'  , 
sopra-  la  pressione  che  ì*  aria  al  di  là  di  rs'  esercita  sopra  rs' 
per  spingerlo  indietro  ;  se  dunque  supponiamo  che  la  pressione 
o  1' elasticità  dell'aria  sia  in  ragione  diretta  della  densità,  e  che 
K  esprima  il  rapporto  della  densità  dell'  aria  naturale  alla  sua 
elasticità  ,  la  forza  clastica  dell'  aria  o  la  forza  di  pressione  iu 
qualunque  punto,  sarà  allora  -espressa  per  il  prodotto  della  res- 
petti va  densità  in  K:  la  pressione  dunque  sopra  rs  sarà  aK. 

e  quella  sopra  rs' ,  sarà  a*K  (  ¥  h-  w (  ^~ )  h-  wa  ce.  )  i  dunque 
—  flaK(cc(^)  h-  u*  ec.  ),  sarà  la  differenza  di  queste  due  pres- 
sioni ,  ed  avremo  in  conseguenza 
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(•)  ....  -a,K(»(a)-HW'ec.)  =  o'(T-l.UN')(U(*)-(- 

<»*  <*-)((£) -4- uL). 

Anche  quest'  equazione  debbe  esser  vera,  per  qualunque  valore 
di  w. 

Ora  se  le  equazioni  (  i  )  ,  (a)  si  sviluppano  ordinandole  se- 
condo le  potenze  dell'  indeterminata  w ,  ed  eguagliamo  a  zero  i 
coefficienti  delle  respetti  ve  potenze  di  w,  avremo  tante  equazio- 
ni che  apparterranno  tutte  al  nostro  Problema  ;  ma  senza  fare 
questo  sviluppo ,.  prendendo  nella  prima,  equazione  i  coefficien- 
ti dei  termini ,  ove  w  si  trova  elevato  alla  potenza  zero  >  poten-r 
za  più  bassa  cui  sia  innalzata  co,  abbiamo 

(a)      .  .  F  =  T.(£); 

e  prendendo  nella  seconda  i  coefficienti  dèlia  prima  potenza  di 
io  che  è  la  più  bassa  che  vi  si  trovi ,  abbiamo 

-K =  ovvero 
(*)....  K(*|)h-F.(£)  =  o. 

Combinando  te  due  equazioni  (a)  >.(&)>  potremo  eliminare  t  e 
(ii)  ed  otterremo  l'equazione 

che  contiene  la  soluzione  del  Problema,  e  che  bisognerebbe  in- 
tegrare per  determinare  il  moto  dell'  aria  nel  tubo . 

Chi  bene  avrà  comprese  le  soluzioni  di  questi  due  Pro- 
blemi) potrà  certamente  accingersi  a  risolvere  qualunque  Pro- 
blema di  Meccanica ,  per  il  quale  siasi  adoprato  il  metodo  ine- 
satto degli  infinitesimi . 

Fine  del  Calcolo  Differenziate. 
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CALCOLO  INTEGRALE. 

CAP.  I. 


Principj  Fondamentali  del  Calcolo  Integrale 


Integrazione  delle  Funzioni . 


§.  99.  I  L  Calcolo  Integrale  è  Y  inverso  del  Diffcrenzia- 
JL  le ,  come  appunto  la  divisione  è  Y  operazione  in- 
versa della  moltiplicazione .  In  questo  si  cercano  i  Differenzia- 
li delle  funzioni  e  dell'  equazioni ,  ed  in  quello  dalla  cognizio- 
ne dei  Differenziali  si  vuol  risalire  alle  funzioni  ed  alle  equa- 
zioni j  cui  questi  appartengono. 

In  quel  ramo  d'  Analisi  Derivata  che  forma  il  Calcolo  Dif- 
ferenziale ed  Integrale,  il  Calcolo  Integrale  è  l'Analisi  Deri- 
vata inversa  ,  mentre  il  Differenziale  ne  è  la  diretta .  Si  chia- 
ma Integrale  quella  funzione  dalla  quale  per  mezzo  della  dif- 
ferenziazione si  deriva  un  differenziale  ;  così  a:s  è  Y  integrale 

di  2xdx  t  e  log.  x  b  Y  integrale  di       1/  operazione  che  biso- 

1  gna  fare  per  dedurre  da  un  differenziale  il  suo  integrale ,  suo- 
le indicarsi  per  S  ;  e  si  dà  poi  il  nome  d'integrale  primo,  se- 

condo  ec. ,  n  a  quella  funzione  sopra  cui  devon  farsi  una , 
due  ec. ,  n  differenziazioni  per  avere  un  dato  differenziale . 
L*  ordine  dell'  integrale  s'  esprime  per  mezzo  di  un  indice  dato 
alla  lettera  S ,  e  posto  nel  luogo  degli  esponenti  ;  così  x*  è 
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l' integrale  secondo  di  1 2x*dx*  ;  e  log  x  b  Y  integrale  secondo 
di  —  poiché  convien  fare  due  volte  la  differenziazione  suc- 
cessivamente sopra  #4,  per  avere  i2x*dx\,  c  parimente  due  vol- 
te la  medesima  operazione  sopra  log.  x ,  onde  ottenere  —  —  . 

Questa  dipendenza  o  questo  rapporto  ohe  lega  x4  con 
iaw'dx',  log.  x  con  —  ~- ,  è  rappresentato  dall'  equazione 
—f,i2x'dxlì  log.x  —fz  — -  ~  t  la  quale  dice  che  il  pri- 
mo membro  è  l' integrale  secondo  dell'  altro  membro  :  in  gene- 
rale T  equazione  u  =  f*  zdx*  dice  che  uhi*  integrale  n'"*9  di 
zdx*t  ovvero  che  egli  è  quella  funzione  di  x  ,  la  quale  diffe- 

renziata  n  volte  di  seguito,  ci  dà  zdx  . 

Ma  per  riguardare  la  cosa  sotto  il  suo  vero  punto  di  vi- 
sta ,  io  osservo ,  che  considerando  il  sistema  di  derivate  da  noi 
stabilito  al  {  §.  i  ) ,  e  che  è  il  fondamento  del  Calcolo  Diffe- 

renziale  ,  il  differenziale  n  '  zdx  di  una  qualunque  funzione 
n ,  eguaglia  (  §.  4  )  la  derivata  del  medesimo  ordine  moltiplica- 
ta per  dx"  >  data  dunque  un'  espressione  differenziale  zdx  ,  so 
la  divideremo  per  dx* ,  avremo  una  quantità  ?~  =  a  che  rap- 

r 

presenterà  la  derivata  numa  della  funzione  u ,  dalla  quale  qoel 
differenziale  si  considera  dedotto  ;  avremo  dunque  z  =  et  w  e 
da  questa  equazione  (  Principj  d'  Analisi  Derivata  $•  o  )  rica- 
veremo sjubito  u  —  >  ^  quale  dice  che  u  sarà  la  deriva- 
trice  n"m*  di  z .  Per  aver  dunque  questa  funzione  u  che  è  Y  in- 


tegrale num*  di  zdx  >  ciob  u  =  fnzdx" ,  basterà  prendere  la 

denvatnee  n       di  z  ;  dunque  per  aver  1  integrale  n  di 
Tom.  IL  I  i 

\ 
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una  qualunque  differenziale  data  zdx* ,  prenderemo  la  deriva- 

tnce  n       di  zdx  senza  avere  alcun  riguardo-  al  dx*  \  e  divU 

deremo  per  la  stessa  dx*  il  risultato  di  queir  operazione  -  sa- 
rà così 

/  zdx*  =  T)"  :  dx\  ovvero  /'zdx *  =  D*£.  Di  qui  se- 
gue che  nell' espressione  /"zcZ*"  bisogna  riguardare  il  dx  come 
un  indice  ,  il  quale  ci  dice  rapporto  a  qnaì  variabile  deve  far- 
siil'  integrazione,  e  che  è  destinato  a  sparire  affatto  da  f" zdx* 
ad  operazione  j^ita  ;  di  modo  che  fzdx  deve  considerarsi  come 
una  funzione  ci  ,  Ja  quale  non  contiene  in  modo  alcuno  dx  : 
dunque  qualunque  operazione  si  faccia,  sopra,  fzdx  questa  non 
può  mai  riguardare  dx . 

Ma  quale  sarà  ella  1'  operazione,,  che  far  dobbiamo  per  ot- 
tenere effettivamente  gì?  integrali  ? 

Se  la  quantità  da  integrarsi  e  sotto  i  simboli  della  differenzia- 
zione ,  possiamo  subito,  trovarne  l' integrale  :  infatti  sia  la  qnan- 

^j^dx  »  e  ne  avrema  l'  integrale  primo  rappresentato  da 

(%-*-^)dx"~1'>  {d^Z)dx"~2'  ne  rappresenterà,  l'  integrale  se- 
condo ,  ed  in  fine 

l  JJp.)dx—  =  (%)dx°  =  s  ne  sarà  l' integrale 

Eccettuato  questo  caso nulla  possiamo-  stabilire  per  deter- 
minare l'operazione  che  dar  ci  dovrebbe  gl'integrali,  e  ci  man- 
ica in  conseguenza  una  regola  generale  per  ritrovarli .  A  questo 
riguardo  non  vi  hanna  che  artifizi  analitici ,  e  metodi  partico- 
lari per  l' integrazione  in-  certi  casi  determinati ,  dei  quali  me- 
todi parleremo,  in?  questo.  Capitolo  . 

Primieramente  osservando  che  l'equazione  (^)cfor  =  zdx 

conduce  ad  u  =  fzdx ,  dalle  differenziali  già  ottenute  per  alcu- 
ne funzioni  possono  trovarsi  gli  integrali  di  altre  :  cosi  V  egjia- 
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zione  (^*)=-a*fo5-.a,  ci  dà  a"  =  log.a  .fa'dx ,  e  quindi 

/i'dx==£ii  «Sterne  =  .««.*,  ci  dà  «>«.«  = 

fdx.cos.x, 

Cbn  lo  -stesso  metodo  sonosi  avuti  gli  integrali  che  si  tro- 
vano disposti  nella  seguente  tabella,  e  che  potrebbero  verificar- 
si per  mezzo  della  differenziazione .  ■  «* 

E  qui  avvertiamo  che  un'  integrazione  aggiugne  una  costan- 
te, come  la  differenziazione  la  fa  svanire  :  siccome  infatti  la 
differenziale  di  u  è  la  stessa  che  quella  di  u  A,  essendo  A 
una  costante,  così  tanto  u  che  u^A  sarà  l'integrale  di  quella 
differenziale ,  sarà  cioè  u     A  =fzdx  :  nei  due  esempi  qui  Z 

pra  riportati,  avremo  allora  fà'dx  == -f- ^  A,fdx,cos.x  = 
sen.x-t-A.  H 

All'  integrale  ,  il  quale  contiene  la  costante  arbitraria  (  que- 
sta costante  si  dice  arbitraria ,  perchè  data  la  quantità  da  imi 

ferLVJWQtG  6  pr?nunziato  s°Pra  Ia  <™™te ,  e  possiamo  de- 
terminarla come  più  ci  p,ace  )  si  dà  il  nome  di  Integrale  Com- 
pleto .  Sono  completi  tutti  gli  integrali  seguenti . 

Differenziali.  Integrali  completi. 

v  i  «  »  -  o  ^     7     C ,  o  v  vero  —  A  cos  ±  C 

■ 
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*_  ÌAtanffi-4-C,ovv°.-iACoti-+.C 
d,  _LAsec^-hC,ovv°.— i-Acosec|-hG 

e'-t-G 


dx 


**  log.  log.  log.  x  H-  G 


en. 


ec. 

0»  -*• 1  ^. 


^-(log.logx) 


•  -4-  I 

ce. 


ce 

dxcosx  sen.x-h£ 


—  cos  x  H-  G 

w  -h  I  „ 

(*£»*J  -4-  G 


«I  -h  I 

«/*  tangx  —H  G 


—  cotangx  C 


dxttnx  seC.X^^ 
tts*x 


dx  tot  x   COSC.C  X  G 

^  o«m«eP  nm-BM»  inteerazioni  delle  formule  che  più 

^iKr:  ss  no**  w*».  «e 
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capiamoci  della  formula  generale  Xdx ,  essendo  X  una  fniizio- 
ne  di  a:. 

Questa  funzione  può  essere  algébraica  o  trascendente  y  ra* 
zionale  o  irrazionale  ;  e  qui  si  vuole  avvertire ,  che  se  gì'  ir- 
razionali ed  1  trascendenti  non  inviluppano  la  variabile  x,  là 
funzione  X  è  sempre  razionale  ed  algébraica  :  incominciamo  a 
considerarla  algébraica  e  razionale .  E\  dimostrato  neir  introdu- 
zione al  Calcolo  Sublime  che  in  questa  ipotesi  la  funzione  X 
si  decompone  in  una  serie  finita  di  termini  di  questa  forma 

ax' ,   *-  ,  _  — essendo  a ,  b  ,  p  ,  a  ,  0  quan- 

tith  costanti  »  ed  n  numero  intero  ;  dunque  1'  integrazione  della 
formula  Xdx  dipende  da  quella  delle  formule 

1  axdxy  a  3-  •  •  •  (7r^#T^+?^7 " 

1/  integrale  della  prima  completo  e  fax'dx  =  h-  C,  (a): 

 ;  ■ 

(a)  Questa  formala  è  difettosa  quando  r  =  -  1  ,  poiché  allora  ci  dà 
yf^f  =  —  h-  cì  ma  in  questo  caso  si  sa  d*  altr'ondc  che         —  alogx-¥c 


Fcr  «piegare  questo  paradosso  primamente  osservo  che  la  formula  doveva- 
essere  appunto  difettosa  in  quel  caso  ,  poiehè  i  differenziali  delle  potenze 

,    .  —10  13 

intiere  ,  x  ,  x  .  non  contengono  mai  la  potenza  -  1 , 

ed  in  conseguenza  non  esiste  ne  può  esistere  nella  serie  delle  potenze  in- 
tiere della  x  r  una  potenza  che  sia  l'integrale  di  x  dx;  nè  una  tal  po- 
tenza potrebbe  esser  fratta ,  poiché  lo  potenze  fratte  differenziate  non  pos- 
sono mai  dare  potenze  intiere. 

In  secondo  luogo  può  darsi  alla  nostra  formula  un  tale  aspetto  che 
soddisfaccia  anche  al  caso  di  n  =  -  1 ,  o  almeno  da  essa  possa  dedursi 

»  -+■  1 

T  integrale  per  quel  caso  medesimo:  poniamo  c  z=  -       —  essendo  b  nna 

»  -+■  1 

«ostante  arbitraria,  e  ciò  per  la  riffcasione  ohe  ai  fa  più  sotto  in  questo 

«  •+  t    »  -+  1  1  . 

•tesso       ed  avremo  fax'dx  =  —  — - —  .  Facciamo  u  =  -i ,  e  sa- 

•«-ri 


f 
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quello  della  seconda,  quando  n  è  maggiore  di  r,  è 

/,7tpf  = c  -  rr=o?irr7^  > e  ^ando  "  =  1  - 

f~jx  =  y  &>#(p  -J-       H-  c ,  indicando  per  c  una  costante 

arbitraria .  Non  è  così  facile  a  ritrovarsi  l' integrale  della  ter- 
za ,  ma  vi  si  perverrà  per  mezzo  della  permutazione  delle  va- 
riabili ■ 

Sia  primieramente  n  =  i  ,  vogliasi  cioè  integrare  la  for- 
mula 

/  LfJtA'J^--^  :  facciamo  p*  -4-  ipqxcosfi  h-  oV  =  t> 

J  p*  -¥Zpqx  COt  fi  -¥q  X%  x  r  * 

prendiamo  il  logaritmo  di  quest'  equazione ,  e  differenziando , 
avremo 

 =  _L  .  il      ±  .  :  sarà  dunque 

p*-+2pqxCosfi-+q%xx        2f%     t         f     p%  H-  2pqx  coi  fi  ■+  q'x'  * 

/(a-¥bx)cìx   _b_  pdt       aq  —  h  eoi  fi.  p   r  dxcot  fi  
p*  ■+  2pqx  cos  fi  ■+  fx>  ~~  iq*  J  t  ~*          4  '        J  P 1  •+  W*  tot  fi  -+  q »** 

±  log. t  «■+•  !L=*?™-É  f-  .  ^  tntta  la  difficoltà  per- 

20»     <&        *  ^  <*  p%  -+  ipqxcof  fi  ■+  f**"  * 

tanto  sarà  ridotta  all'  integrazione  della  formula 

/"   Per  ottener  quest'integrazione,  io  osservo  che 

J  p* -+2pqxcot  fi-*- q%x*  1 

f      zpqxcosfi  H-  ==  pa .  (senflY  H-  (p  co$/3  H-  qxf  ;  on- 
de fatto  p  cos  fi  h-  =pu$enP,  si  avrà  cfa  =  ^—  da,  e  la* 
formula 


rà  /à*  *dx  =  t~  =  f.  11  valore  dunque  .diviene  indeterminato  per  que- 
sto caso  ,  e  determinandolo  per  mezzo  del  .metodo  spiegato  al  §.  42 ,  si 
trova  f*x~  ldx  =  alx  -  a/6,  ovvero  site+c,  come  sopra  . 
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fp*+*pqxt*,a  +  fr-  diverrà  »  il  cnt  integrate  dato 

dalla  Tavola  del  §..  antecedente ,  è 

pqTttTfi  (  Arc-  tanS  u  H-  c )  ;  .avremo  dunque* 

e  sostituendo  per  u  e  per  f  i  respettivi  valori ,  sarà 

^^(^■^^^M.e)  r  integrale  cei-cato.  A 

questo  integrale  possiamo  anch*  <W  nna  forma  diversa  •  infat- 
ti essendo  c  una  costante  arbitraria,  faremo  invece  di  essa  por- 
re qualunque  funzione  di  quantità  determinate >  se  fra  di  esse 
se  ne  trovi  una  rilasciata  al  nostro  arbitrio  r  poiché  comprende- 
si  facilmente-  che-  w  virtù  di  questa  arbitraria  la  nuova  funzio- 
ne sostituita  a  c>  potrà  prendere  tutti  i  valori  possibili  ebet 
noi  piacerà  di  dare  alla  medesima  c,  e  che  è  in  conseguenza 
conservata  la  generalità dell'  integrale.  Dopo  questa-  ofeeS 

poniamo  invece  di  c  ,  la  ^*l^^hr*^Cw 
llmer™*™*  arf>itraria  r  e  r  uItimo'  termine  dell'  integrale  di- 

Questo- 'integrale  noa  soddisfi  per  \X  caso  ìn  cui  0  =  0 , 
poiché  il  di  lui  secondo-  membro  diviene  infinto::  allora  però  la 

formula  da  integrarsi  è  f^^\  questa-  si  risolve- nelle  due 
^r^fT)  ^/ff^^rly  r gP  integrali  dell'é  quali  r  secondo  ciò 
che  abbiaur  detto  al  principio  di  questo  $. ,  sono  ±Jog(p  + 
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Se  noi  potremo  ridurre  V integrale  della  formula 

(T^S^fe??  a  qneUo  di  (7^f-^F^-'P°:r« 
considerarsi  come  ottenuto  Y  integrale 

f  + .  . ,  poiché  qualunque  sia  n  discendendo  con- 

tinnaraente,  arriveremo  alla  formula 

/  ■**■     ,   ~ ,  la  quale  abbiam  già  integrata  . 

Per  ottenere  questa  riduzione  poniamo 

 (  a  -+tx  )dx  A -4-  B*  

■      "li'  ■  "  1  * 


essendo  A,B,C  quantità  costanti  da  determinarsi. 
Differenziamo,  ed  avremo 

r  :                ri   »  *»*s     •»    .»    •<  -  r  s:f  «il.;    -  :  '  :'>r  j  :  . 

-  ( »  —  i )■( a 3* ) (t/>? w/3,-*i^y)  . 

•        -B-C   /       '    '  '   '  ' 

(  J>*  -+  V?*     Z3  )"~  '  ' 

ora  riducendo  allo  stesso  denominatore ,  ed  eguagliando  i  nu- 
meratori >  si  avrà  -  '  ►-.-,»< 

a  «h*      =  (  B  h-  C)  jj*  —  aA  (  n  — -  i  )pqcosfi  -h  [  2B  -t- 
aG  —  2B  (  «  —  1  )  ]  pgjc  cos  0  —  aA  (  n  —  1  ) 
[BH-C-r-aB{»-ci)]«V. 


>  < 


e  quindi  eguagliando  a  zero  i  coefficienti  delle  diverse  potente 

di  x ,  otterremo  '  t  "     t     ■  *  '*> 

i  ...  .    _  . 

(B  h-  G  )p*  ~  aA  (n  —  1  )pqcosp  =  a 

[  2  (  Bh<  C)  —  aB(rc—  i)]p?co*/3  —  aAf/i  —  1  )  q* 
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B4C  —  2B  (  u  —  1  )  =  o  ,  dalle  quali  si  ricava 
A  =s     a* eot 

rj   (2«--3)(<tf—  ipeosfi) 

ed  in  conseguenza 

 (a»  —  3)(tff  —  *P  c»i$)Jx   

a  (*  —  *  )P*1*  ("*  /3)*  ( 2pfxc4t  @  -+  y***  )"-' 

Rendiamo  più  chiare  queste  Teorìe  d*  integrazione  con  qual- 
che esempio. 

Quale  è  l' integrale  della  funzione 

f«*g-3*'^^VL-il  dx?  Siccome  il  coefficiente  di  dx  si  decom- 
pone in  queste  tre  parti  3**  H-  ~  —  rdr^>  Perciò  avremo 

quindi 

/^'-^.Tif — =  *'  -  £      1 2  (  1  -  2*  )  -+  c  • 
Egualmente  per  avere  il  valore  di 

f^l^L±J^^dx,  decomponendo  il  coefficiente  di  dx , 
troveremo 

ragonando  fr-^—z  con  la  formula  /,  *'»    »  si  avrà 
«  =  3 ==  1  >  g  =  — 2,  «  =  2,  e  quindi 
Tom.  H.  K  k 
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A"T^7  -  c4  JrHhl)  '  Analmente  paragonando 
/•  ('-»-*><fr    con  /*  l£_±i?l^L_       .  si  avrà 

a  =  i ,  &  =  i  ,  p  =  i ,  9=1,  co5  p  =  -~ ,  ed  in  conseguenza 

/ — F  ~  ITT^y-^)  •+  /3rr^VT^  *  tutt0  adunque  sl 
riduce  ad  integrare  s(l+é*+x*}  •  H  paragone  di  quest* espressio- 
„6  con  h  itami*  ,  ci  dà 

«  =  i ,  i  =  o ,  j>  =  g  =  i  ,  cosp  =  ±,  e  perciò. 

fiu&7)  =  &  ^  ^  c  ;  sarà  tant0 

/-3**     ìor»  -»  9*»  —  3*  -*•  4        __  r3*4  -+  »o*'  -+  p*«  —  3*      4  » 
*     (i-*-*'-2*'r    "  ^   (  i  -  a*  )*(n- *-*•*•)■ 

J  (1-3*)»  ^J  (I  H- *-!-*»)*         «(  l -2*)  ^  3(1  -*•*•<■**) 

C ,  essendo  C  la  costante  arbitraria  che  rende  V  integrale  com- 
pleto . 

Vogliasi  ora  determinare  la  capacità  di  una  Botte  FOPG  . 
pJfT  Supponiamo  che  le  doghe  FAG  formino  nel  senso  della  Io- 

s  ro.  lunghezza  una  Curva  Ellittica ,  il  cui  asse  maggiore  sia  po- 
sto sull'asse  DI  della  Botte,  e  che  le  sezioni  ALBM ,  FEO , 
GHP  perpendicolari  all'  asse ,  siano  Ellissi  simili ,  di  modo  che 
fatto  CA  =  B  ,  CL  =  a ,  Gì  =  FD  =  b  %  abbiasi  HI  =  DE  = 


~  »  Chiamiamo  K  la  lunghezza  DI  della  Botte ,  e  r  la  circon- 
ferenza di  un  circolo ,  il  cui  diametro  D  =  i  ;  sia  CR  =  x  » 

==y .  Per  ciò  che  abbiamo  dimostrato  sopra  (  §.  91  )  la  ca- 
pacità della  Botte  è  eguale  all'  integrale  della  sezione  SV  mol- 
tiplicata per  dx  :  cerchiamo  dunque  la  superficie  di  questa  se- 
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zione.  Per  questo  supponiamo  compita  l'ellisse  TFAGVPBOT,  Fi(T  0„ 
la  cui  metà  dell'  asse  minore  CA ,  abbiam  posta  =  B .  9  "° 

Se  noi  indichiamo  per  A  la  metà  CV  dell'  asse  maggiore» 
e  facciamo  IV  =  DT  =  *,  si  avrà  B4  :  b*  :  : ;  As  :  (aA  —  z)z\ 

ma  aA  =  az     K  ,  quindi  a  =  *A~~K,  aA  —  s  =  gA-4'K ,  c 

a  a 

perciò  B1  :  b*  :  :  A»  :  *A'-g',  d'  onde  ricaviamo 
A*  =  ^B^r;  sarà  dan(iuc 

La  sezione  SN  ha  per  metà  dell'  asse  minore  V  ordinata  y 
ed  essendo  essa  simile  alla  sezione  AB ,  la  metà  dell'  altro  di 

lei  asse  sarà  2 .  La  di  lei  superficie  sarà  £  rya ,  come  mostre- 
remo al  §.  107  ;  avremo  pertanto  per  esprimere  la  ricercata  ca- 
pacità 

ra LT(4B--**M/_Bg»  \  eh?  =  ^   B't  —  **  <<»*-4»'>w 

^  B  K*         ^-48*- 4**  /        —  B  .  13  X        _  -,  'X 

3 

Ora  supponiamo  che  la  costante  C  si  annulli  quando  x  =  

f-,  avremo  C  =  ^  {B*  e  se  l' integrale  deve  termi- 

nare  quando  x  =  | ,  s' avrà  espressa  la  capacità  della  Botte  da 
questa  semplicissima  formula  ~^2B*  . 

Se  le  doghe  della  Botte  FAG  formando  una  curva  Ellitti- 
ca ,  le  sezioni  perpendicolari  all'  asse  sono  circolari ,  allora  sarà 

a  =  B  ,  e  ^  {2B1  h-  6*}  ne  esprimerà  la  capacità  . 

Quando  i  due  semidiametri  Gì ,  FD  della  testa  e  del  fon- 
do della  Botte  non  sono  eguali ,  facendo  Gì  =  6,  FD  =  b  . 
allora  sarà 

C  =  ^t)»  e  la  capacità  si  esprimerà  per 


Digitized  by  Google 


2Ó0  MATEMATICA,  SUBLIME 

T'lZ  25.     •  t  i4S  H"  6'      ò  ^  r  ovrci0' 

.1  .  £  {4 AB  .  ML  -f-  GP  .  Ilo  -H  FO  .  GE} ,  da  cai  ricaveremo- 

questa  regola  pratica  ,,  Moltiplichiamo  tra  loro  i  respettivi  dia- 
metri di  ciascuna  delle  tre  sezioni  di  una  Botte,  ed  avremo  tre 
prodotti  :  al  quadruplo  del.  prodotto  che  ci  danno  i  diametri  del- 
la maggior  sezione  aggiungansi  gli  altri  due  prodotti  :  se  ne  mol- 
tiplichi la  somma  per  il  sesto  della  lunghezza  della  Botte ,  e 
questo  prodotto  si  moltiplichi  anche  per  or  785398,  che  è  la 
quarta  parte  della  circonferenza  di  un  circolo  che  ha  per  dia- 
metro 1  ,  ed  avremo  espressa  da  quest'  ultimo  prodotto  la  capa- 
cità della  Botte.  Una  tal  regola  per  la  cubatura  delle  Botti  è 
dell'  Astronomo  Oriani . 

§«  101.  Parliamo  dell'  integrazione  delle  differenziali  irra- 
zionali, e  per  camminare  con  ordine,  incomi ncieremo  dalle  più 
semplici  per  andare  in  seguito  alle  più  complicate. 

1  Sia  Xdx  una  differenziale  della  quale  si  voglia  1'  inte- 
grale, mentre  X  è  una  funzione  razionale  di  x  c  di  s  =  V(a  -h 
bx) . 

Vediamo  se  per  mezzo  di  un*  adattata  sostituzione ,  potremo 
barattare  questa  differenziale  in  un' altra  che  sia  razionale:  fac- 
ciasi a  h-  Ùx  =  ,  ed  avremo  -h  bx)  =  z,  x  =  jp? , 
dx  =  -|;  zdz  ,  e  sostituiti  questi  valori  r  la  formula  differenzia- 
le Xdx  si  ridurrà  razionale,  contenendo  una  nuova,  variabile  z . 

Per  esempio  sia  dy  —  e  fatta  la  sostózione  V  ('<*  -h 

bx  )  =  z  ,  sarà  dy  =  ed'  integrando 

=  ~  a3  —  g  z  -t-  C  >  e  riP°st0  ^  valor  dl 

•7  =  ~  («  -+  te)*  -  g  V<a  -h  6»)  H-  C  =  ^£±}(±bx- 
—  a  )  H-  C  . 

O 

II.  Sia  X  funzione  razionale  delle'  due  quantità  x ,  s ,  essendo 
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*  =  ^/(  a  h- )  >  e  dimandisi  il  valore  di  /Xdx.  Facciamo 

V  (  a  -f  bx  )  =  z ,  e  sarà  s  =  z  ,  a?  =        >  cfx  =  ^1^—  ; 

questi  valori  sostituiti  nella  formula  Xdx,  la  renderanno  razio- 
nale ,  se  però  n  sarà  numero  intiero . 

Per  esempio ,  sia  dy  =  - — — — -  =  —  ,  e  posto  J(a  -4- 

bx  )  ~  z,  sostituito  !?~'d*  per  dx ,  si  ha 
<7y  =  =  -"-zn~K~ldzy  e  quindi' 

tu 


«  -4-  i* 


G. 


III.  Essendo  X  una  funzione  razionale  delle  due  quantità  x  > 

a  =  j  (  a  b  V  (/  H-  )  ) ,  si  vuele  integrale  la-  formula  Xdx , 
la  quale  comprende  una  doppia  irrazionalità-. 

Facciamo  per  questo  ^  {<*  •+  ?>V(f  -¥>         =  z>  e  sarà 

=  — ,  valori  che  restituiti  nella  formula  Xcfo > 

la  renderanno  razionale . 
rv.  Sia  X  funzione  razionale  delle  due  quantità  *  ed  s  = 

y'ttif,  e  cerchiamo  il  valore  di  /Xdx. 

Posto  s-=  V^^;  =  sa^  =  a"  ,  e  di  qui  x  = 
dx  =  ^ fc^.  :  per  la  sostituzione  di  questi  va- 
lori la  nostra  formula  si  ridurrà  alla  razionalità . 

Per  esempio ,  sia  dy  =  *f  =  ^,(^~f  >  cd  avrem0 
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n  =  li  f~  i  >  g  ~  —  1  )  a  =  i ,  6=1,  e  però 

z  =  vfr^T)  »  d*  =  (7^*7?  '  { 1uali  valori  sostituiti ,  ci  danno 

  (KM)' 

Per  integrare  quest*  ultima  formula ,  facciamo 
/    «'»    =  _Az-      Bf-?*—  =  v  , 

^  (  I  •+  ti  )•         1-fJt  y  1  -+  ss        '  * 

e  differenziando  avremo 

A  —  Azi     ,  _B_  _  A-4-B-*-(B  —  A)  ss  . 


(tH-SS)1  (l-fSS)*  1-4-20  (  !-*•£«)» 

bisogna  dunque  che  sia  A  H-  B  =  4 ,  B  —  A  =  o  ,  e  quindi 
A  =  B  =  2  ;  e  siccome 

/ =  Are.  tang  z  ,  così 

ponendo  ora  ~-  ,  invece  di  i  -fz',  si  avrà 

>  =  V^C  1  —  xx)-h  2 Are.  tang -  — h  C  . 

Si  sa  dalla  Trigonometria,  che  quando  la  tangente  di  un 

angolo  è  il  suo  seno  è  =  il  coseno  =  a/1— ^ 

i     *  a  a 

il  seno  dell'angolo  doppio  =  —  xx),  ed  il  coseno  =  — 
a?:  avremo  dunque 

Are.  cos  —  x  =  ~  ^rc  se/2  a? ,  e  perciò  V  integrale  trovato 
diverrà 

)  =  V(i-n)-).^H-  Arc.senx      C  : 
supponiamo  che  ]'  integrale  debba  prendersi  in  modo  che  svani- 
sca quando  x  =  o ,  e  sarà  G  =  —  i  —  Z  ,  e  perciò 
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1  =  V(i  —  xx)  —  i  — h  Arcsenx*  Se  ora  si  fa  *  =  i ,  si  ha 
y  =  ~—1  =0,5707963. 

V.  Posto  che  X  sia  una  funzione  razionale  di  x"  e  di  s  = 

m 

V  (a  -f  hx")y  integrare  la  formula  ~± . 

Facciamo  al  solito  v  (a  H-        =  z*  e  sarà  a     &c*  = 
a">  *"  =        »  e  siccome  in  X  s*  incontra  soltanto  la  potenza 

xm9  così  diverrà  esso  razionale  sostituendovi  per  *•  e  per  ^(a-h 
hx"  )  i  respettivi  valori  in  2. 

Se  poi  si  prendono  i  logaritmi  >  avremo 
nix  =  l  (&"  —  a)  —  ZZ> ,  e  differenziando 

j  =  >  e  così  tutta  la  formula  si  ridurrà  razionale ,  ed 

in  conseguenza  integrabile  . 

Per  esempio  >  sia  dy  =  m  x"'Jx-  =  *f .  ?! , 

e  fatta  V  opportuna  sostituzione ,  avremo 
dy  =  ,  il  cui  integrale  h  ' 

y  =  S  =  ,7(^=0 ^(a  -4»  5*"r  *     G ,  ovvero 

„     »   .  p 

VI.  Sia  X  funzione  razionale  delle  due  quantità  x*  ,  ed  s  =s 
^(/^"h  e  si  voglia  liberare  dall'  irrazionalità  la  formula 

\<lxr 

Poniamo  s  =  Vy~~^  =  z  ;  sarà 
a?"  =  £5~J  >  e  presi  i  logaritmi 
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nlx  =  i  (fz*     a  )  —  l  (  6  —  gzT  )  i  quindi  differenziando 

se  ora  si  sostituiscono  questi  valori  nella  formula  proposta  si  li- 
bererà dall'  irrazionalità . 

VII.  Essendo  X  una  qualunque  funzione  razionale  delle  due 
variabili  oc  ,  s  =  V  (  a  H-  bx  =±  x  )  ,  ridurre  razionale  e  per- 
ciò integrabile  la  formula  /Xdx  . 

Supponiamo  per  questo  V(a  H-  bx  ±=  x  )  ==  ^  H-a*o  ed 
avremo 

<z  -i-  &e  r±  .v5  =  a  H-  Va  .  tfS  -h  rcV ,  d'  onde  si  ricava 

x  =  L-^l'i? ,  dx  =  ^-r-|^j7—  ^W{aH-  bx  *x*)  = 

-tVi^^i-tfe    e  £atte  ]e  opportune  sostituzioni ,  sarà  tolta  T  ir- 

razionalità  dalla  formula  /Xdx  . 

Per  esempio,  sia  dy  =  -,  ed  avremo 

4y  =  —      ^  =  — A^h- 

L*  integrale  di  ^  è  Zo^  |^-J      C  j  dunque 

/•  dx     T,  s  -  >  ^.  C  . 

L'  integrale  di  -g-  è  a^rc.  fo/zgz  H-  C;  dunque 

/— — ^  n  =  zArc.tangz  -b  C , 

ponendo  nel  primo  caso  z  =  ZI  -  » 

e  nel  secondo  z  =  *aÉ2±LZ?±Z&  . 

VII!  Indicando  per  V  una  funzione  razionale  delle  due 
quantità  v"  ed  s  =  v'(  a  h-  bv'  =fc  t>"  )  si  potrà  egualmente  to- 
gliere l' irrazionalità  dalla  formula  Vv"^1  dv .  Si  faccia  per  que- 
sto     =  x ,  e  sarà 
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s  =  V  (  a  «4-  bx  dt  vT*  ) ,     ~" 1  cTu  =  —  :  dunque  V  sarà  una  fun- 
zionc  razionale  delle  due  a?  ed  s ,  e  la  nostra  formula  diverrà 
— ,  che  rientra  nella  VII. 

§.  102.  Per  quanto  le  formule  irrazionali,  qui  -sopra  inte- 
grate ,  siano  dotate  di  una  tal  quale  generalità  ,  pure  accade 
spesso  d' incontrare  nella  soluzione  dei  Problemi  formule  irra- 
zionali ,  che  non  si  riferiscono  ad  alcuna  di  quelle  .  Appartie- 
ne in  questi  casi  alla  sagacità  del  Geometra  la  scelta  di  qual- 
che adattata  sostituzione >  onde  toglierne  i  radicali  :  non  si  pos- 
sono dare  sopra  questo  soggetto  delle  regole  generali ,  e  noi  ci 
tratterremo  perciò  ncll'  integrazione  di  alcune  formule  particolari . 

I  Sia  proposta  la  formula  dV  =  c  se  ne 

cerchi  1'  integrale  P . 

Facciamo  =  J>>  e  sarà  i  H-p*  =  ^~jì  >  V(  i  H- 

.  )  ^  vtl^I   d   =  <j  +  ~w^    e  qnindi      4L  = 

JUi^^L;  si  ha  dunque 
<iP  =  '  —,  e  perciò 

P  =  ;!-.L{v/(i  H-pp)  H-p>H-C. 

Se  invece  di  p  e  di  v'  (  i  H-  pp  )  >  poniamo  i  respettivi  va- 
lori, s'avrà 

(  i  —xx  )Vi  i -*-**)      Va    "  1-+-** 
II.  Sia  da  rendersi  razionale  la  forranla 

Poniamo  V  (  i  -h  a?*  )  =  px  ,  ed  avremo  intanto 

%  t 

Tbrc.  //.  L  1 
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i  — 

Essendo  i  -f-  *4  =  p*xz  >  s?  avrà  estraendo  la  radice  x*  =3 
— p1  H-  v^C— p4  —  1  )  •  Facciamo  ±-p~  =  q  ,  ed  avremo  xJ '  == 

q  -i-  V  (<I~  —  1  )  >  e  quindi  2L1X  =  L       H-  \/  (  2*  —  1  > 

—  =  —  -  — :  ;  e  riponendo  il  valore  di  q  ,  si  ha 

=  -1PJL— ,  <^  =  — ,  e  fatta  la  sostituzione 

<£P  =  

(  1  — **iv'(/>*  —  4) 

Ora  *5=>l^>lrJj, 

*  ,  r 

sarà  dunque         =  —  ^  <lQal  valore  sostituito  nell'e- 

spressione di  ciP ,  ci  dà 

■ 

dV  =  —  MIL  ,  essendo  j>  =  5^<J-±*!1  . 

III.  Questa  medesima  sostituzione  può  servire  a  render  razio- 
nale la  formula 

Infatti  ponendo  V*(a  H-  hx%  -4-  ex4)  =  jm: ,  si  ha 
S  ^         :  essendo  poi  p  =  ^ *±*^±ffL> ,  avremo 

dp  =  i^f^  =  —  *Ì5.^f'-^,  e  quindi 

dx  =  —  /i'^  '  sostituendo  questo  valore  nella  formula  pro- 
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posta ,  si  avrà 

dS  =  —  £zr£r  :  ma  (  a  h-  ex*)'  =  (pp  —  h  )V,  e  toglien- 

do  da  ambe  le  parti  ^acx4 ,  si  ha 

(a  —  ex1)1  =  {(pp  —  5)*  —  4ac}x4, 

- — =  -'-  ,  ed  in  conseguenza 

<2S  =  ^'f  ,  formula  che  r:m  contiene  più  irrazionali. 

IV.  Proponiamoci  di  rendere  1  rionale  la  formula 

v=/. 


- 

Facciamo  per  questo  - —  =  z ,  ed  avremo  primiera- 

mente 

dV  =  —  .  j^-p  •  Prendendo  dunque  i  logaritmi ,  sarà 
lz  =  Ix  —  i-/(a  h-  2hx")y  e  differenziando 
*  =  ì*  _     V.*:  =  dJL^J''J ,  e  qUiil(]i 

^£  =  ;  sostituendo  questo  valore  nella  formula,  si  ha 

JVT  ■  </e  '  *  -4-  Jìjt"  ) 

Essendo  poi  z*'  =  -~x~-z  1  sarà 

1  a  •+  2**" 


<z  — t-  aZ)x"  =  ~  ,  e  perciò 

z 

dV  = 


X  "(li 


Ma  a  -4-  aa&c"  =  ~r»  se  s'aggiunge  da  ambe  le  parti  la 
quantità  hbx" ,  verrà 
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(  a  -+  W  )*  =      ^  bbx"  =  ,  il  quai  vaiore  *. 

stìtuito  nella  nostra  formula,  la  cangerà  in 

che  è  razionale . 

Con  questo  stesso  artifizio  si  porrebbe  ancora  rendere  ra- 
zionale la  formula 

 — —  :  non  ce  ne  occuperemo  ,  giacché 

quanto  abbiam  detto  r  speriamo  che  basti  per  i  nostri  Lettori; 
del  resto  chi  vorrà  in  questa  Materia  maggiore  estensione ,  può 
vedere  il  Tomo  IV.  del  Calcolo  Integrale  del  Sig.  Eulero. 
§.  103.  Ma  estendendo  queste  ricerche,  vediamo  in  quali 

_E 

casi  po^sa  renderai  razionale  la  formula  x       dx{a^-bx")1  . 


Poniamo  a  — H  Lx"  =  u  ,  e  sarà  (  a  -4-  bx"  ) T  =  up ,  x"  =  —~Z? 

w 

a;"  =5  (  —       "  ,  e  quindi 


n;  —  -i 


a;''1    ldx  =  ~u     '  t/a.  (---—)       :  avremo  dunque 

/^'''"'^(a =  fl-if'**~xdu.{*--JL)  *  ,  ed  il  se- 
condo  membro  di  quest'  equazione  sarà  razionale  tutte  le  volte 


che  —  sarà  un  numero  intiero 


Facciamo  nella  stessa  formula  a  -4-  bx"  =  x"z?  ,  ed  a- 

vremo 
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*  {t«-»)J  (.?-*)' 

m 

aw~rcfo  —  -v*  *  *±  }  e  ia  nostra  formula  diventerà 


1*  "       *  il  ,  la  quale  sarà  razionale  tutte  le  volte 

che  —  H-  —  sarà  un  numero  intiero . 

Integriamo  per  esempio  t'à(o4^f)  :  avremo  in  que- 
sto caso 

m  =  4,rz  =  2)P=1>?  =  5>7=a  numero  intiero;  dun- 
que la  prima  trasformazione  ci  darà 

fx'dx  (a-H^  )*  =  A  /A  ^  )  «*«  =  §  -  ?^       C  » 

Per  un  altro  esempio,  sia  da  integrarsi  la  differenziale 
x'dx(a~+-  tx%  )3  ,  ed  avremo 

numero  intiero .  Là  seconda  trasformazione  ci  darà  in  que- 


sto caso 


fx*dx{a^hx>Y  =f^la'^,  e  questa  differenziale  trasfor- 
mata essendo  razionale  ,  s'  integra  per  ciò  che  è  detto  al  §  an- 
tecedente . 

Per  rendere  razionale  la  formula  differenziale  pm  complicata 
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xm'ldx{  ^r-y  i  facciamo  f  +  %  =  u'>  ed  avremo 

a  -ir  b  x  a'  -T  4,  x 

p  tu 

La  nostra  formula  diverrà  dunque 

—  —  (  -  )       •  (  a  H-  ) ,  e  sarà  raziona- 

le  se      è  un  numero  intiero  :  quindi  se  n  =  l  ,  la  formula 

p_ 

x™  ~ 1  dx  (  ) f  >  potrà  sempre  ridursi  alla  razionalità  ,  ciò 
che  abbiamo  anche  dedotto  da  un  altro  principio. 

§.  104.  Noi  abbiamo  veduto  che  la  formula  x  dx(a^ 

p 

hx")q  ,  riducesi  razionale  quando  ^,  ovvero  "-f  ^  sono  nu- 
meri intieri  ;  ora  è  facile  vedere  che  nei  medesimi  casi  egual- 
mente si  può  rendere  razionale  la  formula  molto  più  generale 

'cfo  (  a  h-  *  essendo  «  e  /3  numeri  intieri 

qualunque  :  anzi  l' integrale  di  questa  seconda  formula  si  potrà 
sempre  far  dipendere  dall'integrale  della  prima,  sia  questa  o  no 
riducibile  alla  razionalità  . 

Per  ottener  questa  dipendenza  differenziamo  la  funzione 


P  •+  I 


x  (a»+  bx  )        i  ed  avremo 
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a{x  {a      bx  )        )  =  ( max      dx  -f-  mbx  dx  - 

p 

"(f^fì bxm "  "~ 1  dx)(a  -4-  hxn ) 9  ,  d*  onde  ricaviamo 

k  [a  -h  bx  )         —  mafx       dx(a  -j-  ox  )    -4-  .  .  .  . 

t 

Zl^^bfxm**-ldx{a-ì.bxH)q  ,  e  quindi 


v      y         ^  v  '  (  rug  -+  np  •+  nq  )  b 

(mq  JlT+^qTbf*"  dx  (a -±  bx*  )q  \  e  se  invece  di  m 
scriviamo  m  —  n ,  avremo  quest'  altra  riduzione 

L 

(B)  fxm~°-ldx{a  ^  bxm)<  =  *'m\'±i*2l  


Dunque  l'integrale  di  a?w±=*    ' cfo(a      bx*)q  ,   0  più 

generalmente  quello  di  a/"*"*"   !<fa(  a  -f-  ,  si  pufc 

far  dipendere  dall'  integrazione  di  fxm~1  dx{a^bx")1  . 

Il  differenziale  di  af"(  a  H-  bx")q  può  mettersi  anche 
sotto  la  forma 
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r 

i 


cfa  (  a  )        ,  ed  avremo  allora 


(C)..../*"  ldx(a^bx"/   


p 


w-+nJj^f)Jx  djf(8^6*)  »  e  ponendo  p  —  ^  io 
luogo  di  p ,  si  ha 

(D)  . . .  .fxm~ldx{a  -f-  *»V     =  _  H'iy/^*  h-  .  .  - 
La  formula  dunque  /a/*    1  dx(a~b  bx*)*        può  farsi 


dipendere  da  //  '«far  (  a  h-  )'  >  e  più  generalmente  a 
quest*  ultima  integrazione  si  può  ridur  quella  della  formula 

fx  dx(a^bx")* 
h*  equazione  in  fine 


p  p 


d(xm(a-hbx*)*)  =  mxm~ìdx(a^bxn)*  -f- ~"  *  "~  ' X 
dx(a  h-  bx  )        ,  ci  da 


(E)  fxm"*—ldx{a  H-  ^•)ff      =  ^-"^^  — 
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t 

"'*-bfxm  ~l  dx(a-+.  hx"  ) q  ,  e  ponendo  m  —  n ,  cp-f?  in  luo- 


go di  m  e  di  p ,  si  avrà 
(F)  fx"~"~\dx(a-+  fa'/ i^i^fll] 


li         '  cfccf  a  -4-  fi*V  . 
(  «  -  »  )  ?  J 

Disponiamo  in  una  Tabella  le  sei  riduzioni  che  abbiamo 
ottenute,  e  delle  quali  potremo  all'  occorrenza  servirci: 

(A)  /.■  +  '-'*[(.H.faV==^C-- 

P 


f"i<]  — .fxm~1dx(a-\-hx*)q't 


(B)  ...  ■  •axia^Bs'K^^sct:  - 

(mq  -+«p)b  <•  "»-'   »    '        .  r 


L«*_±*JL* /a?"    'dx(a-h  hx  y  ; 

(C)    •  ...  ./.— -.(.M-fa-)^  - 


(D)  /.—  (falaH-faV      =_f«M.^-^  ^ 

7cmh.  //.  IVI  m 


3T4 


MATEMATICA  SUBLIME 


(F)  fx  dx{a-+lx)       =  —  

(  W  —  0  )  f 

qaando  nelle  quattro  formule  (A),  (B),  (D),  (E)  il  coeffi- 
ciente della  seconda  formula  integrale  svanisce  ,  la  prima  am- 
mette un  integrale  algcbraico  :  abbiamo  infatti 

per  (  A  )  ,  se    m  =  o  ,    fx"~ldx{a~{-hx*)q  » 
—  «+  t 

n\p-+<L)b 


per  (B),  se  i  =  —        /*"   "   '  <M  a      to')    "  = 


 1 


per  (D),  se  £  = ^>    /*"     d*(a  -*  te  )  = 

»tll4t»')  . 
 r 

—  -  r 

per  (E),   se   m  =  o  ,     A"""      (  a        Ì3C"  >  = 

   "  • 
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Se  il  coefficiente  della  seconda  formula  integrale  diviene 
infinito ,  le  precedenti  riduzioni  son  di  niun  vantaggio  :  quando 

però  ciò  succede  nelle  riduzioni  (A),  (11),  (C),  (F)  abbiam 
sempre  — ,  ovvero  7  H-     »  eguale  ad  un  numero  intiero ,  ed 

allora  quelle  formule  (  §.  antecedente  )  sono  riducibili  alla  ra- 
zionalità :  nelle  altre  due  formule  (D),  (E)  abbiamo  in  quel 

caso  p  =  o  ,  e  le  espressioni  /!L~-^ri  /!L-___£f  ,  sono  da 

loro  stesse  razionali . 

§.  105.  Da  quanto  abbiam  detto  di  sopra,  deduciamo  l'in- 


m  •+  !  . 
x  dx 


tcgrale  della  formula  *  >  ove  J»  è  un  numero  iutieru  po- 

•  *  • 

sitivo .  La  prima  riduzione  ci  darà 

f*  il  =  _  Wf  r-_0  rx  dx  •  di    ■        j  • 

dispari  di  m  ci  daranno 

/vt'^Vì  =  -  ~-v  ( .  -  «•)  -+•  ^/yn^j = -  - 

-t5  )  -.«-  ^Arc.  senx  -h  Cosr. 
y    Al4^     =  —  (  -L  «i  h-  3—  x )  V  (  1  —  *'  )  H-  ?  -  Are.  sen  x  -h  C 

0.4.3 
ed  in  generale 

(^-11(^1^^3,1  )  ^  (  ,  _  ^  

st  (  21  —  2  ) .  .  .  .  4  .  a  ' 


2/^21  —  2)12*—  4)  ....  4.2 
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e  quei  pari 

^  Vd-*1)  3         V  y       S-'Vl»-*1)  V3 


■'Vii-*')  VZ  1-5  :-5-3  4-5- 3;  V 

e  generalmente 

 =  —  (  — x  -+•  —  ;  —  ;  x        .......  h- 

_ai(j^....^a_w/  ,  _  a?*  )  H-  C  . 
(a/H-i  )lai-D  ■  •  •  3-»- 

In  simil  guisa  troveremmo 

2U  SÌ  —  2  )  ;  2  °  * 

r  (TX   ,  I  ,  «'  —  3  

(•ii-  I  K2Ì-2)  .  .  .  3   *  7  V 

Determiniamo  le  costanti  C,  G'  delle  due  formule  integrali 
/"-JLif*      f  x'!~'.l^L  in  modo,  che  queste  si  annullino  quan- 

,  •  %    f»  r""  2Ì  (  2/  —  2  )  (  2»  —  4  ì  ....  4  •  2  « 

do  *  =  o  :  si  avrà  C  =  o  ,  C  =  _^„T^__r  ,  e 
perciò 
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f-*!»-  =  -  ( -1  x* "  1 H- •  •  •  •  H- ^^^^-^ a: ) y/{ i  -  *s  ) 
(2,-1?  (j^jrAL^ljJ.  ^rc.  se/2  tV 

/? ~-i ^  =  -(_"-  x5f  -4- ....  -t-  )✓(!-*') 

—  **)  V2Ì-+»  (2t  -+-  I  J  ^21  —  I  J  .  .  .  .  o-  1 

21  (  ''/—2  )  (  lì  —  A  )  4   3  > 

~(17-i-l)(2i-l)...-3-» 

Qnest'  integrali  cominciano  quando  x  —  o  :  per  avere  il 
loro  valore  sino'  ad  *  =  i  ,  basterà  fare  x  =  i  in  queste  due 
formule  ,  ed  otterremo 

,  .  x  r-*Ì£-  =  (J;--^il(2,'3)-— 3-  //re  sen.  i  = 

ll  i  •  *  •     J^/^i—x*  )  2»('ii  -2) ........  4 -a 

i  )(2/-3)  3-t    Z.  , 

2i  i  ti  —  2  )  •  •  •  •  4  .  a  a 

/  o  ì  fL^ld*  =  ^i^ìllLzI^^il,  essendo  ir  la 

circonferenza  del  cerchio  • 

Queste  due  ultime  formule  sono  vere  per  qualunque  va- 
lore che  riceva  la  lettera  i  .  Supponiamola  dunque  infinita  ,  c 
riflettendo  ebe  in  questo  caso  abbiamo  prossimamente 

/"_J^_=/£^^,sarà 

jr    i_.  3  •  5  7  •  •  •  •          2  •  4  -6JL_ULJ 

a     2.4.6.8....        1 . 3  •  5  •  7  •  ♦  •  • 

e  quindi 

jr  _  4_.J    6  .  J>    8_._8  cc 

a'        i.3    3-5    5-:  *-9 

formula  elegantissima  per  la  rettificazione  del  circolo,  la  quale 
è  sta'a  ritrovata  da  Vallis  . 

Moltiplichiamo  tra  loro  le  formule  (  i  ) ,  (2) ,  ed  avremo 


2-S  MATEMATICA  SUBLIME 

V(  i  -  *M Vd-*1)       si-n'  a  ' 

questa  equazione  è  vera  per  tutti  i  valori  di  21  positivi  ed  in- 
tieri ,  e  cessa  di  esser  tale  negli  altri  casi  ;  imperocché  le  for- 
nitile (  i  ) ,  (  a  )  dalle  quali  essa  dipende ,  dimandano  quella  con- 
dizione nel  valore  di  i  .  Eulero  {  il  cui  Calcolo  Integrale  l'as- 
sono consultare  i  nostri  Lettori ,  che  maggiore  estensione  cesi- 
derano  in  queste  dottrine  )  supponendo  che  la  suddetta  equa- 
zione abbia  luogo  anche  per  i  valori  fratti  della  quantità  ii , 
ne  deduce  diversi  Teoremi,  che  se  sono  veri,  meritano  può 
d'  esser  dimostrati  per  altra  via  .  Non  ci  fermeremo  di  più  so- 
pra queste  ricerche ,  le  quali  sono  più  curiose  che  utili ,  e  si 
trovano  sviluppate  nell'  Opera  eitata . 

§  jo6.  Applichiamo  le  dottrine  spiegare  nei  due  §§  ante- 
cedenti alla  quadratura  dell'  Ellisse  e  dell'  Ipcrbola,  ed  alla  ret- 
tiiicazione  della  Parabola. 

Sia  AGB  una  semi -Ellisse,  il  cui  semiasse  maggiore  AC  = 
a ,  il  minore  CO  —  h  .  Sopra  1'  asse  AB,  come  diametro,  sia- 
vi il  sctr/ickeolo  ADI]  .  Facciamo  AE  =  x  ,  FÉ  =  y  ,  HE  = 
z ,  ed  avremo 

y  ~  A  v/  (  nax  —  x%  ) ,  z  =  V  (  2ax  —  a*)  :  ora  (  §.  90  )  la 

scpcrhYic  AEF  =  fydx  —  ~/V(  iax  —  x''  )  dx  ,  e  la  super- 
fìcie AEII  —  J'zdx  =  yV(  2ax  —  x*  )  dx  ;  dunque  AEF  == 
■*-  AEH  ,  cioè  „  1'  arca  Ellittica  AEF  sta  a  quella  corrispon- 

dente  circolare  AIIE ,  come  la  meta  dell'  asse  minore  alia 

„  metà  dell'  asse  maggiore  „  . 

La  quadratura  dunque  dell'  Ellisse  dipende  da  quella  del 
circolo  ,  ed  in   conseguenza  dall'  integrazione  di  ;/(  2ax 

Se  l'origine  dell'ascisse  fos«e  stara  nel  centro,  allora  fatto 
EC  =  a" ,  avremmo  trovato  che  la  quadratura  di  quelle  due  cur- 
ve dipende  dal  valore  di  f V  {a'  —  x')dx. 

Per  ottenere  questo  valore,  io  osservo  che 
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/Via'  -  x')dx  =fj££Srì  -/vT^V)>  e  f;lcC"d0  C=  ' 
per  più  semplicità  ,  avremo 

A/C  t  —  x'-)dx  —  r  -* —  —  f — X%~~T\  ì       in  conseguenza 

(  §.  antecedente  ) . 

/V(  i  -xi)dx  =  Are sen x        x V(  i  -  ** )  - 7  Arc- scn x 

C  =  ±(Jrc  sen  x-+xy/(i  —  x1)): 
2 

così  la  quadratura  dell'  Ellisse  e  del  Circolo  dipende  dalla  ret- 
tificazione del  Circolo  . 

Sia  x  =  1 ,  ed  allora  sarà  la  superficie  CAD  =  -l .  AHD  = 

AHD .  ^  • 

a 

Sia  GAH  un'  Ipeibola  riferita  agli  assi  AB  =  2  AC  =  2,  p-g  ^ 
EF  =  26  .  Sia  CP  =  *  ,  PM  ==  y  ;  e  1'  equazione  di  questa 
curva  sarà  y  =  b\Zfx*  —  1). 

La  superficie  APM  è  espressa  (  §  90  )  da 

fydx=hfV(x*  —  Od*:  ma  £/Vl**  —  i)^,  =  V(-i)X 
/V(  1  -     )  cf*  =  *^ir-—){^rc. se/za;  -+  -  *)}h- 

C  j  dunque 

APM  =  A  { v  (  —  1  )  •  a:       *  V  (  a?*  —  1  )  }  H-  C  • 

Ora  abbiamo  dall'  Introduzione  alla  Matematica  Sublime 
V(  —  1).  Are.  sen  x  =  U>g{  v'  (  1  —  *s)-t-*V(  — 
dunque 

APM  =  i-  {Zo5'(v/(i  i))-*- O}"* 

C  ;  la  costante  deve  determinarsi  in  modo ,  che  1'  integrale  si 
annulli  quando  x-=  i  t  duuque 
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O  —  —  A  /o^  v/  r  —  i  ) ,  ed  in  conseguenza 

APM  =  A  {*  v'  (  x*  —  i-)-KZ(a?H- i))}. 

Fig.  aS.  Sia  AMZ  una  Parabola  Apolloniana,  AP  =  x  ,  PM  =  yy 
e  quindi  ars  =  ihy ,  indicando  per  ib  il  parametro  della  cur- 
va .  Abbiamo  sopra  (  §  91  )  dimostrato  che 

AM  =fdxW{  1  h-  J  dunque 

Per  integrare  quest'  espressione,  facciamo  ~  =  —  hs,  ed  a- 
vremo  allora 

fdx  \/  (  1  h-  ^  )  =  S  v/  (  —  1  )  fduV  (  1  —  w*'  )  :  ora  lo  stesso 

ragionamento  che  abbiam  fatto  per  integrare  la  formula  ,  da  cui 
dipende  la  quadratura  dell'  Iperbola ,  ci  dà 

hV(  —  i  )fduV(  1  —  u)  =  A  1  -.Oh-  "V(-O) 

4«V/(w,-i)}i  dunque 
AM  =  A  /  /  *-+y  ^  ^L*'  ;  non  abbiamo  ag- 

giunto  costante  arbitraria,  perche  determinandola,  l'avremmo  tro- 
vata nulla  : 

Se  poi  noi  facciamo  AP'  =  x  ,  P'M'  =  y  ,  avremo 
MM'  =  A    £  *' "** v ( *'    *" *  _  Z  *-*-^^*  •+        .    *W -tAll  

.vv'(i'H-^)}. 

Trovata  1*  espressione  di  una  porzion  qualunque  d'  arco  MM' 
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di  cui  son  date  le  coordinate  all'  estremità ,  noi  potremo  risol- 
vere il  seguente  Problema 

„  Dato  V  arco  MM' ,  trovarne  un  altro  EE'  tale  che 

„  MM'  :  EE'  :  :  n  :  I  „ 

Per  questo  supponiamo  u  ,  t  le  due  ascisse  AD  ,  AD' ,  in- 
cognite i  indichiamo  per  «  la  parte  algebraica  contenuta  in  MM' , 

e  per  -  IB  la  parte  logaritmica ,  e  s' avrà 

«  •+  à  {evi*'  H-  *•  )  - 

u\/(  6*  H-  u  )}  :  :  n  :  I  , 
ed  in  conseguenza 

-  -  4 ZB  =  ? 1  -  a  W^-O-  «■)}, 

la  quale  equazione,  eguagliando  respettivamente  tra  loro  le  quan- 
tità algebraiche  e  le  trascendenti ,  si  decomporrà  in  due  altre 
equazioni,  dalle  quali  potranno  ricavarsi  i  valori  di  u  e  di  f. 

Il  Problema  in  cui  si  cerca  la  determinazione  di  due  ar- 
chi parabolici ,  tali  che  la  somma  o  la  differenza  sia  rettificabi- 
le ,  cioè  espressa  da  una  quantità  algebraica ,  non  ha  alcuna  dif- 
ficoltà .  Imperocché  supponendo  dato  uno  di  questi  archi ,  ed 
una  delle  estremità  dell'  altro ,  si  sommeranno  o  sottrarranno  le 
loro  espressioni ,  quindi  eguagliando  a  zero  i  trascendenti  clic 
vi  si  trovano  ,  avremo  nn'  equazione  per  determinare  1'  altra  e- 
stremità  dell'arco  incognito,  per  il  che  esso  diverrà  conosciuto. 

§•  107-  Quando  una  differenziale  non  può  integrarsi ,  o 
perchè  da  essa  non  possono  togliersi  gì'  irrazionali ,  o  perchè 
essa  non  sia  effettivamente  il  risultato  della  differenziazione  di 
una  funzione  composta  di  un  numero  finito  di  termini ,  allora 
se  ne  ricava  l' integrale  per  mezzo  delle  serie  .  Esporremo  ora 
un  tal  metodo ,  perchè  essendo  esso  in  uso  non  solo  per  1'  iu- 
tegrazione  dei  differenziali  irrazionali  ,  ma  ancora  per  quella 
dei  differenziali  trascendenti ,  lo  dobbiamo  adoprarc  nei  seguen- 
ti §§• 

Se  dunque  è  proposta  la  differenziale  Xdx  ,  della  quale  se 
ne  vuole  1'  integrale  ,  s'  incominci  da  sviluppare  in  una  serie 
Tom.  Il  N  n 


Fig  28. 
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ordinata  per  le  potenze  di  x  la  funzione  X  ;  e  qui  richiamia- 
mo quanto  abbiamo  detto  ai  §§  35  e  segg. ,  e  quanto  si  dimo- 
stra a  questo  proposito  nell'introduzione  al  Calcolo  Sublime  . 
Sia  dunque 

—  ax  -4-  bx  ex        -+  ex        -f.  ec  ,  ed  avremo 

fXdx  =/axm  dx  -f-  /W"  "*  *<Zx  -f.  /ex"  **  dx  H-  ec. ,  ed  in 
conseguenza 


m  H-  1  »  I  f»  -4-  ?»  H-  I  w  -+3»  -4-  I 
 .a.  ?L*  «a.  ^  ±*  


ec.  — h  t* 

essendo  G  la  costante  arbitraria  aggiunta  integrando . 

Per  fare  alcuni  esempi  di  questo  metodo,  proponiamoci 


I.  D' integrare  la  differenziale  - 


adx 


Essendo  ^JL-^h-^-^H-^- 


ec. 
avremo 

ma  f-J~-x  =  ^rc.  fa/2#  ^  ;  dunque 

Are.  tang  --  =  ~  —  *~  -4-      —  5l  ~f-  ec,  «p4-  C  : 

ora  essendo  Are.  tang    =  o  quando  x  =  o  ,  s*  avrà  C  =  o . 

Facciamo  x  =  a ,  ed  allora  sarà 

Are  tang  1  =  1  —  i-      -L  —  J.  h-  -~  —  ec.  =  ^rc.  di  45*  ; 

2579 

questa  formula  potrebbe  servire  per  la  rettificazione  del  cerchio , 

ma  la  di  lei  convergenza  è  lentissima  . 

II.  Per  integrare  ~r~—n  ">  osservo  che 
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dunque 

Ma  / ^^^_x%  )  —  Are.  seri  x  ;  dunque 
Are.  sen  x  =  x  +  i .  »!  h-  li-3.  5_  -+  UL|.  £_  h-  UbL? .  5.  +  ec. , 

a     3      a. 4    5      3.46    Z      a. 4. 6. 8    9  ' 

facciamo  jc  =  1 ,  ed  avremo 

Are.  90°  =H — -  {-  -LI-  H-  ^  -J^«iL  H-  ec  , 

*  23        3-4-5        a.4-6.Z        3. 4. 6. «.9^  ' 

e  se  poniamo  ac  =  -I ,  s'  avrà 

Are  ?Q°  —  1  .  »■      1     T  t  1:3  .  * -35       ,     »-3-5T     ,  p- 

serie  convergentissima  per  esprimere  il  rapporto  della  circonfe- 
renza al  diametro  . 
III.  Integriamo  per  serie  la  formula  irrazionale  x"~l  dx(a  -f. 

bx*)9  .  Essendo 
p_ 

( ,  -A  «")'  =  1  -,  tìJ  +  'JizJìZx"  -,  ><t^H>iV%ee, 
avremo  (  rappresentando  per  y  1'  integrale  cercato  ) 

y  =  a  «  {     +  A  .  '221  +  £____»: .  ~ 


-+■  2/1 


-?Hp--r)*' .  e?  _ 


ce 


} 


e  questa  serie  va  all'  infinito  se  non  è  nn  numero  intiero  e 
positivo . 

Se  la  quantità  a  è  negativa,  e  sia  q  nn  numero  pari  la 
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nostra  serie  conterrà  V  immaginano  y/  (  —  a  ) ,  onde  per  otte- 
nere un  integrale  che  ne  sia  privo-,  cangeremo  la  fòrmula 


a;       cfa(Z5a;  — a)    m  6    a;  cfcr(i — ~x     )  : 

Essendo  allora 

( ,  _  i«- V  =  .  -  es »— tit=i^.a-"  -  .  . 

£1^12 '  >  -  JfJi!  x~  3"      ec  „ 
s'avrà  rnregrantfo 


•     •  » 


f»  ■+  —  =-  • 


e  se  a  e  ò  sono  ambedue  numeri  positivi,  possiamo  fare  uso 
di  ambedue  le  serie  . 

I\r.  Per  integrare  la  differenziale  dx  »  piuttosto  ehe 

sviluppare  in  serie  secondò  le  potenze  di  xr  la  quantità  y/y^^i 
prendiamo  lo  sviluppo  di  y/{\  -*-a;cs),  e  siccome  questi  è 

v  *  a  2.4.  2.4,6  1 

vremo  perciò. 

fdx  <  !i£  =  y  { ,  ^  i  ^  _  L±  «  V  h.  ec  >  . 

Ori  supponiamo  che  l' integrale  debba  prendersi  da  x  =  o  r 
sino  ad  x  —  1  ,  cioè  che  determinata  la  costante  in  maniera 
che  egli  svanisca  quando  x  =  o>  facciasi  nel  di  lui  valore  x  =  1 , 
s*  avrà  allora  (  ioa  ) 
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v  1—*»      3  V       3.3       a- 2. «.4        a.a.*.4.6.6  ^ 
questa  formula  può  servire  per  la  rettificazione  dell'Ellisse. 

Infatti  chiamando  e  V  eccentricità  dell'  Ellisse  ;  1  il  semias- 
se maggiore  >  ri  quadrato  del  semiasse  minore  sarà  1  —  e' ,  e 
quindi  I'  equazione  della  curva  y*  =  (  1  —  e1  )  (  1  —  x*  ) . 
Ora  (  §•  90  )  indicando  per  s  V  arco  corrispondente  air*  ascissa 
xy  si  ha 

s  =  /V  (  1  H-  (  &  Y  )  dx  ;  dunque  essendo  per  noi  (  &  )s  — 
(  1  — -  e'  )  — ,  avremo 

$— fdxV  :  Se  facciamo  nella  formula  superiore  a  = 

—  e* ,  avremo  per  esprimere  il  quarto  del  perimetro  dell'  Ellis- 
se questa  serie 

*  {  1  —  Li  e4  —  hhU  e*  —  LJLililij  e*  —  ec.  >  ,  essendo 

3  X.         a. a  3.3.4.4  a. 3.4  4-6.6  /' 

—  la  quarta  parte  della  circonferenza  del  circolo  circoscritto 

all'  Ellisse  .  Una  tal  serie  è  convergentissima  per  le  Ellissi  po- 
co  allungate . 

V.  Per  avere  l' integrale  di  - — — —  ,  osservo  che 

-  ^  vi»-*4) 

(i-^)''=H.Vh.  L_3  x8  -fr  ec. 

*         3.4         3-4.0  1 

dunque 

•W(i-*-*)        ^  3.5     ^2.4.9  3.4.6.13 

•Se  noi  indichiamo  per  A  quest'  integrale  preso  da  x  =  o,  sino 

ad  x  =  1 ,  sr  avrà 

A  =  1  4.      4  —J-  -f  T  '3's  -  H-  ce. 

a.  5       3. 4. 9       a.  4- 6. 13 

Per  un  altro  verso 
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r__*±___  __.  r     ^*  >_  /*  «Vfc       ,    i  .  3  r_x*dx 

7<v'U-*4)       -'v'ii-*»)"^     a  y  VH-*')  ^  a.  4  y  Vii-*'!  ~ 

i  •  3  •  5  /• 


2 


•  46''  V  (  I  —  JT1  ) 


Se  si  prendono  quest*  integrali  in  modo  che  svaniscano 
quando  x  =  o ,  e  vi  si  fa  x  =  1  ,  si  avrà  per  Je  formule  del 
§  105. 

sarà  per  tanto 

1         1.3  1.3-5 

1  -f.  — _  -f  - — —  -+  ij-2-  -4-  ec. 

_r    3.5      3-4.9  3.4-6.13 

a  i*         i" -3"  i'.»'.3* 

formula  elegante  per  esprimere  il  rapporto  del  diametro  alla 
circonferenza . 

Il  Teorema  di  Tajlor  combinato  con  le  successive  differen- 
ziazioni della  quantità  da  integrarsi ,  ci  dà  anche  un  metodo 
d' integrar  per  serie  :  infatti  avendo  noi  ricavato  da  questo  Teo- 
rema (  §  37  ) 

*(*)=  *(°)H-*(g)H-if  (g)H-ec. 

purché  dopo  le  differenziazioni  si  faccia x  =  o  in  (g),  ec, 

se  poniamo  =/Xdx,  avremo  (g)  =  X,  (£?)  =  (g)ec, 
e  quindi 
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supponendo  però  che  si  faccia  x  =  o  in  (^)>(^)  ec-  »  ed 
in  X  a  differenziazione  eseguita  .  * 

La  lettera  A  rappresenta  il  valore  di  fXdx  quando  x  = 

o,  il  quale,  non  essendo  dato  dall'equazioni  (  ^)  =  X,  (~t)  =  o 

ce. ,  resterà  perciò  arbitrario ,  e  sarà  la  quantità  costante  che 
V  integrazione  deve  introdurre  . 

§.  108.  Veniamo  all'integrazione  delle  funzioni  >  che  con- 
tengono  i  trascendenti  esponenziali  e  logaritmici . 

Neil*  integrazione  di  simili  funzioni  suol  farsi  moltissimo 
uso  di  una  riduzione ,  conosciuta  nel  Calcolo  Integrale  sotto 
il  nome  d*  Integrazione  per  Parti  :  ecco  in  che  consiste .  Se 
y  e  z  rappresentano  due  funzioni  qualunque  di  or,  il  Calcolo 

Differenziale  ci  dà  d  {yz )  =  z(£)  dx  y  (£)dx>  o  sempli- 
cemente (  indicando  (  ^  )  dx  per  dy  ,  e  (  ^  )  dx  per  dz  ) , 

d  {yz  )  =  zdy  ydzr;  ora  integrando  quest*  ultima  equazio- 
ne ,  abbiamo  yz  =  fzdy  h-  fydz  ,  dalla  quale  ricaviamo 
fzdy  =  yz  —  fydz  -,  per  mezzo  di  questa  formula  1' integrale 
fzdy  dipende  dall'  altro  fydz ,  che  talune  volte  può  essere  più 
semplice  di  lui  ;  così  dovendosi  integrare  la  formula  Xdx ,  se 
potremo  decomporre  X  in  due  fattori  P  e  Q,  tali  che  uno  di 
essi ,  per  esempio  Q  moltiplicato  per  dx  dia  una  differenzia- 
le esatta  dV ,  avremo 

fXdx  =fVQdx  =  PV  —  fV  (  £  )  dx  .  Gli  artifizi  da  ade- 

pcrarsi  in  questa  decomposizione,  affinchè  la  formula  cui  si  ri- 
duce un  integrale,  sia  più  semplice  di  lui,  non  hanno  delle  re- 
gole generali ,  e  dipendono  dalla  sagacità  dell'  Analista . 

Sia  da  integrarsi  la  differenziale  a'Xdx ,  indicando*  X  una 
funzione  qualunque  di  x . 


2$8  MATEMATICA  SUBLIME 

Siccome  da'  =  a'dx  .la,  si  avrà  fa'dx  —  |a',  e  quin- 
di integrando  per  parti ,  troveremo 

fa'Xdx  =  -1  a'X  —  /i-  a  .  (  Q  )  dx  :  ora  supponendo  (  ^  )  = 
P,  avremo 

fa'Xdx  ==  -i  a'X  —  -1  faTdx  ,  e  continuando  T  integrazione 
per  parti 

fa'Xdx  —  ~  a'X  —  —  a'V 

nella  quale  facendo  (<£)  =  Q,  e  seguitando  lo  stesso  metodo 
d'  integrazione  ,  s'  avrà 

/a'Xdx  =  J.  a'X  _  ^  a'P  H.  i  a'Q  _  £/„■  (  *  )  <fa , 

e  così  di  seguito  . 

Se  dunque  X  è  una  funzione  razionale  ed  intiera  di  x,  noi 
arriveremo  in  fine  all'  integrazione  della  formula  a'dx ,  della 
quale  conosciamo  1'  integrale  .  Così  1'  integrale  di  a"  (  xx  H- 
ix-fc)  dx  sarà 

fa"  (  «a?1  -f      -t-  c  )  rfac  =  j-  a"  (  a;1  H-  A*  -f-  c  )  —  ^  a*  (  2»  -4- 
i)H.la'.2H.C: 

quello  di  a'x'dx  ,  essendo  tz  un  numero  intiero  e  positivo  , 
sarà 

fa-x-dx  =  a-{'l~'^~l^"S-    

A»*  _  ~~  fa'  J  ^ 

il  segno  superiore  è  per  /j  pari ,  e  1'  inferiore  per  n  impari . 

Per  determinare  la  costante,  supponiamo  clic  l'integrale  deb- 
ba svanire  quando  x  =  o  ,  ed  avremo 
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Avrebbe  potuto  integrarsi  la  formula  a'Xdx  anche  in  al- 
tra guisa  ;  infatti  la  stessa  regola  dell'  integrazione  per  parti 
ci  dà 

fa'Xdx  =  a'fXdx  —  la f(fXdx  )  a'dx  ,  -e  facendo 
P=/Xa\r,  si  ha  fa'Xdx  =  a'P  —  lafa'Vdx . 
Poniamo  fVdx  =  Q  ,  ed  avremo 
/a'Xa1*  =  a'P  —  /a  .  a'Q  h-  lafa'Qdx  ;  così 
/TQJa:  =  K  ,  ci  dà 

fa'Xdx  =  a'P  —  Za  .  a'Q  -h  /a* .  a'R  —  la'fa'Rdx  , 

e  potremo  continuare  questa  riduzione,  finche  si  giunga  ad  una 
formula  integrabile ,  e  molto  più  semplice  della  proposta .  Con 

questo  metodo  .cerchiamo  1'  integrale  della  formula  es- 
sendo n  un  numero  intiero  e  positivo  .  Facendo  X  =  -~ , 


R  =  ni  —  ,  ce. ,  avremo 

l)(,_I)(w^ajlw_3)*»  3 


J  x» 


(„-,)(» -a)*""3 


(— i)(.-a)(.-3)/-a  l. -«)(«- a). ...a.i 

 V    1  «Vr 

(»  —  i  )"(»  —  2)....a.i  7    *  •* 

tutta  la  difficoltà  per  tanto  si  riduce  all'  integrazione  della  for- 
mula  ,  la  quale  non  sappiamo  integrare  che  col  metodo  del- 
le serie. 

Tom.  IL  O  o 
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Se  n  sarà  un  numero  fratto ,  Y  una  e  Y  altra  riduzione  ci 
dà  l' integrale  per  mezzo  di  una  serie  infinita ,  che  i  nostri  Let- 
tori faranno  bene  a  trovare  per  esercitarsi  nel  Calcolo . 

Per  integrare  — —  (  essendo  e  il  numero  il  cui  logaritmo 

iperbolico  è  Y  unità  )  facciamo  x  —  i      z ,  ed  avremo 

=  cf'--^  .  Poniamo  ora 

J      »  J  IH-» 

=  A  4.  CV  h*  Es1  h-  ec. ,  ed  avremo- 


■  / 

1 


I  z  -t-  ~  -t-  - — h  —  »-  ec.  =  A  -*-  B"s  -+  Caa  •+       h-  Fs*  -+  ec. 

a      s. 3  2.3.4 

-+  A  -*  B    -t-C    -+  E    -+  ec. 

ed.  in  conseguenza. 
A  =  L 

B  =  o 

G  =  i- 

a. 3  a 
F  —  _J  1  u  L 

3.3-4         3.3  3 

II  =  I  1  h  J  _L 

2. 3. 4-5       a. 3-4       2.3  a 

K  —       1  b  u  _L  !  f-  _L 

2.3.4-5-6      3.3.4.5     2.3.4     2.3  * 

ec 

e  r*d±  =  e  rli  -4-  —  —  -f-       —  — 4is-f-  h-   

^  1-»-*         y   <-  a        2.3       3.3-4       -.3.4.5  2.3-4-5 

H-  ec. }  dz 

2.3.45-6.7  J 

e  =e{z  +  ^   ^'     h-  ec.  }  +  C 

^    I  H- *  ^  3  .3        2.3.4        2.3.4.5        2.3.4.5.O  J 

Sostituiamo  per  z  il  suo  valore ,  e  sarà 
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J     K  C\  ^       2.3  3  3  4  2   3  4.5 

-h  ce.  \  h-  G 
3.3.4.5.6  / 

l' integrale  cercato 

Se  la  costante  deve  essere  determinata  in  modo  che  V  in- 
tegrale si  annulli  quando  x  =  1 ,  abbiamo  G  =  o ,  e  se  queir  in- 
ferrale  debbe  annullarsi  quando  x  =  o ,  si  trova 

C  =  efi^^-4  — B — •  +  -  — 44--  h 

X         2-3      2.3.4      2.3.4-5      2.3.4.5.6  2.34.5.^.7 

 !»«  h-  ce  }  . 

2.3.4.5-6.78  > 

§.  1 09.  Per  le  differenziali  logaritmiche ,  proponiamoci  d' in- 
tegrare la  formula  Vdx  (  Zz  )"  essendo  P  e  z  due  funzioni  di  x. 

Sia  /Pcfo  =  Q  ,  e  la  regola  dell'  integrazione  per  parti 
•ci  darà 

fVdxlz*  =  QZz*  —  nf±(lz)*~l  .(px)dx:  cosi  1*  integra- 
zione richiesta  e  ridotta  a  quella  di  una  differenziale ,  nella  qua- 
le il  logaritmo  Iz  è  elevato  ad  una  potenza  minore  di  un'uni- 
tà; continuando  questa  riduzione,  si  comprende,  che  giungeremo 
in  fine  all'  integrazione  di  una  quantità  algebraica  »  se  però  n 
sarà  numero  intiero  e  positivo . 

Per  esempio  vogliasi  integrare  xm  dx(logx)* ,  ed  avremo 
=  x  ,  z  =  x ,  e  perciò 

fx"dx(loS.x)'  =  -  —J'dx (&)•*'  : 

ora  ponendo  in  <]uest'  «inazione  n  —  i  invece  di  n ,  si  avrà 
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e  parimente 
ec. 

Dunque  sostituendo  una.  formula  neir  altra  troveremo- 

— aji^^H-  ec.}^.C. 

Qucst'  espressione  non  soddisfa,  al  caso  di  m  =  —  i  >  m* 
allora  si  ha  V  equazione; 

f*i'*r—(lxf*l'-,nf'£{lxf,  da  cui  si  deduce 
(«4  i)/?(i*r  =(^)"H"1'»  e  perciò 

X 

J    X  ^      '  n-¥  l 

Per  integrare  la  differenziale  ^ ,  essendo  X  una  funzio- 
ne di  ap ,  faremo» 

™L  =  Xa?.-^,  ed  allora  l' integrazione* per  parti ,  ci  darà 

poniamo  successivamente  d.  Xx  =  Vdx  »  d .  Vx  =  Qdx ,  ci .  Qx  = 

Rcfcc  ec. ,  e  continuando  la  stessa  riduzione  si  troverà. 

r\dx  __  Xx  p*_   

J  w  l«  —  O  W*)'~  *      (•— 01»  — ») l 


—  3)....a.i1'  '* 
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Facciamo  ora  X  =  x  y  ed  avremo  P  =  (  -j-  i)xm , 
Q  =  (  m  H-  i        »  K  =  (  w      i  y  xm  ec. ,  e  perciò 

y*      X   Q*  

(/*)*  (»-i)U*)"~I  (»-i)i»-a)i 

  («H-l)'*""*'1"  _        _  _, 


(«r~!)(*-a)(«-3)("  )*  * 

(  m  •+  i  )  f*4x 


(  m  -+  i  )    rx 

(»-!)(•  —  »)  3-3.1"'  ^ 


$.  i  io.  La  formula  fx^—-t  riducesi  ancor  più  semplice  fa- 


/* 


cendo  x"**  =  z;  infatti  essa  allora  diviene         il  cui  inte- 
graie  può  ottenersi  per  mezzo  delle  serie  t  come  ora  vedremo . 
Poniamo  z  =:  e  ,  ed  avremo- 

fr—f'—'-  qn«rt' integrale  è  stato  trovato  al  §.  antecedente, 
e  ne  è  stata  determinata  la  costante  in  maniera  che  esso  sva- 
nisca quando  n  =  o  :  abbiamo  così  V  integrale  di  —  nella-  sup- 

posizione  eh©  si  annulli  quando  z  r .  Affinchè  questi  svani- 
sca quando  z  =  o ,  facciamo  z ■  as=  e  —  u  ,  essendo  e  il  nume- 
ro il  cui  logaritmo  iperbolico  è  V  unità ,  e  noi  avremo  allora 

=  - .  Poniamo 
/T7~T)  =  A  h-  Ba  H-  Czzx  -+  Eh1  -+  Fa4  h-  ec,  e  sarà 
i  =  (A  H-      H-  (V  -h  E«'  -+  Fm4  H-  ec.  )  (  i  —  —      ~  — 

■ri     —+  ~  ec-  ) 
dalla  quale  equazione  si  ricava 


2p4  MATEMATICA  SUBLIME 

A  =  I  • 
B  =  I-.f 

duoqae  (  ipdicgndo  per  C  la  costante  arbitraria  ) 

fru-s  =  A«   t  ■*  t  **  t  +  r    *•  ^ C 

ed  in  conseguenza 

«  CT  -  {  A<<?  ~  *)■*  *  **  "  60 ')  : 

facciamo  A  =  «  ,  B  =  -Ip,  C  =  l-  y,  E  =  JL  5,  ec 
e  si  avrà 

J  Jt  X  9e  3«  4'*  ^ 

Determiniamo  la  costante  C  in  modo  che  Y  integrale  si 
annulli  quando  z  =  o  ,  e  sarà 

C'  =  e(«-t--H---b--{-ec.  )  essendo ,  come  si  sa 

i         3  4 

•  ■  ■  ■ 

e=si,  718281828459  

Dall'  integrazione  di  g  dipende  1»  integrale  dell'  espressio- 
ne dzllz  :  infatti  la  regola  d'  integrazione  per  parti  ci  dà 
fdzllz  =  zllz  —  /"£  >  e  per  conseguenza 
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/^z  =  ^-C'+{.(e-Z)H.*i^  +  ^>Uec.}. 
Dalla  medesima  formula  dipende   anche  Y  integrale  di 
iufatti  facendo  Iz  =  * ,  si  ha 
ràt  rt'd*  ri»  /  .rx^uìL^ìL^ec.  \  ,  che  abbia- 

mo  insegnato  ad  integrare  ■ 

Per  integrare  x"* dx ,  noi  comincieremo  dallo  sviluppare  in 
serie  la  quantità  esponenziale  x    ,  ed  avremo 
x*  =  1      nxlx  -4-  2—-—  -4-  ec.  ;  sarà  allora 

fx"d*  =/{.  -f-  m&  -+  ^  ■+  -+ec.}d* 
z=fdx     nfxdxlx     -  fx*dxlx%  H-  ec.; 

r  integrazione  dunque  di  dfx  dipende  da  formule  che  abbiam 
sopra  trattate. 

Osservazione 

Siccome  d*  =  —  >  così  tanto  Ix ,  che  Z  —  x  può  essere 
?  integrale  di  ^  ;  e  di  qui  segue  che  la  forma  generalo  dell*  in- 
tegrale di  —  è  Z  =t  a?  h-  C  ,  essendo  C  la  costante  arbitraria . 
Negli  integrali  logaritmici  dunqne  s  incontra  il  doppio  segno 
come  nei  radicali . 

§.  111.  Parliamo  ora  dell'integrazione  delle  funzioni  nel- 
le quali  entrano  trascendenti  circolari . 

Sia  p  un  angolo ,  il  cui  seno ,  tangente  ec  ,  sia  una  fun- 
zione di  x ,  per  il  che  abbiasi  dp  =  udx ,  e  vogliasi  integra- 

re  Xdx-p  .  Poniamo  /Xdx  =      di  modo  che  sia  Xdxp  == 

p"dP,  ed  avremo 


^6  MATEMATICA  SUBLIME 

J'Xdxp*  =  p*P  —  tz/£      Pacfte .  Nella  stessa  guisa  sia 
/Pad*  =  Q,cs'  avrà  f<p~*Vudx  »  9"*"'  Q  —  (  /z  —  1  )  >c 

fp"~2Qudxì  così  fatto 
/Qwtfx  =  R,  sarà  /V*3  Qz/d*  =  p"""2  R  —  (  «     a  )  X 

fp"~3'Rudx, 

ed  in  onesta  guisa  la  potenza  di  p  continuamente  si  abbasse- 
rà ,  finche  arriveremo  ad  una  formula  (  quando  sia  n  intiero 
e  positivo  )  nella  quale  non  sarà  più  p .  Qui  si  suppone  però 
che  «possano  ottenersi  gì'  integrali  fXdx,fVudx,  fQudx  £C.  ' 

Per  esempio  :  sia  p  =  Ang.  sen  x  (  sarà  dp  =  V(|^jr>))> 
ed  abbiasi  da  integrare  la  formula  p  dx.  In  questo  caso  X  =  1  ; 

p  =  * ,  Q  =/y^,  =  " *     > R  ='7$h>  =  '*' 

S  =y-__B^_  =  V  ( 1  —  x*  )  >  T  =  x  ec>  ed  ÌQ  conseguenza 

fp  dx  —  p    x np*    !V(i  —  **)—  ji(ti  —  i)p"  3.af— r 
/z  (rc  —  i)(«  —  2)p,~"3.v/(i  —  ar"*)H-ec 
E  facendo  successivamente  «=1,2,3  ec  »  s'  avra 

f pdx  =  ^.*-+V(i  —  -x*  )  —  I 

fp*dx  =  p1 .  x      2p  .  V  {1  —  x1)  —  3  .  1  .  * 

/>Jcte  =  pJ .  x  -f.  393  •  V  (  1  —  jca  )  —  3  .  a  .  <p  •        3  •  2  •  1  • 
V  (  1  — -  x*  )  -j-  6 

ec. 

avendo  determinate  le  costanti  in  maniera  che  gì'  integrali  si  an- 
.  nullino,  quando  x  =  o  ,  nel  qual  caso  anche  p  =  o . 

Di  maggiore  utilità ,  particolarmente  nelle  Teorìe  Astrono- 
miche ,  è  T  integrazione  delle  formule ,  '  ove  entrano  seni , 
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coseni  ce.  di  un  arco  variabile,  e  di  questa  tratteremo  nelle 
seguenti  dottrine. 

Già  si  sa  che  fdxcosx  =  senx  h-  C,  e  che  fdxsenx  = 

—  cosx  -f>  C:  proponiamoci  dunque  d'integrare  dx(senx)m , 

dx(cosx)m  :  per  la  prima,  la  regola  d'integrazione  per  parti 
ci  dà 

/ dx(senx)m  =  —  (senx)1*"1  .cosx    (m  —  i  )/ dx(senx)m~* x 
(cosar)**  «  sostituendo  i  —  (senx)*  invece  di  (cosar)*, 
s*  avrà 

é 

fdx(senx)  =  —  (senx)      cosx -+ (m— i)fdx (senx)  — 
(m  —  1  )f  dx(senx)w  ,  c  quindi 

(A)  fdx(senx)m  =  —  ^(senx)""1  cos  x  h-  -^i  x 

/ dx(senx)1"  così  l'integrazione  dì  dx(senx)m  è  ri- 
dotta a  quella  di  una  formula,  nella  quale  senx  b  elevato  ad 
una  potenza  inferiore  di  due  unità . 

Poniamo  nell'equazione  (A)  m  —  a  invece  di  m ,  ed  a- 
vremo 

(B)  fdx(senx)n~*  =  -—  — ~(senx)"'~3cosx  H- 

nella  stessa  guisa  si  troverà 

(C)  fdx(senx)m~A  =  —       (  senx  )w~~5  cosx  h- 

fdx(senx)m~6  =  —        (  se/z  a:  )"   7  cos x 

ec. 

Tom.  IL  P  p 
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Se  m  è  un  numero  intiero  e  positivo,  giungeremo  in  fine 
alla  formula  fdx  =  x,  quando  esso  è  un  numero  pari  ;  ed  al- 
la fòrmula  fdxsenx  —  —  coso:  quando  m  è  impari . 

In  ambedue  questi  casi  sostituendo  l'equazioni  ec.  (C), 
(B),(A)  una  nell'altra,  troveremo 

fdx(senxf  =  C  —  ^  {(senxf~l  h-  ^I(senxf~5  Hr 


(  flV  — 2)1»» 


(  m  -  l  )  (  m  -  3  T  (  m  —  5  } . . . .  3  ì         (  w  -  1  )(  w  —  3  )  (  ot  —  5>,. .  3  £ 

\m  —  a)  (»«  —  4)(w  —  é)  —  2       '/       ( w - 2)(>«  —  4) l *»  —  6).. .a  * 

per  il  caso  dr  ///  pari  ,  e  per  quello  di  m  dispari 
fdx{scnxf  =  C  —  ~~  {{senxf~l      ^(*?**f  ~3-f« 
(w-.l(OT-3) , sen x  y - s     t  p  _  ( «rllI^-3l(^5L^\ . 

lm  —  3)(w  —  4)V  '  (w  —  2)(w  —  4)(«»-6)...l> 

Per  integrare  la  seconda  formula  dx(cosxf  %  facciamo  x  == 
oó*°  —  ^  >  ed  avremo 

/Yfo ( cos x )m  =  _ /ty  ( «enjr )*  =  —  C ^  { ( seny f  ~ 1 H- 

»  —  2V        ^  '  (m_2)l»M  — 4)(w  — 6)....a  y-' 


AB  —  I 


(  «  -  2  )  1  «i  —  4  )  (  m  -  6  ) . .  .  .  2  J  tu     U  wo  / 

f"~i  (CQSxf-*  H-  H-  J^l^W-3J-.Jc05a;}  - 

(*  — 2)(w-4)....a  -> 

qnando  m  è  pari .  Potremo  egualmente  trovare  l' integrale  di 
dx(cosx)'" ,  quando  m  è  dispari.  Osserviamo  che  l'ultimo  ter- 
a:ine  —  ^.~^J?^^K^jj  (  900  —  x  ) ,  si  può  anche  ridurre  ad 
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t»TLlH_?-3)- x    considerando  la  quantità  —  

-3)  3     .  come  contenuta  entr0  ja  cogtjintc 

(  w  —  a)(«  —  4)  *  7 

traria  C. 

Facciamo  ora  n  =  o  ,  i ,  a  ,  3 ,  4  ce. ,  è  le  formule  rape- 
riori  ci  danno 

/t£ a:  (  sèn  x  Y  =  x 

fdx  (  &e/2  x  )  =  —  cos  x 

fdx  (  sen  x)*  =  —  -1  se/z  a? .  cos  a;  -i-  * 

fdx  (sen  x)1  =  —  i-  (  se/i  x  y  .  cos  a?  —  ~ cos  x 

3  3 

fdx  (senxy  =  —  j(  sen  x  )'  .cosx  —  ^senx  .  cos  x 
l^Jx 

ec.  ec. 
fdx  (  cos  a:  )°  =  a? 

fdx  (  cos  x)  =  se/i  a? 

(  cos  a?  y  =  -i-  se/2  a?  cos  x  h-  a; 

/c£r  (  cos  a?  )'  =  —  sen  x  (  cos  a?  )*  -f-  —  sen  x 

fdx  {cos  x)4  =  ~  sen  x  (cos  a?  V  -+  z^sen  x  cos  x  y~$-x 
ec.      ec.  ec. 

La  differenziale  dx  (sen  x)m  (cos  a?)"  può  ancor  essa  in- 
tegrarsi :  infatti  si  ha 
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fdx  (  sen  x  )m  (  cos  x  )"  =  /(  cos  x)"~ 1  dx  (senx)m  cos  x  = 
— ^7  (coso?)       ^^.J.fdx(senx)m  x 

(cos*)  =  __L_(se7ix)  (cosx)  -f  ~X 
/ dx  (  se/*  x  )  (cosx)       (i  —  (  cos  x  )*  ) ,  e  quindi 


fdx  (  se/2  x  )"' .  (  cos  x  )*  =         (  sen  x  )m    1  (  cos  x  ) 
/cZx  (  sc/2  oc  )w  (  cos  x  )*~a 


n  —  I 


e  così  T  integrazione  di  quella  differenziale  è  ridotta  ad  un'  al- 
tra »  nella  quale  il  coseno  è  elevato  ad  mia  potenza  minore  di 
due  unità .  Se  continueremo  pertanto  questa  riduzione  ,  giunge- 
remo ad  una  formula  nella  quale  (  noi  supponiamo  m  ed  n 
numeri  intieri  e  positivi  )  cosx  mancherà  affatto ,  o  vi  sarà  e- 

levato  alla  prima  potenza  >  giungeremo  cioè  2.  fdx  (sen  x)  , 

ovvero  fdx  (sen  x)m  cosx  =        (  sen  x       1 . 

Potremo  anche  avere  una  formula  generale  che  esprima  il 
ricercato  integrale ,  e  questa  si  vedrà  senza  gran  difficoltà  che  è 

fdx(senx)  (cosx)  =  ~^(senx)      (cosx)       h-  .  .  .  . 


(  M-f»)  (  ffl  ■+»  — 2  J  (  f»      3)  V  J 

t  Ul- OJ *~A  -fdx(senx)m  G 

per  n  pari;  e 

f  dx  (sen  x)m  (cosx)*  =        (se/ix  )*""*"'  (cosx)"  ' 
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(«»-+»)  («-*-«  —  2)  (  m-+-3)  fl»-»-l 

per  n  dispari. 

Rapporto  a  ciò  che  abbiam  detto  ,  e  a  qnel  che  siamo  per 
dire ,  si  osservi  che  se  le  formule  differenziali  invece  di  con- 
tenere dx ,  sen  x  e  cos  x  >  contenessero  d<p  ,  sen  p  e  cos  <p  » 
essendo  p  una  qualunque  fanzione  di  x,  i  loro  integrali  sareb- 
bero espressi  dalle  stesse  formule  trovate  ,  purché  ponessimo 
sen  <p  ,  cos  <p  invece  di  sen  x  ,  cos  x  ,  e  <p  invece  di  x  . 

§.  112  II  Celebre  Eulero,  cui  si  debbono  le  dottrine  spie- 
gate al  §.  antecedente,  e  gli  altri  Geometri  dopo  lui ,  non  trat- 
tarono mai  Y  integrazione  di  formule ,  le  quali  contenessero  la 
variabile  sotto  forma  algebraica  e  trascendente  insieme ,  finché 
il  Geometra  Mascheroni  ueir  Annotazioni  al  Calcolo  Integrale 
di  Eulero ,  che  sono  veramente  degne  dell'  Opera ,  cui  appar- 
tengono ,  ci  dette  V  integrazione  di  queste  due  formule 

x*dxsenx,  x'dxcosx  per  tutti  i  valori,  tanto  intieri  positi- 
vi, che  intieri  negativi  di  /z,  insieme  a  molte  altre  interessan- 
tissime ricerche  sopra  gì'  integrali  delle  formule  stesse . 

Ci  limiteremo  alle  semplici  integrazioni  nei  casi  considera- 
ti da  Mascheroni ,  rimandando  i  nostri  Lettori  all'  Opera  cita- 
ta ,  quando  bramino  estensione  maggiore  in  queste  ricerche  . 
Supponendo  primieramente  n  positivo  ed  intiero ,  abbiamo 

fx  dx  sen  x  =  —  x"  cos  x  h-  f nx"  ~  '  dx  cos  x 

$$  $$  f$  — *  | 

fx  dx  cos  x  =  x  sen  x  —  f nx      dx  sen  x ,  e  quindi 

f x*  dx  sen  x  —  —  x*  cos  x  -+>  nx*    1  sen  x  — -  n{n  —  i)X 

fx     '  dx  sen  x  : 

ponendo  in  qnest'  equazione  n  —  1  invece  di  n  ,  facendo  le 
successive  sostituzioni ,  avremo 

fx*  dxsenx—  —  x*  cos  x  -+  nx*"1  senx  -+  n{n  -  i)*"~"9X 
cos  x  —  n(n  —  1  )  (n  —  2)x*  3  sen  x  -t-  <  e  -}-  C , 
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la  qual  serie  è  composta  di  un  numero  finito  di  termini .  Nella 
stessa  maniera  troveremo 

fx"dx  cosx  =  x"senx  -f-  nx"1  cos  x  —  n  (  n  —  i  )»"~2  X 

sen  x  —  «  (  n  —  i  )  (  n  —  a  )x"  ~3  cos  x  •+  ee  -f.  C  : 

la  determinazione  delle  costanti ,  affinchè  gli  integrali  svanisca- 
no quando  a?  =  o ,  non  ha  difficoltà  veruna . 

Supponendo  n  negativo  ed  intiero ,  le  due  serie  trovate  van- 
no all'  infinito  :  allora  possiamo  più  speditamente  aver  l*  integra- 
le di  x*  dx  sen.  x ,  e  di  x"  dx  cos  x ,  ponendo  invece  di  sen  x 
e  di  cos  x  le  serie  respettive .  Si  ha  così 

v    *         '      *"        ^  '      a.  3*"    1      a.34-5*"-'  / 

p        _|_         I  T  t  I   I  


x    n  rdxtotx          p  i  r  i        _  i  i 


X 


Nella  formula  (  i  )  quando  «  è  un  numero  pari ,  e  nel- 
la (  a  )  quando  esso  è  impari  >  comparisce  il  termine  infinito 

 l—,         j  allora  invece  di  esso ,  il  quale  nasce  dall' 

02.3.4  —  (»  —  »  )  ■ 

integrazione  di  /  —  .   1—  ,  sostituiremo  il  termine 

x     a.  3 . 4 . ...(»  —  t  ) 

 ~T  \lx- 

2.3.4  (*  —  '  ) 

Le  costanti  poi  si  determinano  facilmente  nella  supposizio- 
ne che  gli  integrali  debbano  svanire  quando  x  =  1  -  Per  la  de- 
terminazione delle  costanti  in  altre  ipotesi,  vedansi  le  annotazio- 
ni citate  . 

Possono  ancora  ottenersi  gli  integrali  delle  due  differenziali 

fi  ma  n 

x  (  sen  x  )  d x ,  x  (  cos  x  )  dx  :  infatti  per  mezzo  dell'  inte- 
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grazione  per  parti  si  possono  far  questi  dipendere  dall'  integra- 
zione di  termini  di  questa  forma  dx  (  seri  x  )'  (cos  x)k ,  i  quali 

sappiamo  integrare.  Imperciocché  facendo  f(senx)mdx  =  p, 
f pdx  =  q  ec. ,  si  ha 

x  (  sen.  x)  dx  =  x  p  —  nfx      pax  =  x  p  —  nx      q  — H 

n(n  —  \)fx*~*qdx  =  ec.  =  x"p —  nx"    '  q  H-  — f* 

71(72  —  1)  2.  1  fVdxt  e  nell'  integrare  pdx,qdx  ec  , 

^cfcc  non  incontransi  che  termini  della  formula  Adx  (sen  x)'x 
(  cos  x)k  y  essendo  A  un  coefficiente  costante  .  Per  esempio 
fx%  dx(  sen.  x  )*  =  x*p  —  f2xdx  .p  ,  essendo  p  =/" dxsenx"  : 

ora  /dx  s<?tz  a?1  =  *-"n*e«JL  ;  dunque 

/Vd*  sen  x1  =  *'  {  —  }  -  fxdx  {x-senxcosx}^ 

~  —  **  "*  *£!'JL  -{.fxdx  cos  x  sen.  x  :  ma  si  trova 

fxdx  cos  xsenx  =  -  /!2L^fE  =  if^f!  h-  — 

i;  dunque  il  ricercato  integrale  sarà 

^  6  a  344 

§  113  Andiamo  a  trattare  dell'integrazione  di  quelle  for- 
mule nelle  quali  i  seni  e  coseni  sono  elevati  a  potenze  ne- 
gative . 

Le  più  semplici  di  queste  formule  sono 

,  —  ,  -  * cos  x-  ,  dx——  :  per  la  prima  se  noi  facciamo  cos  x  = 

itn  x     t*t  x       $tn  x         cosx       *  * 

y ,  ed  osserviamo  cùe 
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=  **±™  =  =  -         ,  avremo 

senx        {seax}*        l—(cotx)%  l—  y* 

fJ^L  =  —  fJP-  =  -i/L^,e  quindi 

J  senx  J  l-jr» 

/J*-  =  ■ — ■  —  l 

J    tea  r  1 


teax  J  l—y 

dx  l_  £  I  ~Jr  COI  X 

senx  a      i  —  e os  x  * 

Per  la  seconda ,  fatto  sen  x  —y  ,  si  ha 


/      =  —  Z  L±>  =  -L  2  :  gr  integrali  poi  della  terza  e 

J  cosx        a      1—  y        a      l—tenx     °  °  * 

della  quarta  dipendono  manifestamente  dai  logaritmi  9  e  si  ha 
fi!^*  ^Isenx  =  r-  dx-  =/dx  cot  x 

J     senx  J  taugx  * 

=  —  Icosx  =  fdx  tangx. 
Questi  due  ultimi  integrali  ci  danno 
f'JL'HJL  ^  filili  =  /*£*£*Lr»-.!?*»l>  =f—±x—  =  l  sen  x  - 

J     senx         J     cos  x        J  sen  x.cot  x  J  xosxuxx 

l  cos  x  =  l  t-^-  —  Itang  x . 


cos  X 


Agli  integrali  delle  due  prime  formule  può  darsi  altra  for- 
ma,  cioè 

f**-=  —  Ll  I±£!L?  =  l         <"_£_)  _  i0„  tanSLx 
J  sc»x  a     x—tosx  V(  °        °  a 

/      =  -L  Z  x-±^  =  l  Ì£  +  ™Jiì  =  l  tang  (  45°  «+  -  *  )  • 

J  cosx        a      \  —  se*x  </{l—jenx)  O  \  10  2  ' 

Per  integrare  i^ll'JL*!!  ,  osserviamo  che  ÌLfJ^J!  =  .  .  . 

*  rw  x  cos  x 

'  "cosi  '      sen  x  '  cd  avremo  »  integrando  per  parti 
fÙL'^Jl  =  -(senx  f~l  h-  / cosx.  d(^-^)  = 

*  COi  X  %  '  •'  V        f  * /  * 

»wd  oW 

------  ,  c  quindi 
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(  -  )  •  •  •  r^- = -  ^  (  **  *  '  -+/^-- 

Se  in  qucst'  ultima  equazione  poniamo  ^  —  2  invece  di  m , 
avremo 

(2)...  .f^Sl'^—  =  1_  (scn  x  f~3  h-/^"^—  , 

e  sostituendo  V  equazione  (  2  )  nella  (  1  ) ,  il  ricercato  integrale 
dipenderà  allora  dalla  formula  /— :  continuando  lo  stes- 
so ragionamento  è  facile  vedere  che  quando  m  sarà  impari ,  si 
avrà 

—  =  1  actt  * 


/■^l""^  =  '—(senxf    '  -  _I_  (  sen  x  f  3  - 


i-  se/z  x*  —  l  cos  x  ;  e  quando  m  è  pari , 

rdxUenx^   J  ?   —  J_  sen.  X  -f 

J       tosx  m  —  1        «w—  3  1 

Se  poniamo  y  =  90*  —  a:,  avremo  ancora  il  nalorc  di 

Al  §•  antecedente  noi  abbiamo  fatta  questa  riduzione 
fdx  (  $e/z  x)  (cos  x)   =         (  sevi  a;  )       (  cos  x  )  H- 

fdx  (  se/2  re  )*(  cosx)*~2:  poniamo  in  essa  —  n  in- 
vece di  n>  ed  avremo 

r{xij?**_r  „  _i_  U»*)""4'1  _  »_-<-_L  r <!*{>'**)'  ^  cui  può 
•/   (  coi  x  ]i*       „_.-(fMjrr-,i  «--y(fMjr)-^- 

dedursi  (  ponendo  n  —  3  invece  di  n  ) 
7ù/7z.  //.  Q  q 
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Qucst'  ultima  equazione  ci  darà 

r-dx(tenx)"        _J__   ,       »  —  w  - 3        (ffas)  ^ 


(»  —  wi  —  3)(«  —  w—  4  )....(  2—  mr)  /*»*  


(»-t)l«-3)(--5)  « 

(jLr^__^ì( .  _  >^4)^M^/c£x  (  sen.  x  )w,  per  il  caso  di 

(  w     l  )  l  "  — "  3  )  •  ■  •  •  i 

ri  pari  ;  e  quando  è  dispari 

'   u«*r       w-l'(rw,)w-1      l— Ol«-3)'(cMJr)— 3 

(w  —  r»  —  2Ì(»  —  w— 4)  ^3--*")    (  "»  *  )m  "*  *    ,  . 


•  dx  ttn  xm 
coi  x 


(ff-w-g)(w-w  — 4)  («-w)  /-< 

Facciamo  in  queste  due  equazioni  m  =  —  i  ,  e  s*  avrà 
/•    '  !  . 

f«*UMjr)"       «-l'Irti*)1'-'        »-3  'iw*)'-' 

_J  i-  /*— v-  quando     è  pari  ;  e  quando  è  dispari 


r  dx  =     I  I   ,  I__  t_  

•>  stnx^ftxY  (rM*)"-"7  ^"  »-3  '  (ffw*)"~  1 

dx 


jl  .        H-  r  _ . 

a  '  (rt/.v)1        ^  «»*rt** 

Nelle  medesime  equazioni  poniamo  —  m  invece  di  m  ,  ed 
avremo  per  n  pari 
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SO? 


 !  .    (m-t-m  —  a) (n^rm  —  j)  (z-t-mì  v 

 l  -2)(»-+  w-4)  «  /*  .  _ 

«  ìmpari 

/*   =  __L_  L  »_i  !L±fL-Z_9_v 

J  inaxrwgi'         m-l    (     *  J"  ~  1         l»— *)C«  — 3) 

 1  .  .  (b-hw  —  a)f«-4-»~ 4)  (3-t-w) x , 

(#<»*)•-•(«/*/-»  *** (•-ij(«-3)....a  — 

 I  .   (»H-«  — w  — 4)  (i-i-m)  r-  dx 

<i«*)--'U«*)*  l»-l)l»-3)  a  J  (stnx)mco*x* 

U  integrale  f— ^  xd*eQ—  &  conosciuto ,  poiché  facendo  a?  = 
90°  —y  >  si  ha  /,  ^  =  —  /  f*-—  ,  della  quale  ab- 

y  J  7         ~  J  (st»xyco$x  J  st»y{ctsy)ml  ^ 

biamo  qui  sopra  trovato  il  valore. 

L'  integrale  poi  di  >  il  quale  dipende  dall'  integra- 

le di  si  ha  dalla  formula  data  per  faCen- 

dovi  7/1  =  0,  e  cangiando  «  in  m . 

Daremo  una  più  estesa  Teorìa  dell'  integrazione  delle  fun- 
zioni nel  Cap°.  V  ,  ed  ora  termineremo  il  presente  con  parla- 
re dei  differenziali  d'  ordine  negativo  o  fratto . 

§  114.  L'espressione  (jl)dx  ,  ovvero  d*y  significa,  co- 
me si  sa  ,  il  differenziale  n'um*  della  funzione  y .  Finché  n  è 
un  numero  intiero  e  positivo ,  si  concepisce  bene ,  che  ripetendo 
n  volte  la  differenziazione ,  giungeremo  ad  un  risultato ,  il  qua- 
le simbolicamente  è  rappresentato  da  dy  \  ma  se  n  è  un  nume- 
ro negativo  o  fratto ,  cosa  significherà  quell'  espressione  diffe- 
renziale ? 

Essendo  hi  differenziale  d  y  una  quantità  derivata  da  y  rcr 
mezzo  di  un  numero  n  d'  operazioni  di  derivazione  (  che  nel 
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nostro  caso  è  la  differenziazione  ),  1'  espressione  d~'y  ci  indi- 
cherà, secondo  ciò  che  abbiam  detto  al  §.  6.  dei  Principi  d'A- 
nalisi Derivata,  una  tal  quantità,  che  eseguirà  sopra  di  essa  l'o- 
perazione voluta  dalla  legge  di  derivazione,  si  ottenga  y:  egual- 
 <j 

mente  d  y  ci  indicherà  quella  qnantirà  sopra  la  quale  ripe- 
tuta due  volte  la  stessa  operazione ,  si  ottenga  y ,  e  così  di  se- 
guito . 

Ora  queste  proprietà  che  debbono  avere  le  differenziali  ad 
indici  negativi ,  sono  appunto  quelle  che  stabiliscono  il  signifi- 
cato delle  espressioni  simboliche  fydx ,  flydx  ec.  ;  dunijue  a- 

vremo  d    *y  =  fydx ,  d   *y  =  frydx*  ec  ,  ed  in  generale 

d     y  =  f'ydx"  „  I  differenziali,  cioè,  d'ordine  negativo, 
sono  la  stessa  cosa  che  gì'  integrali  dello  stesso  ordine ,  ma 

„  positivo,  e  viceversa  „  L'espressione  pertanto  d*~myy  ci 

rappresenta  uu  differenziale  se  n>  m  >  un  integrale  se  n  <  m  i 
e  rappresenterà  la  medesima  y  se  n  —  m  . 

Rapporto  agli  ordini  frazionar) ,  io  osservo  che  1*  opera- 
zione di  differenziazione  per  la  quale  si  ottengono  le  derivate 
o  differenziali,  non  può  concepirsi  divisibile  in  porzioni,  e  rc- 
pngna  alla  natura  di  quella  legge  di  derivazione  il  potersi  fa- 
re una  sola  operazione  di  differenziazione  in  più  volte  :  per  e- 
sempio  1'  operazione  che  ci  fa  dedurre  dy  da  y  ,  non  si  può 
fare  in  due  volte  facendo  una  metà  d'  operazione  per  volta  ;  le 
differenziali  dunque  ad  indici  fritti ,  le  quali ,  come  abbiam 
detto  ai  §§.  7,8  dei  Prin.  ec. ,  rappresentano  risultati  ottenuti 
facendo  un  numero  fratto  d'  operazioni  di  differenziazione  so- 
pra y  1  sono  quantità  che  non  possono  esistere  in  natura ,  e  pcr- 

ciò  immaginarie:  dunque  d  y ,  ed  in  generale  d*  y-,  sono  quan- 
tità immaginarie  ;  e  di  qui  si  concluderà  che  nella  serie  dei  dif- 
ferenziali 

ec  ,  d~*y,  d~V>^>  dy  ,  cfy ,  dry ,  ec. 
non  possono  interpolarsi  dei  termini  tra  due  consecutivi  di  essa. 
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Se  le  differenziali  ed  integrali  ad  indice  negativo  sono  co- 
me abbiam  dimostrato,  quantità  immaginarie  ,  un  problema  ,  il 
quale  dipenda  da  un  siffatto  differenziale  o  integrale,  deve  con- 
siderarsi come  impossibile ,  e  ciò  che  vi  si  ricerca ,  tome  una 
quantità ,  la  qnale  non  può  esistere  in  natura . 

Si  cerchi  infatti  la  probabilità  P  che  tra  un  numero  m  di 
palle  estratte  da  un  egual  numero  di  urne  (  levandone  una  da 
ciascun' urna  )  si  trovino  m  —  n  palle  bianche,  ed  n  palle  ros- 
se, supponendo  che  in  ogni  urna  siano  x  palle  bianche,  ed  y 
rosse ,  e  troveremo 

P  =  y-  md\xa). 

Essendo  sci  le  urne,  quattro  le  palle  rosse,  e  due  le  bian- 
che ,  le  quali  debbono  trovarsi  tra  le  palle  estratte ,  avremo 

P  =  £  ^d*(x6)  =  r^r* :  e  se  Sl  dimandasse  la  pro- 

Labilità  che  tra  le  sei  palle  estrattc  so  ne  trovino  3-L  rosse,  e 
2  ~  bianche  ,  avremmo  n  =  3-i,  e  quindi 

P  =  ^73T...3i(jg.+  j)«  d  J(X<S):  quest'espressione  contenendo  li- 
na derivata  ad  indice  fratto  è  nna  quantità  immaginaria,  e  ci 
dice  che  la  ricerca  è  impossibile  a  soddisfarsi  :  si  vede  anche 
a  priori  che  la  cosa  debb'  esser  così ,  poiché  estraendo  da  cia- 
scun' urna  una  palla ,  tra  il  numero  delle  palle  estratte  che  so- 
no o  rosse  o  bianche,  è  impossibile  che  se  ne  trovino  ai-  del- 

le  rosse ,  e  ai  bianche  >  non  potendo  questi  numeri  esser  che 
intieri . 


3io 
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Principi  Generali  per  V  Integrazione 
dell*  Equazioni . 


u. 


§•  115.  U  N' equazione  tra  *  , y ,  (^)>(^) 
(g)  si  dice,  come  abbiam  veduto  al  (  j.  aa),  un»  equazione 
differenziale  dell'  ordine  72"""' ,  poiché  essa  contiene  le  funzio- 
ni differenziali  di  questo  ordine  medesimo. 

Egualmente  abbiamo  veduto  che  se  è  data  un'  equazione 
F  =  o  fra  due  variabili  x,y,  sussistono  ed  hanno  luogo  con 
essa  le  sue  equazioni  differenziali  ;  onde  rappresentando  per  dF, 
d'F ,  d'F  ec. ,  le  differeuziali  successive  dui  primo  membro  ai 
quest'equazione,  avremo  questo  sistema  d'equazioni  simultanee 

P  =  o,  dF  =  o  ,  d'F  =  o  ,  d;F  =  o  ,  d*F  =  o  ec. , 

Ora  r  equazione  F  =  o ,  cui  d'  ora  in  avanti  daremo  il 
nome  d'  equazione  primitiva  ,  considerata  rapporto  alle  diflercn- 
ziali  da  essa  dedotte,  ha  dei  nomi  particolari  .  Riguardo  alla 
dF  —  o  ,  chiamasi  integrale  primo  o  del  primo  ordine,  per- 
chè per  mezzo  di  una  differenziazione  «ola,  a  quella  si  ginn- 
gè:  riguardo  alla  d  F  =  o,  chiamasi  integrale  secondo  o  del 
secondo  ordine  ,  perchè  per  mezzo  di  due  differenziazioni  si 

giunge  a  d'F  =  o  :  in  generale  riguardo  alla  d"F  =  oì  chia- 
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masi  integrale  n%m°  o  dell*  ne,im°  ordine ,  perchè  convicn  fa- 

re  un  numero  n  di  differenziazioni  per  ottenere  d  F  =  o . 

Egualmente  1'  equazione  dF  =  o  che  è  essa  medesima  dif- 
ferenziale del  primo  ordine ,  dicesi  V  integrale  primo ,  secon- 
do ,  terzo  ec.,  dell'  equazione  dlF  =  o  ,  <i5F  =  o  ,  d4F  =  o 
ec. ,  perchè  si  passa  da  essa  ad  una  di  queste  per  mezzo  di 
una,  due  o  tre  differenziazioni  ec.  :  così  l'equazione  <£iF  =  o, 
differenziale  del  secondo  ordine,  si  dice  V  integrale  primo,  se- 
condo ,  terzo  ec.  dell'  equazione  t£JF  =  o ,  c£4F  =  o ,  aVF  =  o 

ce,  per  la  stessa  ragione;  ed  in  generale  l'equazione  d  F=o, 
che  è  essa  medesima  un'  equazione  differenziale  dell'  ordine 

in'"'"0 ,  si  dice  V  integrale  l",,mo  o  delV  ordine  \tumo  dell'  e- 

tu  -+•  l 

quazione  d  F  =  o ,  perchè  convien  fare  l  differenziazio- 
ni per  giungere  a  qncst'  ultima  equazione .  Così  per  esempio 
1'  equazione  differenziale  del  terzo  ordine 

•+  (4»  ■+  W*)  (£)  «+  »*(#)  ■+  6ay  (£)'  =  o . 
ha  ppr  integrale  del  secondo  órdine 

)  "+  ay*  ^  °  »  poiché  da  quest'  ultima  equazione  per  mez- 

zo  di  due  differenziazioni ,  si  giunge  alla  prima  . 

Ma  si  dà  ancora  un  senso  più  esteso  a  queste  denomina- 
zioni ,  e  si  chiama  integrale  primo  di  una  equazione  differen- 


ziale qualunque  dell'  ordine  /z"""",  cioè  di  un'equazione  P  ==  o 
tra  x,y>   (£>),  un'altra  equazione 

differenziale  Q  =  o  dell'  ordine  (  n  —  i  )"ma,  cioè  tra  x  >y  , 
 da]la  9.uale>  in  q^lunque  ma- 
niera siasi ,  P  =  o  possa  considerarsi  dedotto  :  si  chiama  inte- 
grale secondo  della  stessa  equazione  P  =  o ,  un'  altra  equa- 
zione differenziale  L  =  o  dell'  ordine  (  n  —  i  )'""' ,  cioè  tra 
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x>y>  {£) »(^.)»  dalla  ^nale  ÌQ  quaiuti- 

que  maniera  siasi,  possa  considerarsi  dedotta  l'equazione  P  =  o; 

ed  in  generale  chiamasi  integrale  m""**  di  una  equazione  dif- 
ferenziale dell'  ordine  n  ,  P  =  o  ,  un'  altra  equazione  differen- 
ziale N  =  o  dell'  ordine  n  —  m ,  (  ovvero  inferiore  di  un  nu- 
mero in  d*  uuità  a  quello  di  P  =  o  ) ,  cioè  un  altra  equazio- 
ne tra  x,y>   (£5)'  dalla  9uale  Possa 

risultare  in  una  maniera  qualunque  P  =  o  . 

E  qui  avvertiremo  che  un'  equazione  differenziale  P  =  o 

dell'  ordine  n"m  può  risultare  da  un'  equazione  differenziale 
Q  =  o  dell'  ordine  n  —  m  inferiore  di  m  unità  ,  combinando 
in  una  maniera  qualunque  le  m  equazioni  che  s'  ottengono  dal- 
la Q  =  o  per  mezzo  di  m  differenziazioni  eseguite  o  sopra  di 
essa  ed  i  suoi  successivi  differenziali  >  ovvero  sopra  di  essa  e  so- 
pra combinazioni  qualunque  di  questi  differenziali  medesimi;  im- 
perocché abbiamo  dimostrato  (  §  21  )  che  sussistendo  un'  equa- 
zione qualunque  ,  non  solo  hanno  luogo  e  sussistono  i  di  lei 
differenziali  esatti ,  ma  ancora  le  combinazioni  fatte  in  qualun- 
que modo  dei  differenziali  stessi ~ 

§.  116.  Data  dunque  un'equazione  P  =  o,  differenziale 

del  primo  ordine,  cioè  in  x  ,y  e  (~)>  per  ritrovare  il  di  lei 

integrale  di  primo  ordine,  che  in  questo  caso  è  l'equazione  pri- 
mitiva ,  conviene  cercare  un'  equazione  Q  =  o  in  x  ed  y.y  ta- 
le che  combinata  essa  in  una  maniera  qualunque  con  la  sua  dif- 
ferenziale <i(ì  =  o,  possa  ottenersi  la  proposta  P  =  o;  ed  in 

generale  per  ritrovare  l'integrale  n*"*0  di  un'  equazione  diffe- 
renziale P  =  o  dell'  ordine  (  m  -h  n  )"'"" ,  conviene  cercare 

un'  equazione  -differenziale  dell'ordine  m""" ,  tale  che  combina- 
ta essa  in  qualunque  modo  con  i  suoi  ri  differenziali  successivi, 
conduca  all'  equazione  P  =  o 

Come  nel  Calcolo  Differenziale  di  tntre  le  combinazioni 
che  possono  farsi  con  un  numero  n  d'  equazioni  differenziali 
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successive  ,  non  abbiatn  considerate  che  quelle  le  quali  servono 
all'  eliminazione  di  un  numero  n  di  costanti  (  §.  22  );  così  nel 
Calcolo  Integrale ,  le  equazioni  differenziali  sono  considerate  co- 
me il  risultato  dell'  eliminazione  delle  costanti  dalle  loro  equa- 
zioni integrali,  che  voglionsi  trovare  (a);  per  questo  integra- 
re un*  equazione  P  =  o  differenziale  del  primo  ordine  ,  si- 
gnifica trovare  un'  equazione  Q  =  o  in  x  ed  y ,  tale  che  eli- 
minando per  mezzo  di  essa  e  della  sua  differenziale  dQ  =  o  , 
una  costante ,  si  giunga  ad  avere  P  =  o  *  ed  in  generale  trova- 
re V  integrale  n*m°  di  un*  equazione  differenziale  dell'  or^ 
dine  (  m  h-  n  )*$UB<\,  significa  trovare  un*  equazione  Q      o , 

differenziale  dell'  ordine  m",n*°,  tale  che  eliminando  per  mez- 
zo di  essa  e  dei  suoi  differenziali 

a 

dQ  =  o  ,  cTQ  =  o ,,  d  Q  =  o  ,  un  numero  n  di  co- 
stanti, s'ottenga  la  data  P  =  o.  Così  Y integrale  secondo  dell'e- 
quazione del  secondo  ordine 

• 

y  =      -  **(%r  -  *>(■£?) .  * 

y*  =  ax*  H-  bx ,  poiché  eliminando  a ,  b  per  mezzo  di  esso  « 
dei  suoi  differenziali 

2.y  (£)  =  2ax  6>  *y($)  a(^)'  =  2rt>  si  gioDge  a  quel- 
la equazione  differenziale  medesima . 

Gli  integrali  dunqne  debbono  contenere  delle  costanti  di 
più  delle  equazioni  differenziali ,  e  siccome  non  essendovi  alen- 
ila traccia  di  queste  costanti  nell'  equazioni  differenziali ,  niente 

Tom.  Il  R  r 


(a)  Confesso  che  in  questa  guisa  «t  limita -la  generalità  della  ricerca 
degli  integrali ,  poiché  data  un*  equazione  differenziale  ,  se  ne  diminuisce 
in  qualche  modo  la  generalità»  considerandola  portata  dalla  particolare  com- 
binazione dell'  eliminazione  delle  costanti . 
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e  pronunziato  sopra  di  esse  r  perciò  posson  queste  ricevere  fur- 
ti i  valori  che  ci  piace  di  dar  loro  *  e  si  chiamano  iu  conse- 
guenza arbitrarie . 

Un  integrale  dell*  ordine  nettm°  dovrà  pertanto  contenere 
un  numero  n  di  costanti  arbitrarie  ;  se  poi  alcune  di  queste  co- 
stanti si  fanno  nulle,  o  si  datino  loro  dei  valori  particolari,  quell'e- 
quazione integrale  prende  allora  il  nome  d  Integrale  Partico- 
lare ,  e  riceve  il  nome  d'  Integrale  Completar  se  lasciamo  in- 
determinate ed  al  nostro  arbitrio  quelle  costanti . 

Quando  1'  ordine  dell'  integrale  è  eguale  all'  ordine  dell'  e- 
quazione  differenziale  proposta  r  allora  siccome  quest'  integrale 
non  contiene  che  x,y  e  le  costanti  ,  chiamasi  Integrale  Finito- 
(  nome  improprio  ma  ricevuto  )  ovvero  Equazione  Primiti- 
va.  Così  l'integrale  terzo  di  un'equazione  1*  — o,  differenzia- 
le  del  terzo  ordine  ,  è  un'  equazione  (%)  =  o  in  x  -,y  r  e  tre  co- 
stanti arbitrarie  a,  6,  cv  e  qnesta  è  1'  equazione  primitiva  in  a* 
ed  y ,  ovvero  1'  integrale  finito  completo  di  P  =  o  . 

Avendo  poi  dimostrato  al  §.  23  che  un*  equazione  diffe- 
renziale dell'  ordine  nm9  può  esser  dedotta  da  un  numero  n 

di  diverse  equazioni  ditTérenziali  dell'  ordine  (n —  1)  ,  con- 
tenendo ciascuna  una  costante  indeterminata  di  più ,  ne  segue 

che  un'  equazione  differenziale  dell'  ordine  n"""  ha  un  numero 
n  di  integrali  primi  completi  0  dell'  ordine  differenziale  n  —  t 
immediatamente  inferiore,  da  ciascuno  dei  quali  può  ottenersi  la 
sressa  equazione  differenziale  per  mezzo  dell'  eliminazione  della 
costante  arbitraria,  che  esso  contiene.  11  Geometra  M.  Fontaine 
è  il  primo  che  ha  fatto  questa  osservazione;  e  siccome  tutti  que- 
sti integrali  appartengono  alla  stessa  relazione  di  variabili ,  cost 
eliminando  per  mezzo  di  essi  (  quando  con  alcun  artifizio  si 

giunga  a  ritrovarli  )  le  quantità  (£),(£?),  s'a- 

vra  un'  equazione  tra  x,y  ed  un  numero  n  di  costanti  arbi- 
trarie ,  la  quale  sarà  1'  integrale  finito  completo  della  proposta 
equazione  differenziale . 

§.  117.  Un*  equazione  V  =  o  fra  x ,  y  e  (  -y  ) ,  I  a  per  in- 
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regnile  completo  mi*  altra  equazione  in  x>y  ed  una  .costante 
arbitraria.:  sia  la  forma  di  questo  int.egra.le  <p{x  ,y ,  a)  1= 
ovvero  p  =  o,  indicando  per  p  una  l'unzione  determinata  -di 
x,y  ed  a.  Allorché  si  .danno  dei  valori  particolari  ad  a,  si 
hanno  come  abbiaui  .detto  ,  altrettanti  integrali  particolari  di  quel- 
la equazione  differenziale  V  =  o  ;  cosi  potendo  dare  ad  a  in- 
finiti valori ,  s'  avranno  infinite  gelazioni  particolari  che  soddi- 
sfaranno alla  proposta .  Per  quanto  però  tutte  queste  relazioni 
possano  essere  diverse ,  pure  esse  dipendono  ,da  una  supposizio- 
ne comnne ,  cioè  che  i  valori  particolari  di  a ,  da  cui  risulta- 
no ,  .siano  .costanti . 

Ora  è  facile  concepire  che  se  si  facesse  a  variabile ,  o  fun- 
zione di  a;  e  di  y ,  ma  nello  stesso  tempo  questa  funzione  fosse 
tale,  che  nel  differenziare  p=,o,  i  termini  che  la  variabilità 
di  a  introduce  ,  da  se  medesimi  si  annullassero  ,  allora  il  risul- 
tato dell'  eliminazione  di  a  fra  le  due  .equazioni  <p  =  o,  dp-=  o, 
sarebbe  la  stessa  equazione  V  =  o ,  come  se  a  fosse  stata  co- 
stante- 

Sostituendo  per  a  nna  tal  funzione  in  <p  =  o ,  s'  avrà  una 
nuova  relazione  fra  le  variabili  che  soddisfarà  all'  equazione  dif- 
ferenziale V  =  o  ,  e  che  perciò  sarà  ancora  essa  un  di  lei  in- 
tegrale .  ynr«ta  nuova  relazione  di  variabili ,  o  questo  nuovo 
integrale  sarà  diverso  dagli  altri  ,  in  quanto  che  quelli  dipen- 
dono dal  dare  ad  a  dei  .valori  costanti ,  e  questo  dal  dare  ad  a 
un  valore  variabile  :  si  chiama  Soluzione  Particolare . 

La  condizione  dalla  quale  dipendono  le  soluzioni  partico- 
lari ,  ci  dà  il  mezzo  di  ritrovarle  se  esse  esistono  ;  infatti  dif- 
ferenziando V  equazione  £  (  x  ,  y  ,  a  )  =  p  ,  supponendo  a  va- 
riabile ,  avremo 

(£  W*  -*  ($)(*)  «1»  -M  g)  {(£)<**  -+  (0)  (£)d»}=c, 

ovvero  più  semplicemente 

(g)^  ^(0)^-h(^)c?a  =  o;  la  quale  se  a  è  tale  eh* 

■ 

{~)da  s'  annulli  da  se  medesima,  diviene 
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che  è  la  differenziale  dell'  integrale ,  come  se  a  fosse  stato  co 
stante  .  Da  questa  differenziale  e  dall'  equazione  p  =  o ,  eli- 
minando a ,  s'  ottiene  la  proposta  V  =  o . 

L'  equazione  che  abbiamo  per  determinare  a  è  dunque 

da  =  o,  la  qnale  si  decompone  nelle  due  (^?)  =  o, 
da  =  o . 

■  ■ 

Ora  tutti  i  valori  di  a  che  soddisfanno  ad  alcuna  di  que- 
ste equazioni ,  ci  daranno  r  sostituiti  in  <p  (  x  ,y ,  a  )  =  o  dello 
relazioni  in  x  ed  y  che  saranno  tante  equazioni  integrali  della 
proposta  V  =  o .  All'  equazione  da  —  o  soddisfa  qualunque 
valore  si  prenda  per  a  ,  porche  sia  questo  indipcndenre  da  x 
ed  y ,  o  costante  riguardo  ad  esse  ;  così  essendo  infiniti  i  valo- 
ri che  godono  di  questa  condizione  ,  si  potranno  avere  infinite 
relazioni  che  saranno  altrettante  equazioni  integrali  della  propo- 
sta .  Queste  sono  gli  integrali  particolari  dei  quali  abbiam  par- 
lato .  Il  primo  membro  dell'  altra  equazione  (^)  =  o  è  eviden- 
temente una  funzione  conosciuta  di  x>y  e  di  a;  s'  avranno? 
duuque  da  quest'equazione  uno  o  più  valori  di  a,  espressi  in  x. 
ed  y  \  e  ciascuno  di  questi  valori  sostituito  in  Q{x%y  ya)  =  o» 
ci  darà  una  nuova  relazione  in  che  è  un  nuovo  integra- 

le della  proposta;  queste  sono  le  soluzioni  particolari  dLV  =  a. 

Per  esempio  1'  equazione  differenziale 

jr-s*(g)H-j-(*)*  =  o. 

ha  per  integrale  completo  y*  —  2ax  h-  a*  =  o  ;  essa  risulta 
dall'  eliminazione  di  a  per  mezzo  di  questo  intagrale ,  e  della 

differenziale  zyij*)  —  za  =  o  . 

Se  ora  facciamo  <p  —  yx  —  *ax  -4-  a' ,  avremo 

(      =  —  2x      20  =  o  ,  da  cui  si  ricava  a  =  x  ;  e  questo 

v  da  ' 

sarà  il  valore  variabile  da  darsi  ad  a,  il  quale  sostitnito  nell'  in- 
tegrale completo  y'  —  lax  -4-  a*  =  o ,  ci  dà  la  soluzione  par- 
ticolare y  =  x  d? U'  equazione  differenziale  proposta . 
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Si  comprende  bene,  che  potranno  farsi  delle  simili  consi- 
derazioni per  le  eqnazioni  degli  ordini  superiori . 

Noi  riserbiamo  nn  Capitolo  a  parte  per  trattare  con  tutta 
T  estensione  della  ricerca  delle  soluzioni  particolari . 

§.  li 8.  Abbiamo  promessa  (  §  33  )  una  Teorìa  completa 
dell'  eliminazioue  delle  costanti  e  delle  funzioni  per  mezzo  dell'e- 
quazioni difìèrenzuli  :  esponiamo  ora  questa  dottrina  che  diret- 
tamente interessa  1'  integrazione  dell'  equazioni . 

Sia  dunque  un'  equazione  qualuuque  F(a:,jr,a)  =  o  fra 
tre  variabili  :  quest'  equazione  differenziata  per  rapporto  ad  x , 
e  per  rapporto  ad  y  ,  ci  dà  le  due  equazioni  differenziali  par- 
ziali 

+  =  ° 
<*>-<- =  ° 

del  primo  ordine,  le  quali  sussistono  insieme  con  essa.  Se  dun- 
que la  proposta  contiene  due  costanti  a  »  b  *  potranno  queste  e~ 
liminarsi ,  ed  avremo  allora  un'  equazione  a  differenziali  parzia- 
li del  primo  ordine ,  la  quale  conterra  due  costanti  arbitrarie 
di  meno  dell'  equazione  da  cui  dipende  :  „  Dunque  data  uu'  e- 
„  quazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra  tre  va- 

„  riabili  xyyyz,  e  (^)»(^)»  >1  ài  lei  integrale  completo, 

„  cioè  r  equazione  primitiva  da  cui  dipende ,  dovrà  contenere 
„  due  costanti  arbitrarie  di  più  di  essa  „ . 

Dall'  equazione  F  =  o  ,  prendendo  non  solo  le  differen- 
ziali parziali  del  primo  ordine ,  ma  ancora  le  sue  differenziali 
parziali  del  secondo ,  si  dedurranno  altre  cinque  equazioni  che 
sussisteranno  con  essa  .  Tutte  queste  equazioni  formano  il  se- 
guente sistema 
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,.F  =  o 

••(-£)-  Hf)(|)=? 

••(0)-»(£i)(f:)^.(-0)(2)*-.(f)(0)=o 

Se  dunque  la  proposta  contenesse  cinque  costanti  »  allora 
per  me/zo  delle  .cinque  equazioni  differenziali ,  potrebbero  que- 
ste eliminarsi ,  e  s'  otterrebbe  un*  equazione  a  differenziali  par- 
ziali del  secondo  ordine  ,  con  cinque  costanti  di  meno  di  quel- 
la ,  da  cui  è  stata  dedotta  „  Dunque  data  un'  equazione  a  dìf- 
„  icrenzialj  parziali  del  secondo  ordine,  fra  le  variabili  x,y, 

»  ».  «  (£).($). (&M£)..(jj£).»  àiìci  integrale  com- 

„  pleto  dovrà  contenere  cinque  costanti  arbitrarie  di  più  dj 
>>  ^ssa  ,, . 

Venendo  all'  equazioni  difTercnziali  del  terzo  ordine,  po- 
trebbero dedursi  da  i1  =  o  altre  quattro  equazioni  che  avreb- 
l>ero  luogo  insieme  con  essa  ,  e  con  le  cii:qne  dirVereuziali  del 
primo  e  del  secondo  ordine.  S'  avrebbero  allora  dieci  equazio- 
ni che  sussisterebbero  nello  stesso  tempo ,  per  mezzo  delle  qua- 
li potrebbero  eliminarsi  nove  costanti  arbitrarie;  ed  il  risultato 
di  questa  eliminazione  sarebbe  un'  equazione  a  ditfèrenzi  Ji  par- 
ziali del  terzo  ordiuc  „  Data  dunque  un'  equazione  di  un  tale 

„  ordine  tra  x  ,y  ,  c,  (£)  ,  .  .  il  di  lei 

„  integrale  completo  dovrà  contenere  nove  costanti  arbitrarie  „. 
In  generale  e  facile  vedere  „  Che  1'  integrale  completo  di 

„  uu'  equazione  a  differenziali  parziali  dell'  ordine  n'""°  fra  tre 

1 
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„  variabili  dovrà  contenere  nn  numero  (<*~*"  '  ^ ,H*al  —  i  di  co- 

„  stanti  arbitrarie  che  non  si  trovano  nell*  equazione  ditferen- 
Jr  ziale  „ . 

§.  119.  Se  T  equazione  fosse  fra  quattro  variabili  F  (  x , 
y  t  z  ,  a  )  =  o  ,  o  più  semplicemente  P  =  o,  sussisterebbero 
insieme  con  essa  tre  equazioni  alle  differenziali  parziali  del  pri- 
mo ordine  rapporto  ad  x  »  ad  y  ,  e  ad  u  >  cioè 

=  » 

(£)-«- (£h£)  =  ° 
(£> =  °- 

Eliminando  per  mezzo  di  qneste  tre  equazioni  tre  costanti, 
avremo  un'  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine 

in  x  , y  ,  u  y  (^)  »  (^)  »  (^)  >  la  quale  conterrà  tre  costanti  di 

meno  dell*  equazione  F  =  o  :  ,r  Dunque  Y  integrale  completa 
„  di  una  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra 
qnattro  variabili ,  deve  contenere  tre  costanti  arbitrarie  ;  in 
„  generale  1*  integrale  completo  di  una  equazione  a  diflèrenzia- 

„  li  parziali  dell'  ordine  n™**  fra  quattro  variabili,  deve  con- 

tenere  un  numero  t»-*- ')(»H-a)(<-4-3)       K  di  costanti  arbi- 

a .  a 

„  trarie  „ . 

Disposti  i  risultati  che  abbiamo  ottenuti  nella  seguente  Ta- 
bella ,  scopriremo  la  legge  che  ci  determina  il  numero  delle 
costanti  arbitrarie  che  contener  deve  Y  integrale  di  una  equa- 
zione a  differenziali  parziali  di  un  ordine  qualunque  >  fra  un 
qualunque  numero  di  variabili . 
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Ordine  dell'  Equazioni . 
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I  numeri  della  prima  colonna  verticale  indicano  1'  ordine 
•dell*  equazione  a  differenziali  parziali  :  quelli  della  prima  oriz- 
zontale, il  numero  delle  variabili  ;  e  quei  che  sono  nell'  infer- 
no della  Tavola  ,  il  numero  delle  costanti  arbitrane  che  contie- 
ne 1*  integrale  completo .  Così  volendo  sapere  quante  costanti 
arbitrarie  conterrà  1'  integrale  completo  di  una  equazione  a  dif- 
ferenziali parziali  del  secondo  ordine  fra  quattro  variabili ,  si 
cercherà  il  numero  che  corrisponde  verticalmente  a  4  Vai*,  ed 
orizzontalmente  all'  ordine  2  ,  e  si  troverà  9  ;  l' integrale  com- 
pleto dunque  di  una  tale  equazione,  dovrà  .contenere  nove  co- 
stanti arb  trarie  . 

§.  120.  Questi  diversi  Teoremi  peiò  suppongono  che  in 
un*  equazione  a  differenziali  parziali  di  un  certo  ordine  ,  si  tro- 
vino tutti  i  differenziali  parziali  che  a  queir  ordine  convengo- 
no :  cocì  per  il  secondo  ordine,  essi  suppongono  che  in  .un'  e- 
quazione fra  tre  variabili  si  trovino  i  termini  che  contengono 

(%p)  '  ^ì*ìj}  y  (l?}  '  senza  ^  »  ess*  non  snebberò  veri  in 
generale  . 

Infatti  indichiamo  le  sei  equazioni  del  §.  118  per 
*  =  o ,  £  =  o  ,  *f  =  o  ,  £  =  o  ,  £  =  o.  fL  =  o:  per  mz- 

zo  di  tutte  queste  equazioni  possono  eliminarsi  cinque  costanti 
arbitrarie,  come  si  è  detto,  ed  ottenersi  un' equazione  a  differen- 
ziali parziali  del  secondo  ordine  con  cinque  costanti  di  meno 
di  F  =  o  ;  se  di  queste  si  prendessero  solamente  cinque  ,  la- 
sciando indietro  ^-f  =  o ,  è  chiaro  che  per  mezzo  di  esse  non 

potrebbero  eliminarsi  che  quattro  costanti  arbitrarie  ,  ed  ot- 
terrebbesi  un'  equazione  a  differenziali  parziali  in  x  ,  y  ,  z  , 

.<£M.$M£M£5>'  «•«.  dunque  1'  iutcgrale  d' 

un'  equazione  a  differenziali  parziali  del  secondo  ordine,  la  qua- 
le non  contenga  che  due  dei  tre  differenziali  parziali  (  ^  ) , 

Tom.  IL  S  s 
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—  non  può  avere  in  generale  più  che  quattro  co- 
stanti arbitrarie  ;  e  dovrà  dirsi  completo,  come  è  quello  di  un'e- 
quazione dello  stesso  ordine  a  cui  non  manchi  alcun  termine  , 
quando  contiene  cinque  delle  sresse  costanti . 

Nella  medesima  maniera  si  può  dimostrare  che  V  integrale 
completo  di  nn'  equazione  a  differenziali  parziali  del  secondo 

ordine  ,  nella  quale  si  trovi  soltanto  una  delle  tre  funzioni 

deve  contenere  in  generale  tre  costanti  arbitra- 
rie ,  ne  può  contenerne  di  più . 

Nella  stessa  guisa  ragionando  per  le  equazioni  degli  ordi- 
ni superiori,  troveremmo,  che  quando  manca  alcuna  delle  più 
alte  differenziali  parziali,  gl'integrali  completi  non  possono  con- 
tenere il  numero  di  costanti  prescritto  dalla  Tabella  del  §.  an- 
tecedente . 

§.  121.  Si  è  detto  al  §  29.  che  data  un'  equazione  tra  xr 
y  ,  z  ,  ed  una  l'unzione  p{p)  di  una  detcrminata  quantità  p  ,  po- 
teva sempre  da  essa  dednrsi  un'  equazione  ai  differenziali  par- 
ziali del  primo  ordine  che  non  contenesse  traccia  alcuna  d'i 
p  (/>) ,  Considerando  dunque  una  data  equazione  a  differenzia- 
li parziali  come  il  risultato  dell'  eliminazione  di  funzioni ,  ne 
concluderemo  Che  Y  integrare  completo  di  un*  equazione  a 
„  differenziali  parziali  del  primo  ordine  contener  deve  una 
j,  funzione  arbitraria  <p(p)  di  una  determinata  funzione  p  „  . 

Supponiamo  ora  che  abbiasi  un*  equazione 

3?  (  x  >  y  ì  z  »  u  >  P  (  P  >  ?  )  )  =  0  fra  quattro  variabili  ,  ed  una 
funzione  indeterminata  delle  quantità  p  ,  q  che  sono  esse  me- 
desime funzioni  determinate  di  x  ,  y  ,  z  ,  u  ;  e  dimostreremo  co- 
me al  citato  §.  che  possiamo  da  questa  dedurre  un'  equazione 
ai  differenziali  parziali  del  primo  ordine  che  non  contenga 
p  (  p ,  q  )  :  infatti  prendendo  dalla  proposta  le  tre  equazioni  ai 
differenziali  parziali  rapporto  ad  o?,>,zx,  avremo' 


Digitized  by  Google 


CALCOLO    INTEGRALE    CAP.    II.  ^ 

<2>  -•-<£>  (£)  {(*)  [  (£)  (fp  (g)  ]  (*>[(*)  h- 

(5)  (2)]>  (»)■=«» 
.   (2)(2)]>(5)  =  °- 

Se  ora  per  mezzo  della  proposta  e  di  queste  equazioni  dif- 
ferenziali, eliminiamo  >  (^) ,  avremo  un'equazione  fra 

>^  >(^)>(^)»  la  quale  non  conterrà  traocia  al- 

cuna della  funzione  p  ;  e  di  qui  concluderemo  „  Che  l' integrale 
„  completo  di  un'  equazione  ai  differenziali  parziali  del  primo  or- 
„  dine  fra  quattro  variabili,  deve  contenere  una  fuuzione  arbi- 
„  traria  p{p  ,  q  )  di  due  quantità  determinate  jp  ,  q  ,  funzioni  an- 
„  cora  esse  delle  variabili  che  entrano  nell'  equazione  proposta  „  . 
Egualmente  si  troverebbe  „  Che  1'  integrale  completo  di  u- 
na  equazione  .a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  fra  cin- 

„  que  variabili  x  ,  y  ,  z  ,  u  ,  w  deve  contenere  una  funzione  ar- 
.„  birraria  p{  p  ,  q  ,  r)  ;  essendo  p  ,  q  ,  r  funzioni  determinate 
„  di  quelle  variabili  „ . 

§.  1 2%  Passiamo  a  considerare  I*  equazioni  del  secondo  or- 
dine: sia  F  =  0  un'equazione  fra  le  variabili  x,yìzìf(p),p(q), 
essendo  p  e  q  due  funzioni  date  in  x  ,y  ,  z  \  e  f(p)y  p{q)  'ii'C 

funzioni  determinate  o  indeterminate  qualunque  di  p  e  q  re- 
spcttivamente . 

Se  si  prendono  1'  equazioni  a  differenziali  parziali  del  pri- 
mo e  secondo  ordine ,  avremo  sei  equazioni  compresavi  la  pio- 
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posta  >  nelle  quali  si  troveranno  le  quantità,  f(p)>  <p(q)> 
(  — ) ,  (^?) ,  {—)  >         -  ^)ra  Per  mezzo,  di  queste  sei  equazio- 

dp         dj         dp%  *l 

ni  non  potranno  eliminarsi  queste  sei  quantità  appartenenti  a 
quelle  funzioni  :  dunque  si  può  concludere  „  Che  Y  integrale 
completo  di  una  data  equazione  ai  differenziali  parziali  del 
„  secondo  ordine  ,  non  può  in  generale  contenere-  due  funzioni 
,,  arbitrarie  „  dico  in  generale  poiché  le  quantità  p  e  q  r  ed. 
i  coefficienti  delle  funzioni,,  possono  in  dei  casi  particolari  esse- 
re tali ,.  che  abbia  luogo  1'  eliminazione  delle  suddette  sei  quan- 
tità per  mezzo,  delle  differenziali;  parziali  deL  primo,  e  del  se- 
condo ordine. 

Uno  di  questi  casi  è  per  esempio >.  quando  p  e  q  sono  e- 
guali::  infatti  sia  V  equazione  F  =  ó,.  fra  x  ,y  ,  z  rp{p}  >f(p)  : 
le  due  equazioni  ai  differenziali  parziali  deL  prinjo  ordine  che 
hanno  luogo,  insieme  con  essa,  souo, 

(3)  ••  ••      (%)  •+  ^-{(fXi^o  oy =°  ■ 

«•E-(6)h-(*)(S), 

R'  =  (*)H-(g)(g):: 

per  mezzo-  di  queste  due  equazioni  possiamo,  eliminare  nello,  stes- 
so tempa  la  quantità 

(^?)        -4.  (fjf )  (^p ,  ed  otterremo*  un*" equazione-  tra  x,y  ,  s 

e  le  due  funzioni  £>(p)  >f(p)>  per  mezzo  delta  quale  e  della  pro- 
posta potremo  eliminare  una  delle  due  funzioni  p(p>  ,  ovvero^/?), 
e  s*  avrà  un'  equazione  ai  dirTerenziali  parziali  der  primo  ordi- 
ne ,  la  qnale  conterrà  una  sola  delle  due  funzioni  arbitrarie  : 
questa  funzione  poi  che  è  rimasta,  porrà  eliminarsi  prendendo  i 
differenziali  parziali  dell"  equazione  >  nella  quale  essa  si  ritrova» 
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c  perverremo  infine  ad  un'  equazione  del  secondo  ordine  senza 
alcuna  traccia  delle  due  funzioni  ${p)  *  f{p)  • 

Ma  tornando  a.  considerare  le  due  funzioni  <p(p)  r  f(q)  ,, 

»i  vede  che  per  eliminarle  intieramente,  conviene  prendere  i 
differenziali  parziali  del  terzo  ordine  :  si  lianno  allora  altre  quat- 
tro equazioni*  nelle  quali  si  trovano  le  quantità.  (^i)>(^f): 

con  qnelle  dieci  equazioni  non  solo  si  possono  eliminare  Te  otto 

qnantità  appartenenti  a  quelle  funzioni  p(p)  if{q)i  ma  ancora  una 

costante  arbitraria  ;  così  un'  equazione  a  differenziali  parziali  del 
terzo  ordine  >  può-  sempre  considerarsi  come  il  risultato  dell'  e- 

liminazione  di  due  fuuzioni  <p(p)  ,/(g),e  di  una  costante,  da  un* 

equazione  fra  queste  tre  quantità,  e  le  variabili  xyy%z- 

E  qui  ha  luogo-  l'  osservazione  fatta  al  §.  120,  che  cioè 
questi  Teoremi  non  sono  veri  in  generale  r  quando  mancano  al- 
cuni differenziali  dell'  ordine  dell'  equazione- 

Non  ci  estendiamo  a  trattare  dell'  eliminazione-  per  un  mag- 
gior numero  di  funzioni ,  poiché  ciò  non  può  avere  difficoltà 
dopo  gli  esposti  principi  -  Solo  avvertiremo  che  suole  dai  Geo- 
metri stabilirsi  che  1'  integrale  completo  di  un*  equazione  a  dif- 
ferenziali parziali  dell'  ordine  n"m*  deve  contenere  un  numero 
n  di  funzioni  arbitrarie  ,  dall'  eliminazione  delle  quali  essa  ri- 
sulta ;  il  fin  qui  detto  ci  prova  che  una  tale  proposizione  è  ben 
lungi  da  potersi  riguardare  come  un  Teorema  dimostrato'.  La  na- 
tura particolare  di  ogni  equazione  a  differenziali  parziali  deter- 
minerà il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  che  debbono  entrare 
Dell'  integrale  completo  .  Avremo  luogo  di  rendere  tutto  questo 
più  chiaro  per  mezzo  d'  esempi  nei  Capitoli  seguenti . 

§.  123  Si  è  veduto-  al  §.  118,  che  1'  integrafo  completo 
di  un'  equazione  a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  contie- 
ne due  costanti  arbitrarie;  abbiamo  ancora  veduto  al  §.  121  , 
che  il  detto  integrale  contiene  una  funzione  arbitraria  ;  di  modo 

che  egli  può  avere  una  di  queste  due  forme  F(x,<y,z,a,6) 

=  o;  F(^,;,s^(p)J  =  ff. 

Ora  è  facile  provare  che  queste  due  equazioni  sono  egual- 
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mente  generali ,  in  quanto  che  può  sempre  dedursi  la  seconda 
dalla  prima ,  e  perciò  le  due  costanti  a  e  b  possono  consider- 
arsi tener  luogo  della  funzione  p  {p  ) .  Per  questo  supponiamo 
che  le  due  costanti  a ,  b  contenute  in  F  =  o ,  siano  variabili 
e  funzioni  di  x ,  y ,  z  >  e  di  più  che  a  sia  una  funzione  di  b , 
cioè  a  =  <p{b)  :  è  chiaro  che  se  la  loro  variabilità  sarà  tale  da 
divenire  nulli  i  termini  che  esse  introducono  nelle  diverse  equa** 
zioni  differenziali  di  P  =  o  (  per  mezzo  delle  quali  s'  ottene- 
va la  loro  ehminazione  ) ,  queste  differenziali  saranno  le  me- 
desime ,  come  se  a  e  b  fossero  state  costanti ,  ed  otterremo  il 
medesimo  risultato  come  nella  prima  ipotesi,  cioè  la  stessa  equa- 
zione a  differenziali  parziali  del  primo  ordine  in  *  >.y>z,(^)» 


(~)  senza  a  ,  b  ? 

Ora  prendendo  le  due  differenziali  parziali  dell'  equazione 
'F{x,y)zi<p(b),b)  =  ot  s'  av4 

(i)^(|)(s)^{(S)^(|)cS)}{(3)^(S)^)>— • 

le  quali  si  riducono  a  quelle  che  porta  la  supposizione  di  a  e 
b  costanti >  se  facciamo 

(S)H-lS)(S)  =  o: 

dunque  se  prendiamo  per  5  tal  funzione  delle  variabili  x,ytZ 
che  soddisfaccia  a  quest'  ultima  equazione  9  avremo  allora  un'  e- 
quazione  1? (x  , y  >  z  -,  Q(b)  ■>  b)  =  o,  la  quale  conterrà  una  fun- 
zione arbitraria  <p  (ó)  »  e  terrà  luogo  diF(#,j>,3,a,ò)  =  o; 

dunque  V  integrale  è  egualmente  generale  sia  che  contenga  due 
costanti  arbitrarie  a  ,b  ,  ovvero  una  funzione  arbitraria  ,  dal  che 
ne  segue  che  se  troveremo  in  qualunque  modo  un'  equazione 
contenente  due  costanti  arbitrarie  che  soddisfaccia  ad  una  equa- 
zione a  differenziali  parziali  del  primo  ordine ,  potremo  ridurla 
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a  contenere  una  funzione  arbitraria,  facendo  a  =  <p(b)>  e  de- 
terminando b  per  mezzo  della  ritrovata  equazione . 
Per  esempio ,  1*  equazione  a  differenziali  parziali 

z  —  x^7i^  —  y  {jyì  =  0  na  Per  integrale  completo 

z  =  ax  h-  by ,  poiché  essa  risulta  dall'  eliminazione  di  a  e  b . 

Se  facciamo  a  =  p  (  6  ) ,  avremo 

z  —  xp(b)  —  by  =  o ,  e  per  determinare  b  Y  equazione 

=  —  y  :  quest'  ultima  equazione  ci  dice  che  —  ~  è  egua- 
le ad  una  certa  funzione  di  b ,  senza  d'  altr'  onde  pronunziare 
nulla  sopra  la  natura  della  funzione  ;  dunque  viceversa  sarà  b 

» 

eguale  ad  una  funzione  di  -j  ,  e  quindi  b  =f(j):  sarà  per 
tanto 

z  —  xp  (/  (  j  )  )  —  /  (  j  ) .  y  =  o  :  ovvero 

==0,  ovvero 

z  —  xT  (y)  =  o  ,  rappresentando  per  ¥  una  funzione  qualun- 
que arbitraria  della  quantità  y  :  qnest'  ultima  equazione  è  an- 
che r  integrale  completo  della  proposta . 

Egualmente  1'  ititegrale  completo  di  una  equazione  a  diffe- 
renziali parziali  del  primo  ordine  tra  quattro  variabili  x  ,y ,  z,u 
deve  contenere,  secondo  ciò  che  abbiam  detto  (  §.  118  ),  tre  co- 
stanti  arbitrarie  ,  ovvero  (  §.  121  )  una  funzione  arbitraria  p(p> 
q  )  ;  così  esso  può  avere  la  forma  F(#,^,z,tf,a,6,c)  =  o, 
ovvero  la  forma  ¥{x  , y  ,  z  ,  u ,  p(p  1  q))  —  o:  ora  queste  due 
forme  sono  egualmente  generali ,  potendosi  sempre  ridurre  la 
prima  alla  seconda  :  infatti  supponiamo  a  ,  b  ,  c  quantità  varia- 
bili ,  e  di  più  che  sia  a  =  p(ó>c)  senza  d'altronde  nulla 
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pronunziare  sopra  la  natura  di  quella  funzione  :  le  differenziali 
parziali  dell'  equazione  F(x,^,u,s,a,£,c)  =  o  saranno  le 
stesse  se  i  termini  che  introduce  la  variabilità  di  quelle  costan- 
ti ,  svaniscono  da  se  medesimi  ;  prendiamo  dunque  queste  cfcneren- 
ziali,  ed  avremo 

o  <£»  {(?)  ■+  <*><*)} = o , 

le  altre  differenziali  .rapporto  ad  y  e  ad  u  ,  saranno  simili  a 
questa  ,  e  conterranno  respettivamente  y  ed  u  invece  di  x . 

Ora  è  evidente  che  se  determineremo  b  e  c  in  modo  clic 
siano  soddisfatte  queste  due  equazioni 

otterremo  per  5  e  per  c  due  funzioni  delle  variabili  XyyiU  t  p, 
le  quali  ci  daranno  per  a  una  funzione  arbitraria  a  =  &-(/», 
e),  e  questi  tre  valori  di  <z,5,c  sostituiti  in  F(.r^y,z/,z,a,5,c) 
=  o  ,  ci  daranno  un*  equazione  che  invece  delle  tre  costanti  ar- 
bitrarie .conterrà  una  funzione  arbitraria  «(p*?),  essendo  ^  e 
q  date  in  x  ty  ,  z  ,  ;/  . 

Osserviamo  che  se  non  stabiliremo  alcuna  relazione  tra  quel- 
le costanti ,  incontreremo  nell'  equazioni  differenziali  i  termini 

(;£-)>  (^)  >  (~)  >  i  qnali  cguaglierenio  a  zero,  onde  ottenere 

i  risultati  stessi  che  convengono  all'  ipotesi  di  a  ,  h  ,  c  costanti . 

In  questo  caso  le  equazioni  (-^)  =  o,  (~)  =  o ,  (^)  =  o 

ci  daranno  i  valori  di  a ,  h ,  c  espressi  in  funzioni  determinate 


Digitized  by  Google 


CALCOLO    INTEGRALE    CAP.    It.  o2q 

di  x  ,y  ,  2  .  Queste  funzioni  sostituite  in  F  (  a?  ,y  ,  z  ,  a  ,  ò  ,  c) 
=  o,  somministreranno  una  nuova  relazione  in  a;,^  ,  z  che  sod- 
disfarà alla  proposta  equazione  ai  differenziali  parziali ,  e  potre- 
mo dare  in  conseguenza  ad  essa  il  nome  di  soluzione  particola- 
re,  perchè  ottenuta  con  lo  stesso  ragionamento  usato  (  §.  117  ) 
per  le  equazioni  differenziali  tra  due  variabili . 

Si  vede  come  dovremmo  trattare  1'  equazioni  ad  un  maggior 
numero  di  variabili . 

§.  124.  Premessi  questi  principj  sopra  l'integrazione  delle 
equazioni ,  noi  faremo  osservare  che  non  vi  è  alcun  metodo  ge- 
nerale ,  per  il  quale  possa  trovarsi  Y  integrale  di  una  data  e- 
quazione  differenziale ,  ed  a  questo  riguardo  il  Calcolo  Integra- 
le altro  non  contiene  che  metodi  particolari *  adattati  piuttosto 
ad  un  ramo  di  equazioni  che  ad  un  altro . 

L'  equazioni  lineari ,  cioè  quelle  nelle  quali  i  differenziali 
di  qualunque  ordine ,  non  sono  elevati  al  di  là  del  primo  gra- 
do ,  sono  le  sole ,  per  cui  esistano  dei  metodi  dotati  di  qualche 
generalità  ,  onde  averne  i  loro  integrali .  Di  queste  parleremo 
nei  due  Capitoli  seguenti . 

Abbiamo  detto  non  esservi  metodo  generale  per  integrare 
1'  equazioni ,  poiché  di  troppo  limitata  utilità  è  quello  che  ci  è 
dato  dal  Teorema  di  Tajlor  per  avere  l' integrale  completo ,  e- 
spresso  per  serie  di  qualunque  siasi  equazione  differenziale  . 

Finiremo  questo  Capitolo  con  lo  spiegare  no  tal  metodo , 
che  applicheremo  all'  equazioni  del  secondo  ordine,  potendo  l'ar- 
si lo  stesso  ragionamento  per  l'  equazioni  degli  ordini  superiori . 

Sia  dunque  da  integrarsi         =  <p{x  ,y  y  (^))  . 

il  x  ex 

Indichiamo  per  y  quella  funzione  di  x ,  la  quale  soddisfa 
alla  proposta  equazione  .  Qualunque  sia  y  ,  si  ha  sempre  (§.35) 

facendo  però  x  =  o  a  differenziazioni  eseguite  .  Conosciuta  la 

funzione  y   si  hanno  subito  i  coefficienti  della  serie  ;  viceversa 
* 

Tom.  IL  T  t 
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«c  si  conosceranno  questi  eoe  .fidenti  ,  sarà  conosciuta  la  serie  . 
la  cui  somau  è  1'  espressione  finita  di  y . 

Questi  coefficienti  cominciando  da  (  ) ,  si  conoscono  ap- 
punto per  mezzo  della  data  equazione  e  delle  di  lei  differenzia- 
li :  infatti  se  facciamo  x  =  o  ,  eil  indichiamo  semplicemente  per 

yo  ' y'0  ' y\  ec-  '  1  valori  di  y  y     »  (S) ec-  » avrremo  y"0  = 

^(.y  »/0)i  prendendo  la  differenziale  prima  della  proposta  ,  e 
facendovi  x  =  o  ,  avremo  /"^  dato  $w  y" oiyQry  >  ovvero 
per  y'  ,v  ,  giacche  y"  =  <p(y  ty  ):  nella  stessa  guisa  trove- 

0       0  0  oo 

remo  y"'o  dato  per  y'o>yo  e  C0S1  di  seguito  .  Le  quantità  ^v 

y   rimangono  indeterminate  per  la  natura  stessa  della  ricerca.; 

e  potranno  essere  costanti  arbitrarie  G  ,  C  qualunque  . 
Sarà  dunque 

y  =  C      C  x  -4-  yo  .  £  h-  y  o  .  53  H-  ec. 

l' integrale  completo  di  quell'  equazione  del  secondo  ordine  . 

Quando  la  serie  è  sommabile  ,  1'  espressione  di  y  è  compo- 
sta di  un  numero  finito  di  termini . 

E  si  vede  facilmente  clic  questo  metodo  è  generale  per 
Y  equazioni  di  qnaluuque  ordine  .  Abbiamo  l' integrale  comple- 
to espresso  in  serie ,  e  per  ottenerlo  non  devono  farsi  che  del- 
le differenziazioni  . 

Per  farne  un  esempio,  sia  (£{)  =  ay,  essendo  a  costante 

avremo  allora 

dunque  y  o  =  aC        =  aC  ;y""Q  =  a'Ciy\  =  a'C  ;/'o  = 
a5G  ec,  e  perciò 
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sarà  1'  integrale  completo  di  (££)  =  ay . 

Se  ora  facciamo  C  =  A  A' ,  C  =  Ay/a  —  AV<z , 
essendo  A,  A'  due  costanti  arbitrarie,  avremo 

y  =  A  -f.  As/a  .x~hA       -+  A  t^ifl  ec. 

9  2-3 

H-  A'  -  AVa  .  x  h-  A'  ^  -  A'         -f-  ec. 
che  si  riduce  evidentemente  a 

y  =  Ae*V*  -+  A'e~*v'*,  essendo  e  il  numero,  il  cui  logarit- 
mo iperbolico  è  Y  unità  . 

Per  T  equazioni  a  differenziali  parziali  sia  da  integrarsi 

(£)■=*(?)• 

Indichiamo  per  ^  quella  funzione  che  soddisfa  alla  pro- 
posta :  qualunque  sia  questa  funzione  si  ha  sempre 

v,-  v,-* 

facendo  dopo  le  differenziazioni,  x  =  o . 

L'  equazione  proposta  lascia  indeterminata  zq    ;  sarà  per 

tanto  zq     una  funzione  arbitraria  di  j».  Differenziando 

successivamente  la  suddetta  equazione  rapporto  ad  x ,  si  ba 


C  —  ec. 

2.3-4.5 


<£-)  = 

-*( 

(£>- 

6  (7'^) 
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r — ì  =  £  r      "\ . 

ce  , 

facendo  dunque  in  queste  equazioni  e  nella  proposta  a;  =  o  , 
avremo 

= 

ec  9  e  perciò 

z,=Hy) -+^{%)  +  *c.r 

che  si  riduce  evidentemente  a 

z      =  <P{y  H-  6*  )  :  e  tale  è  1'  integrale  completo  della  prò- 

posta  equazione  a  differenziali  parziali  ►  Non  ci  estendiamo  dì 
più  sopra  a  questo  metodo ,  poiché  nei  casi  un  poco  complica- 
ti ,  esso  conduce  a  risultati  intrattabili . 
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III 


Integrazione  dell'  Equazioni  Lineari 
fra  due  Variabili . 


§.  125.  JLiE  equazioni,  nelle  quali  le  quantità  ^,(4?), 
ec. ,  non  sono  elevate  che  alla  prima  potenza,  si  chia- 
mano Lineari  ;  così  la  formula  generale  di  un'  equazione  linea- 
re dell'  ordine  n  'm°  è 

Ay  h-  B(è)  +  C(0)  +  H-  P(g)  -  X  : 

i  coefficienti  A  ,  B  ,  C  ec. ,  X  possono  essere  o  quantità  costan- 
ti ,  o  quantità  variabili  funzioni  di  x .  Noi  comincieremo  da 
quelle  del  primo  ordine,  e  quindi  passeremo  all'  altre  degli  or- 
dini superiori. 

Siano  dunque  da  integrarsi  le  due  equazioni 

i'.  Ajr-(4)  =  o 

A,  -  {%)  =  X 

essendo  A,X  quantità  costanti  o  variabili.  Rammentiamo  che 
per  Integrale  Finito  s'intende  un'  equazione  in  x,y  e  tante 
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costanti  arbitrarie ,  quante  unità  contiene  Y  ordine  dell'  equazio- 
ne differenziale  ;  e  siccome  1'  integrale  finito  sussiste  nello  stes- 
so tempo  clic  1'  equazione  differenziale  ,  perciò  cavando  da  quel- 
lo il  valore  di  y ,  e  sostituendolo  in  questa  ,  la  renderà  identica  . 
Per  questo  chiamasi  anche  integrale  finito  di  una  equazione  dif- 
ferenziale un  valore  di  y  dato  in  x  e  contenente  le  suddette 
costanti  arbitrarie ,  il  quale  soddisfaccia  alla  stessa  equazione 
dirfeienziale  . 

La  prima  delle  due  proposte  equazioni  si  riduce  evidente- 
mente a  questa 

L(Q)dx  =  Affa;:  ora  il  primo  membro  è  (  §.  n  )  la  differen- 
ziale esatta  di  ly  ;  dunque  integrando  >  avremo 

e  quindi  ly  -j-  C  =  fAdx  ,  essendo  C  la  costante  arbitraria  ebe 
si  aggiunge  integrando  :  diamo  ora  a  questa  costante  la  forma 
—  ZC ,  ed  avremo 

ly  —  ZC  =  ZA  =  fAdxi  e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri, 
troveremo 

fAdx 

y  =  Ce 

qnest'  espressione  sarà  V  integrale  completo  ($.116)  della  pro- 
posta ,  perchè  contiene  una  costante  arbitraria  C . 

Se  A  è  eguale  ad  una  costante  a ,  avremo  allora 

y  —  Ce  . 

Per  integrare  la  seconda  equazione ,  facciamo 

ftidx 

y  ;=  Ce  fzdx,  essendo  C  una  costante,  e  fzdx  una  fun- 
zione di  x  da  determinarsi . 

Da  questa  supposizione  si  ricava 

(  *  )  =  CefAdx  .  z      CcfAdx  .  A  fzdx  ; 
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e  facendo  le  opportune  sostituzioni,  si  avrà 

ACefAdx  fzdx  -  Ce/A"  .  z  -  Ce/A" .  A/s*r  «  X , 
dalla  qnale  si  ricava 


x 


'  ^  *U  CODSeglienza: 


y  —  —  cf'Kdx  fe  fKé*  Xdx  t  ed  aggiungendo  una  costante  arbi- 
traria alla  formula 

fe  ^hdx  Xdx  ,  sarà 

quest'  espressione  rappresenta  1*  integrale  completo  dell'  equa- 
zione 2*. 

Sia  A  =  a  costante  ;  allora  avremo 
y  "=  ex  {  G  —  fe   a*  .  Xdx}  . 

J.  126.  Passiamo  air  equazioni  del  secondo  ordine: 
3*.  A^B(£)-hC(g)  =  a 
4».  A,-HB(£)-hC(£)==X 

nelle  quali  A ,  B ,  C  sono  coefficienti  costanti ,  ed  X  una  data 
funzione  di  ar. 

Avendo  qui  sopra  trovato  che  soddisfa  all'  equazione  del 

primo  ordine  la  funzione  esponenziale  Ce*  ,  proviamo  se  una 
simil  forma  potesse  soddisfare  air  equazione  3*. ,  e  poniamo  y  = 

E .  e** ,  essendo  E  ,  «  due  costanti  da  determinarsi .  Da  questa 
supposizione  si  ricava 

(6)  =  Ee"..ì 
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(g)  =  &*.••; 

donque  sostituendo,  avremo 

Ee** .  A  -f-  Ee"*  .  B«  -f-  Ee** .  €«'  =  o  ,  e  quindi 

A»+B«4  C«5  =  o  .  Rimarrà  pertanto  la  costante  E  indeter- 
minata ,  ed  et  si  determinerà  per  mezzo  di  un'  equazione  di  se- 
condo grado,  e  s'avranno  per  essa  due  valori  a  ,  a  " ,  i  quali 
saranno  le  due  radici  di  quell*  equazione . 

Dunque  1'  equazione  3".  sarà  soddisfatta  da 

a.' X  oJ'x 

y  —  E'e  ,  ovvero  y  —  E"e  ,  essendo  E' ,  E"  due  costanti 
arbitrarie  ;  e  siccome  T  equazione  3'.  è  lineare ,  soddisfarà  per- 
ciò ad  essa  ancora  Ja  somma  delle  xlue  espressioni  trovate  per  y* 
ed  avremo 

y  —  E'e  H-  E"e  per  esprimere  Y  integrale  della  proposta  , 
il  quale  sarà  completo,  perchè  contiene  due  costami  arbitrarie 
E' ,  E" . 

Per  integrare  Y  equazione  4*  ,  facciamo 

y  =  e**fzdxi  essendo  a  una  costante  «la  determinarsi,  e  fzdx 
una  funzione  di  x  parimente  da  determinarsi . 
Da  una  tal  posizione  si  ha 

(ÉL  )  =  e*  .  afzdx  -4*  e*z 

(£)  =  e" .  .'fzdx  •+  te" .  az  -+  e"(S)  ; 

e  facendo  le  opportune  sostituzioni  nell*  equazione  4*. ,  avremo 

(  A     II*  h-  C*  ) /zdx      (  B  h-  aC«  )  2  h-  C  (£)  =  JL . 

Quest'  ultima  equazione  che  noi  abbiamo  ottenuta  per  la 
determinazione  di  a  e  di  z  ,  lascia  una  di  queste  quantità  al 


Digitized  by  Google 


CALCOLO    INTEGRALE    CAP.    III.  337 

nostro  arbitrio  ;  perciò  facendo 

A  H-  CV  =  o ,  potremo  con  questa  equazione  determi- 

nare * ,  e  resterà  per  determinare  z  V  equazione 

(B  +  .C.)*h.C(Ì)-I, 

e 

che  lia  la  «tessa  forma  dell'  equazione  a1.  >  e  perciò  si  può  in- 
tegrare completamente . 

Trovati  i  valori  di  «  e  di  z ,  sarà  cognito  il  valore  di  y  > 
cioè  l' integrale  dell'  equazione  4*. 
Facciamo  alcune  applicazioni. 

Si  domanda  la  somma  della  serie 

3         3.4        2.4.0  2.4O.0 

Se  noi  facciamo 

sarà  y  la  somma  di  quella  serie  ,  quando  in  essa  si  ponga 
x  =  1  . 

Differenziando  ora  la  supposta  equazione ,  avremo 
(£)  =  *{,  M-?:-,.      +  ec.}  =  .(.+;),  e 

perciò 

jcyH-(^)  =  *  sarà  1'  equazione  dalla  quale  dipende  il  va- 
lore di  y  . 

Paragonando  quest'  equazione  con  la  a'. ,  s'  avrà 
A  =  ar ,  X  =  —  x ,  e  quindi 

j,  =  efxd*  {C  H-/e~/jr<l**d*}  =  e^{Gn.  fe~*T  xdx} 
7bra.  //•  V  v 


< 
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=  e*  {C  -~  e   *  }  =  Ce-  —  i  :  determinando  ora  la  costai 
te  in  modo  che  quando  x  =  o ,  sia  y  =  o  ,  avremo 

0  =  Ce°  —  i  ,  da  cui  C  =  i  ,  e  perciò  y  ~  e  a  —  i  . 

Sarà  dunque  la  somma  della  nostra  serie  =  ea  —  i»  pur- 
ché si  faccia  x  ==  i  :  dunque  avremo  la  detta  somma  =  \/e  — 

1  ;  e  sarà 

a/c  —  i  =  —  H-  — — \  h  V—  -4-  ec.  r  essendo  e  il  nu- 

v  2         2.4        2.4.6        2.4.6.8^  r 

mero ,  il  cui  logaritmo  iperbolico  e  V  unità . 
Si  dimanda  la  somma  della  serie 

2  2.3.2.3.4^ 

Facendo  y  =  a;     —  h-  —  -H  —  h  ec. , 

3      2.3  2.3.4 

avremo- 

1  H-«-f -  -f  —  H-  ec.  =  1  dunque ^  sarà  da- 

to  dair  equazione  —  y  ►+»        =  1  :  facciamo-  nella  formula 

dell*  integrale  dell'  equazione  2* ,  A  =  I  >  X  =  —  1  >  ed  a- 
vremo 

■ 

y  =  e  { C  -h  fe     dxy  =  Ce  —  1  t 

e  perciò  ^  =  e-*i  sarà  la  somma  cercata . 
Si  dimandi  infine  la  somma  della  serie 

* 

J.  _f  __i —   — '  h  ec. 

facendo- 


Digitized  by  Google 


CALCOLO    INTEGRALE    CAF.    IH.  3*9 
«  ^  H-  b  xa  -+  Ih 

y  =  _  -J-  -{a^Y)  ***  *(,H-*)ftfH-2*)  ' 

s'  avrà 

■ 

,  .  _ ,  *-+  b  —  I  d-¥2l—t  -*     3*  —  I 

(      =  x      — 5  h  ~  —  ~f-  —  -  h-  ec. 


a_  i  —  l  e  *  a     b  a  •+  ìb 

(4)  =  »     .h.  x  ~       -  jSj^jj    ^PJTi^^JT^  ec  >  = 

a?*~!  h- V:  danqne  ^  sarà  dato  da  quest'equazione 
—  a?*  "~ 1  y      (  £  )  =  x*  ~ 1  :  avremo  per  tanto 
*  J 

Facciamo  ò  =  3 ,  a  =  3  ,  ed  avremo 
y  =  e3  {G  H-/e   J  a^efa}  =  Ce 3  —  1  :  sarà  dunque 

te  ~  ■  =  f  •+  3-*    àr,  ■*■  ixkr»  ec- 

L'  equazione  del  secondo  ordine 

*y  —  3(^)  -**         =  0  paragonata  eon  la  3*. ,  ci  dà 
A  =  a  ,  B  =  —  3 ,  C  —  1  ,  e  si  ha 
a  —  3«  -t-  «*  .=  o  per  determinare      «"  :  sarà  dunque 
0  =  2 ,  a"  =  1  ,  ed  in  conseguenza 

=  E'e        E  e    1'  integrale  completo  di  quell  equazione  . 
§.  127.  Ma  lasciando  a  parte  queste  ricerche  particolari, 
occupiamoci  dell'  integrazione  dell'  equazione  generale  dell'  or- 

,.  ttim» 

dine  n 

(A)  -+  c(£)  -(-  H-P(£)  =  x 
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nella  quale  però  a ,  6 ,  c  .  .  .  .  p  sono  coefficienti  costanti ,  e 
X  funzione  qualunque  di  x . 

Poniamo  y  =  e  '  f  zdx ,  essendo  al  solito  x  una  costante 
da  determinarsi ,  z  una  funzione  parimente  da  determinarsi ,  ed 
e  il  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  V  unità . 

Questa  posizione  ci  darà 

y    =  e*fzdx 
(  ~)  =  e*  (xfzdx  s) 


•  »-  ». 


a* 

e 


 ^3  ^  ^ ^  ^--^/-  S(K 

stituite  queste  espressioni  nella  proposta ,  e  ordinata  secondo  le 
differenziali  della  z ,  diverrà 

'      h-  bx  -f-  ex  H-  /sci»  -t-  e"*  £0 

2ca  -f-  3ea*  H-  H-  /ip»""  ' }  z  -r  e**  {  c  h-  3e*  -4» 

3  ■  »  •/••  -*  ■+  i^P"""'}  (£) 
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se  adesso  si  suppone  che  il  coefficiente  del  primo  termine  sia 

zero,  avremo  dopo  aver  diviso  per  e**,  per  determinare  «,  l'e- 
quazione 

(  1  )  . . . .  a  -h  b»  -t-  c*  H-  e*3   -h  p*  =  o  ,  e  per 

determinare  z  1'  equazione 

nella  quale 

b'  —  b      le*  -f-  3^  h-  «P« 

c'=  c      3e«  -4-2.3  .f*  H*  H-  mim-np»m~* 

e'  =  en-4f*H-  H.--^^V"f- 


F  facile  anche  vedere ,  che  se  si  rappresenta  per  P  il  pri- 
mo membro  dell'equazione  avremo 

*'  =  (2>  - 


L'  equazione  che  determina  z ,  ed  in  conseguenza  quella 
a  cui  si  è  fin  ora  ridotta,  V  integrazione  della  proposta ,  è  una 
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equazione  lineare  dell'  ordine  n  —  i  a  coefficienti  costanti . 
Per  avere  il  valore  di  z ,  si  faocia 

a  x 

z  =  e  fz'dx ,  essendo  aj  un'  altra  costante  ,  e  z'  una  funzio- 
ne di  x ,  ambedue  da  determinarsi  • 

Sostituendo  neir  equazione  (B)  i  valori  dei  differenziali 
della  z ,  facendo  il  coefficiente  di  f zdx  eguale  a  zero ,  e  se- 
guendo il  medesimo  andamento  che  sopra,  avremo  per  determi- 
nare     1'  equazione  algebraica  del  grado  n  —  i 

b'      e*  H-  e»   H*  p'»/- 1  =  o ,  e  per  determi- 
nare z  ,  T  equazione  dell*  ordine  n  —  a  della  forma 
(C)  .  .  .  .  cz      e"(£)  H-  •  •  •  •  ^P(~~)  =  — ~^  ' 
nella  quale 

c"  =  c  ~+  2e*i  H-  -+....  H  (  »  —  1 

e" =eHhaf^  -+  ("-,}a('--y»;~3 


P"  =  P'  J 

sostituiamo  il  valore  di  z  in 
y  =  e**/ zcfvV  ,  e  si  avrà 

y  =  e  fe  dxf zdx  <,  essendo  z  dato  da  una  equazione  linea- 
re  a  coefficienti  costanti  dell'  ordine  n  —  a  ;  cosi  1*  integrale 
della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  una  equazione  li- 
neare di  un  ordine  inferiore  di  due  unita  . 

Prima  d'andate  oltre  tratteniamoci  ad  esaminare  1' equazio- 
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ne  (a):  se  a  questa  moltiplicata  per  s'aggiunge  V  equazio- 
ne (  i  )  ,  avremo  1'  equazione  (  a  )' 

(a)'  (  i  )  H-  «t  (a)  =  a-H  ,h-  -f 

p«  H-       -f-  c  «*(  -f-   .  -f-        =  o  ;  e  ponendo 

per  h ,  c  ec. ,  i  loro  valori ,  si  avrà 

(  a  )  .  . .  .  .  a  «4-  ò»  —f-  ex  -t-  — t-  p*w  — j-  (  5  — ac«  — j- 

3^**  H-  H-  /2p«*    1  )  «t  H-  (  c  -f-  3e«  h»  -j. 

—  p»        ,a  — {-  — h  P*   =  O  . 

Ora  questa  equazione  (a)'  è  la  trasformata  dell'equazio- 
ne (  i  ) ,  quando  in  essa  si  pone  *  -f.  *  invece  di  «  ;  dunque 

l'equazione  (a)'  sussistendo  nel  medesimo  tempo  che  Y  equa- 
zione (  i  )  ,  dovrà  «(  -h«  essere  un'  altra  radice  dell*  equazio- 
ne (  i  )  medesima;  la  qnal  radice  se  noi  rappresentiamo  per 

avremo  *  -f  *  =  «' ,  e  quindi  «  =  «'  _  «  ;  cosi  se  le  radici 
i  i 

dell'  equazione  (  i  )  sono  «,«',«",  «  e  quelle 

dell'  equazione  (a)  siano     ,  a j  ,  a"^ ,  J"~2)  ,  avremo 

«r  =  *'  —  *  »  a't  =  «"  —  «,  «"^  =  —  *  ec.  :  si  avrà  dunque 
fin  ora , 

CUF       (  *'  —  CI  )  x  / 

y  =  e  dxfz'dx  ,  ed  il  secondo»  jnembro  deli'  equa- 

zione (C) ,  sarà 


t     .  e1  ' 


Per  avere  il  valore  di  «T  dato  dall'equazione  (C),  sup- 
V 

porremo  z  =  c  fz'dx  ed  otterremo  per  determinare  *a  una 
equazione  algebraica 
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(3)  .  .  .  .  c"  -f-  c'u-t-fa*  — H  H-  3  —  o  del  gra- 

do  —  2,  e  per  determinare  s"  una  equazione  lineare  dell'or- 
dine n  —  3  di  questa  forma 

(D)  ....  e"'s"  -+/"        )  H-  = 

X 

ttjf    (  a.'  —  a  )  *  1 
*     .  e  e 

i  valori  di  e"  ,f  "  ec. ,  dipendono  da  b"  ,  c"  ec. ,  come  questi 
dipendono  da  h ,  e  ce. ,  e  come  i  medesimi  b' ,  c  ec.  dipen- 
dono da  a  ,  ò  ,  c  ce. ,  coefficienti  della  proposta  ;  così  p"  = 
p  —  p'  •=.  p  .  Ora  1'  equazione  (  3  )  è  rapporto  all'  equazio- 
ne (  2  ) ,  ciò  che  questa  è  rapporto  all'  equazione  (  1  )  :  dunque 
facendo  il  medesimo  ragionamento  che  per  l'equazione  (a)>  si 
vedrà  che  *a  H- «t  è  una  radice  ci  ^  dell'equazione  (2),  come 

^  H-  *  lo  era  dell'  equazione  (  1  ),  e  perciò  avremo  «a  -H  «f  =* 

«  ^ ,  da  cui  si  ricaverà  «a  =  a'^  —  *t  e  in  generale  rappreseli- 

tando  per  ,  u  y  u"  ec. ,  «2  ,  le  n  —  2  radici  dell'equa- 
zione  (3),  s'avrà  *  =  «'  — *,«=«"  — a  ec,  ma  «  = 
a  —  * ,  ed  «'f  =  «"  —  ai  dunque  *a  =  «"  —  «  —  — 
*  —  et  i  g  perciò 

z  =  e  f  z'dx  ;  dunque  fin  qui  s'  avrà 

y  =,  e  xfe{x'~*)x cfa/e(a''~*')x dxfzdx  ,  e  il  secondo  mem- 
bro dell'equazione  (D),  sarà 

^T^-^Ox~T^7r^i^  ;  avremo  così  data  z   da  una  equazione 
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dell'  ordine  n  —  3 ,  che  rapporto  a  quella  in  z  ,  è  ciò  che  que- 
sta era  rapporto  a  quella  in  z  ■ 

Col  medesimo  metodo  si  troverà 

z"  =  e            fz"dxy  essendo  *"  un'altra  radice  dell'equa- 
zione (  1  )  ;  ed  ayremo  per  determinare  z"  una  equazione  li- 
neare dell'  ordine  n  —  4 ,  il  cui  secondo  membro  sarà 
 x  

*x    {cl'-<x)x    l»"-a')x    (*"'  —  *")*' 

Ora  abbiam  trovato 
y  =  e*f  zdx  e  fatto  z  = 

e*    *^*fz'dx)  si  ha 
y  s=  e*  fe"*""*^*  dxfz'dx  e  fatto  z'  = 


e  J  z  dx  1  si  ha 


y  =  e  fe  dxfe  dxfzdx^    e  fatto  z"  — 

e^'-^'/z'dx,  si  h. 

,  =  e"/«(*'~*"^/e(""-*'"^/e(*'"-*""dxA'Vx: 
potremo  dunque  concludere  che  se  le  radici  dell'equazione  (1) 
sono  et ,  u  ,  «"  ,      ec. ,  «*  ~~ 1  )  9  avremo 


z         =  e 


(  **  —  a""  )  * 

fz*dx,  ed  infine 


Tom.  II.  X  x 
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La  quantità  z  sarà  data  da  un'  equazione  dell*  ordi- 

ne n  —  (n  —  i)  —  i  che  è  zero  r  vale-  a  dire  da  una  equa- 
zione che  non  contiene  più  differenziali  ;  tale  equazione  è 

(»  — 3)  x 
p  z 


jtx    (*'-*)*    (»"-«)*  (  a(  "  ~  1 }  -  a*"  ~  2>  )  * ' 

r     .  e  .  w-  ...... 

la  quale  si  riduce  a 

s         =  —  TTirrr  r  P°ichò  =P  =  

P* 

.......  =  J>    —  J3  ==  p  . 


sostituzioni  di  s-'" ,  z""  gc.  r  z"    '  *  nel  valore  di  ^  ,  avremo- 


Eglr  è  facile  vedere  che  continuando  a  fare  le  successive 

tu. 
infine 

(a)  ^  =  -!.e  /e  dv/ e 


fe  dxf--~zrrr  dx 

e 

Tale  espressione  di  y  contenendo  n  segni  integrali  ,  sarà 
l'integrale  completo  della  proposta r  poiché  questi  introducono  n 
costanti  arbitrarie .  Tutto  ciò  ha  una  perfetta  somiglianza  con 
quel  che  abbiamo  detto  delle  equazioni  a  differenze  finite . 

Per  farne  un  esempio  ,  supponiamo  che  sia  proposta  lr  e- 

■ 

qnazione 

(/Ti  )  ~  1  ~~~  6m'y  =  n':  Parag°nanaro  <ìae- 

sta  equazione  con  l'equazione  generale  (A),  avremo 
a  =  —       ,  b  —  \\m\  c=  —  6m  ,  p  —  i  ,  X  =  nx ,  e  l' e- 
quazione  algcbraica  da  risolversi ,  sarà 
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—  6m*  -4-  1 1 7ii*ti  —  óra'  =  0,  della  quale  indicando  per 
*,«',«"  le  radici ,  avremo 

»  =  301 ,  *'  =  ara ,  «"  =  w  i  1*  integrale  dunque  della  propo- 
sta sarà 

y  =  e3" Ve"  "  dxfe-  "  dxf£  dx  .  Ora 

f£dx  =  £:  Z(^)H.A  =  rì^r5-f  A,  essendo  A  la  co- 
stante che  porta  V  integrazione:  così 

-.v;  A  - 


(  —  w         )  l  —  2iw  -+  - 

.7»  )  (  -  zm  -4-  Z» )  -+  -+  A." "*  )      =  ;"1  :  (  - 

m  -i-.ln)  (  —  »  -+  Zn )  (  —  3"  ■+        H-  -~"  -+ 
H-  A  ; 


.  %  3"** 

se  adesso  si  moltiplica  tntta  questa  -quantità  per  e  ,  .avremo 
per  y  questa 'espressione 

y      n*  .  (  _  ra  -+  7«  )  (  —  2W  H-  7a  )  (  —  3772  H-  /rt  )  H~ 
■  h  A  e  ; 


e  considerando  contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie  A ,  A'  i 
divisori  ini  ,  — -  m  ,  s*  avrà 
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y  =  n*  .*  (  —  in  — |*  In  )  (  —  2ot  «-f-  Z/2  )  (  —  37/z  -{W/z  )  -h 

A    mx         .  ,  imx         A  „  3»ux 

Ae    ■+ Ae     -+Ae  ; 

e  questo  è  l' integrale  completo  della  proposta  equazione . 

§.  128.  Possiamo  dare  anche  un'altra  forma  all'integrale, 
che  noi  abbiam  ritrovato  nel  §.  antecedente. 

Faremo  il  ragionamento  per  un'  equazione  del  terzo  ordi- 
no ,  giacche  si  vedrà  che  è  sempre  facile  d'  estenderlo  agli  or- 
dini superiori . 

Supponendo  n  =  3 ,  avremo  (  si  pone  p  =.  1  per  sempli- 
cità ) 

(6)  ....  y  =  e  /e  a*/ e  <fa/e  or, 

essendo  *  ,  et  ,  «"  le  tre  radici  dell'  equazione 
a  — h  — h  c*1  h-  e«'  =  o  . 

Integriamo  per  parti  la  formula  (  a  ) ,  ed  avremo 

,        e      ftK  dx/Xe  Jx  *  Jj   "Jtl*' 


a'  —  a  «'  —  a 

a".*.— a";r  *'*  r  ~  a'rv  ,  "■"*  r  —  *-  '*vj 

(a.-  — *' )  [ *'  —  a  j  ( a^  a'  )  («•  —  «)(  a«  —  a  ) 

a*  r  —      v  , 


— --—  ,  ovvero 


(et'  —  u  )  ^a»  —  *  ) 

,  =  {,  »— — .  -  ■  -±  -\e-"*fe—"'Xd* 

J  l  (a«  —  a)  (a«_  a-)  ( «'  —  a )  (,*'•  —  a )  J  Jt 


S  _/f_-_Jw*.       J-Jl      *'iL ,  ovvero 

(a'- a)(a  — a' )  ^  (a-a')(*-*") 

  J__f*  .     f     ft         Xdx  _r  /_*  XJx 

J         "(a'  — a*  Ha"  — a)         (  a-  -  a  )  (  a-  —  a»  )         (a— a' )(*  —  *")  ' 

se  adesso  a  ciascuno  dei  segni  d' integrazione  s'  aggiunge  la  sua 
costante  arbitraria  ,  s'  avrà 
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v  =  ^'(cr^/r^'ìUM)  ,*'*(c>+fra',Xdx)   

*  («»-«')ia«-»)  (a'  — *)(»'  — a"  ) 

( ol  —  et*  )  (  »  —  a")  ' 

che  sarà  T  integrale  completo  dell*  equazioni  lineari  del  terzo 
ordine  sotto  altra  forma . 

Il  medesimo  metodo  ci  darebbe  1*  integrale  completo  d' un*  e- 

quazione  dell*  ordine  n"m* ,  così  espresso 


 H-  '-          (c      W'   eSSendo 


.... 


m  =  (  « 

-*')(* 

—  »  )  •  •  •  • 

•  •  (« 

_.<-'>) 

77Z'  =  (  *' 

—  «  )  (  « 

-«").... 

■  •  (•' 

_.<-") 

772"  =  (  a 

_«•).... 

.  .  ( 

<»->>. 
—  «  ) 

(»-») 

77Z  = 

(  « 

(•-!) 
«)(* 

et  ^  ■  ■  .  . 

• 

(»-2) 

(a           -*  ) 

Questa  forma  è  però  difettosa  in  alcuni  casi ,  come  vedre- 
mo in  seguito . 

Se  noi  supponiamo  il  secondo  membro  dell'  equazione  dif- 
ferenziale ,  nnllo ,  cioè  X  =  o ,  avremo 


fe  Xdx  =yo  .  dx  =  A 
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costante  arbitraria  ,  e  V  espressione  .completa  di  y ,  cioè  1*  iute- 
graie  dell'  equazione 

V  •+         "+  ■+  =  o, 

sarà 

(d)  .  .  .  .  y  =  i-  e  /e  .d*/V        ;   X 


ye  a*  .  A  ; 


ora  avvertendo  che  in  generale  fe**  dx  —  ^  h-  C ,  quando  z« 
è  uua  costante ,  s*  avrà 

..<•->_*<.-»,      ,..„  ,(.<»- >..<—»„  (._„ 
a(-4,; 

essendo  A**   2Ì  una  nuova  costante  arbitraria;  e  se  si  conside- 

ra  il  divisore  *         — «         ,  come  contenuto  entro  la  ,co- 

(»  —  1  ) 

stante  arbitraria  A  ,  avremo  il  superiore  integrale  egua- 
le ad 

A<  "  "  '  > .  e1  *'  "  "  "  "   "  "  *  '  »  '  -*  A«  -  " .  Così  s'  av  rà 

/e^-"-»(-3,»^.(A..-n  y-'^'-'b-^ 

A(-I')=/A,"-".et>",)-ll""3,,'^H-/A(-J,x 


f 
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(a(»-*)_a(  — 3),,  0_a(--3))r 
e  ax  =  A         .e  -K 

A        .  e  -f-  A 

considerando' sempre  contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie  A*"  '\ 

A("~2),  i  divisori  che  portano  le  iutegrazioni .  Col  medesi- 
mo metodo  s'  avrà 

A(-"d*  =  A1— °-,rH=.A<— »X  ■  •  •  • 

e  H-  H-  A  e      *     H-  A; 

la  quale  espressione  moltiplicata  per  -je**>  e  considerato  j  co- 
me contenuto  eutro  le  costanti  arbitrarie ,  ci  dark 

r    v  a        «*  a,       *'*  A»  *"* 

(e)  y  =  A.e        A' .  e     h~  A  .  e     h-  •  .  .  .  -f- 

(._,)  .(—»), 
a.         •  e  » 

anche-  questa  formula  dell'  integrale  completo  r  quando  X  =  o , 
è  difettosa  in  alcuni  casi . 

Ad  essa  si  giunge  facendo  subito  y  =  A  e**  :  imperocché 
sostituendo  il  valore  di  y  e  dei  suoi  differenziali  in 

-+  c(  *?)  -+  -+i>(g)  =  o  , 

la  costante  A  rimane  indeterminata ,  e  per  determinare  * ,  si  ha 

a  -f-  bx  -h  c«*  -f-  .  •  .  -f-       =  o  . 

Quest'  ultima  equazione  algcbraica  ci  da  n  valori  di  * ,  i 
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quali  se  sono  a ,  a  ,  «"  a  *  1  * ,  avremo  /z  espressio- 
ni per  y ,  cioè 

^  =  Ae    ;  ;  =  Ae    i)=Ae     ;  y  z= 

la  somma  delle  qnali  soddisferà  alla  proposta ,  egualmente  che 
ci  soddisfa  una  di  esse ,  e  perciò  sarà 

^  =  Ae    ^  Ae    h- A  'e  h- A        .e  ; 

le  lettere  A  ,  A' ,  A" ,  A  indicano  le  n  costan- 

ti arbitrane  . 

§.  129.  Quando  alcune  delle  radici  sono  eguali,  le  formu- 
le (o)  del  §■  127,  (d)  del  $.  128  rappresentano  sempre  gl'in- 
tegrali completi  dell'  equazioni  cui  appartengono  .  JVIa  le  forino- 
le (c),(e)  del  §  antecedente  in  questi  casi  cessano  d'esser 
complete .  Infatti  siano  a ,  *' ,  »"  tre  radici  eguali  i  la  forma- 
la (ó)  diverrà  allora 

^  =  .le  fdxfdxfe  dxf  /e  Xtfa, 

e  la  (d)  diverrà 

,  =  ±e"fd*fdxf*<*m-ì'd*  ....  /e(-('""-("",)"x 
A(-"d*; 

ora  è  evidente  che  sussistendo  ancora  in  questo  caso  n  segni 
integrali ,  le  n  integrazioni  porteranno  sempre  un  numero  n  di 
costanti  arbitrarie . 

Se  le  radici  delle  equazioni  sono  tutte  eguali,  le  nostre 
formule  divengono 
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y  =  T  e  fdxfdxf  dxf  fdxf  -1  dx 

y  =  ^  fdxf  dxf  dxf  /à(— l}4&, 

c  rappresentano  sempre  gì'  integrali  completi ,  perchè  le  integra- 
zioni indicate  sono  di  numero  n .  Se  1'  equazione  da  integrarsi 

non  avesse  nel  primo  membro  che  il  termine  f^),  se  fosse 
«ioè  (0)  =  X  ;  l'equazione  da  risolversi  sarebbe  =ot  dal- 
la quale  si  ricaverebbe 


=  <*=«=  ec.  =  a         =  o 


e  perciò  1'  espressione  dell'  integrale  sarebbe 

y  =  fdxf  dxf  dxf  fXdx , 

essendo  i  segni  integrali  di  numero  n . 

Questa  espressione  dell*  integrale  si  trova  ancora  con  le 
successive  integrazioni  del  primo  membro  della  stessa  equazio- 
ne        =  X  ;  così  si  ha 

&)  =fdxfXdx, 
C^)  =fdxfdxfXdx  ec. , 

e  si  giunge  in  fine  al  medesimo  risultato  che  ci  ha  dato  il  no- 
stro metodo. 

Supponiamo  che  1'  equazione  lineare  <la  integrarsi  cominci 

i  ii      i  ■  ,t"  esime  , 

dalle  dinerenze  m      5  e  sia 

g^Z)  ^  h{^)  h.  ^,(4)  =  X: 

**  «*  4* 

Tom.  ir.  y  y 


354  MATEMATICA  SUBLIME 

»i  è  minore  di  n  \  V  equazione  da  risolvevi  sarà  allora- 

gsT      h*m  "* L   -+>  px  =  o  ,  la  quale  ha  rat  radici 

•   eguali  a  zero;  l'  integrale  duoque- 


dato  dalla  nostra  formula  (ò)r  sarà 


y  =  Lfdxfdxf  ft      *  dxfeK 


X 


dxf  f-n^TT  dx  f 


nel  quale  i  segni  integrali  che  precedono  / e  dx ,  sono-  m  —  i 
di  numero  ,  e  tutti  insieme  sono  di  numero  n  ;  cosi  le  costanti 
che  questi  introducono  ,  sono  sempre  n  di  numero . 

Ma  per  vedere  più  chiaramente  come  gì*  integrali  (  b  ) > 
(d)  si  mantengano  completi  nel  caso  delle  radici  eguali  y  sup- 
poniamo che  le  radìei  eguali  siano  tre  »=«=»" ,  come  al 
principio'  di  questo  paragrafo  • 

Sia  k  porzione  dell'  integrale  » 

Z  -+A", 

X 

essendo  Z  una  funzione  di  x ,  e  A"  una  costante  arbitraria» 
avremo  allora 

y  =  —  e  fdxfdx(Z  -4-  A" )  :  ora 

/c£x  (  Z^      A"  )  =  Z'^  h-  A"*  h-  A'  ;  dunque 

y  =  -1  e**fdx  (  Z'^  A"*  A'  )  ;  ed  eseguendo  questa  in* 
tegrazione ,  sarà 
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y  =  leM(Z"  H-  AV      A'ar      A  ) ,  ovvero 
P  * 

=  —  e   Z    -f- A  a? -e    -+  A  a:    h- Ae 

Per  Z'x  si  è  rappresentato  I'  integrale  fdx .     ;  per  Z"^ 

T  integrale  yr<2x  .  Z'^  j  la  quantità  ~  e  i  coefficienti  che  por- 
tano T  integrazioni ,  si  considerano  contenuti  «atro  le  costanti 
arbitrarie . 

Ora  siccome  Z"^  contiene  le  costanti  arbitrarie  le  quali 

6ono  comprese  in  Z^  che  souo  n  —  3  di  numero  5  il  valore  di 

y  ne  conterrà  perciò  un  numero  n  e  resterà  completo . 

Quando  X  essendo  nullo ,  alcune  delle  radici  sono  eguali , 
per  esempio  »  =  a  =  Vf  si  ha  (  poiché  allora  è 

25  =  A1"" 1  -4-  H-  A"-e(*'"-*"H-  A"), 

•    **  sa    rA    /  A(*-|,-(fc(""l)-*)jr  • 
j  =  y  e   /do? /ao:  |  A        e  -r   H- 


A  e  A  /  =  Ae   -*Ao:e         A*'e  -4* 

J\  e      -+»  H-  A  e 

«  qnest'  integrale  è  sempre  completo . 
Così  la  formula  (e) 

=  A^    h- Ae    —f*  Ae     h-  A  e      H-  -+■ 

v       (  *  —  •  ) 

A(  — V        *,  . 
$ella  quale  i  primi  tre  termini  si  riducono  ad  un  -solo  (A4 
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A'  -b  A"  )  e**  nel  caso  di  tre  radici  eguali  conterrà 
invece  di  quei  tre  termini  ,  i  tre  seguenti 

A  e  h-  A'x  c  — i-  A'V  e  ,  the  non  potendosi  ridurre  più  in  mi 
solo ,  faranno  sì  clic  la  formula  abbia  sempre  un  numero  n  dì 
costanti  arbitrarie  diverse  ,  e  sia  perciò  completa  ;  e  se  in  ge- 
nerale il  numero  delle  radici  eguali  fosse  m  ,  V  integrale  com- 
pleto ,  invece  dei  termini 

Ae    n-Ae    -h  -f*  A  e 

conterrebbe  i  termini 

Ae    h-  A  e    .oc-t-Ac    .  a;  h-  •  •   •  -r  A         e    .  x 

Tutto  passa  come  nelle  equazioni  a  differenze  finite 
(  Cap.  III.  ) . 

§.  130.  Dimostriamo  ora  come  le  formule  (c)  ed  (e)  so- 
no inesatte  ,  quando  alcune  delle  radici  «  >  a  >  *"  ec. ,  sono  e- 
guali . 

In  questi  casi  esse  divengono  incomplete ,  non  contenendo- 
più  il  necessario  numero  di  costanti  arbitrarie .  La  formula  per 
il  caso  in  cui  X  non  è  nullo,  ha  di  più  1*  inconveniente  di  ren- 
dere infiniti  alcuni  dei  suoi  termini .  Se  si  suppone  infatti  che 
tre  radici  a  ,  a  ,  *"  siano  eguali ,  i  primi  tre  termini  divengono 

f*T(C-4-/V~  a*X,/rì  ,**(C  -4-/V~  X*X<fr)  ,"*(  C"  ■+  fe~  ** Xi/x  ) 

i  quali  hanno  i  loro  numeratori  che  sono  i  medesimi ,  e  i  de- 
nominatori jn ,  771  ,  ni'  nulli ,  poiché  contengono  i  fattori  «  — 
«' ,  a  —  et" ,  «"  —  « ,  i  quali  sono  zero  ;  qnesti  termini  perciò 
divengono  infiniti . 

Nel  caso  di  X  nullo  >  quando  si  hanno  tre  radici  egnali  , 
i  primi  tre  termini 
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Ae    -4»  A'e    -+  A' e     si  riducono  ad  uno  solo  (  A  -t-  A'  h- 

A"  )  e* ,  ovvero  Ce**  (  considerando  rappresentata  da  una  so- 
la costante  G  la  somma  delle  tre  costanti  arbitrarie  A  >  A' , 
A"  ) ,  e  T  integrele  rimane  incompleto,  poiché  gli  mancano  due 
costanti  arbitrarie . 

A  tutti  questi  inconvenienti  (d)  hanno  i  Geometri  suppli- 
to adoprando  il  metodo  del  Sig.  d'  Alambert ,  di  cui  noi  ab- 
biamo mostrato  V  inesattezza  dei  suoi  Principj  nel  Calcolo  del- 
le Differenze  Finite,  parlando  della  maniera  di  completare  gl'in- 
tegrali delle  Equazioni  a  Differenze  Fiuite  .  E  perche  si  veda 
più  chiaramente  che  le  riflessioni  fatte  contro  quel  metodo,  va- 
ijliono  ancora  per  il  caso  presente ,  noi  lo  adopreremo  per  ri- 
completare  la  formula  superiore ,  quando  due  sole  sono  le  radi- 
ci eguali ,  quando  cioè  a  =  a  . 

In  questo  caso  i  primi  due  termini  Ae    -f-  A  e     si  ridn- 

cono  ad  un  solo  Ce    .  Se  però  si  fà  «'  =  *  h-  w  ,  essendo  w 


(a)  Io  credo  di  essere  stato  il  primo  a  dimostrare  l'inesattezza  del 
Metodo  di  d'  Alambert,  ed  a  sostituitene  un  altro  dedotto  dalle  proprie- 
tà dei  limiti  delle  radici  dell' equazioni  algebriche,  e  dotato  di  tatto  il 
rigore.  Esposi  tali  dottrine,  tatuo  riguardo  alle  Equazioni  a  Differenze  Fi- 
nite, che  a  quelle  Differenziali,  nel  mio  Ci.Vo/o  Integrale  delle  Equazioni 
Lineari  stampato  a  Firenze  nel  1^98.  In  eegnito  altri  Geometri  lun  fatto 
lo  Messo,  e  tra  onesti  il  Bo3sut  nel  suo  Corso  di  Calcolo  Integrale.  Rela- 
tivamente poi  alla  medesima  ricerca  nel  Tomo  XI  della  Società  Italiana  del 
1804  alla  pag.  154  in  una  Memoria  d'  Analisi  del  Sig.  Pietro  Franchini 
Prof,  a  Lucca ,  si  ritrova  un  nuovo  metodo  per  ricouipletaro  gì'  integrali 
delle  equazioni  ,  di  cui  qui  sopra  parliamo  .  Questo  anche  dipende  dalle 
proprietà  stesse  dei  limiti  delle  radici:  ad  una  tale  indagine  si  è  applica- 
lo l'Autore,  poiché,  come  Ei  dice,  sin  al  ora  non  si  è  conosciuto  altro 
ripiego  per  ricomputare  gl'  Integrai  t  che  qudlo  del  Sig.  d'  Alambert .  Io  mi 
sono  incontrato  col  Sig.  Franchini ,  scrivendo  sci  anni  prima  di  Lui  . 
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quantità  piccolissima  ,  avremo  per  quei  due  termini  Ae"r  H- 
Ae(*~*w)*,  che  saranno  eguali  ad 

Aea*  -  A'e" .  e*  =  Ae"*  -,  A:/*  (i^^^i'^'^c  ), 

e  trascurando  gì'  infinitamente  piccoli  degl'  ordini  superiori  al 
primo  (  se  le  radici  fossero  tre  si  trascurerebbero  gì'  infinita- 
mente piccoli  degl'  ordini  superiori  al  secondo  ordine  ,  e  così 
di  seguito  come  nelle  equazioni  ft  differenze  finite  )  s*  avrà 

Ae        A  e    (  j  h-  wx-  )  =  (  A  -f  A  )  e    -f.  A'wx  :  e  ; 

facciamo  A-j- A'  =  A,  A'w  =  A'  >  ed  avremo  per  i  primi  due 
termini  dell'  integrale 

w 

A«**  -+  A'jc  *** .  Si  vede  dunque  che  nn  tal  metodo  ha  per 

base  i  medesimi  principj  che  abbiamo  esaminati  al  luogo  citato,» 
perciò  noi  lo  rigettiamo  senza  più  parlarne . 

Ma  qnelle  formule  possono  di  nuovo  ridursi  ad  essere  com- 
plete senza  bisogno  di  ricorrere  in  modo  alcuno  al  metodo  del 
Sig.  d'  Alambert,  dedneendo  la  correzione  agl'inconvenienti  che 
contengono)  da  nessun  .principio  a  loro  estrinseco ,  ma  dalla  na- 
tura st&ssft  -delie  equazioni  ,  di  cni  esse  esprimono  gì'  integrali  : 
questo  è  ciò  che  andiamo  a  vedere  . 

Nel  caso  di  X  nullo  l' integrale  dell'  equazione 

y  —  Ae   •+»  A  e    •+ Ae     H-    .-.-t-A        e  , 
che  è  la  somma  -di  un  numero  n  d*  integrali  particolari  diversi 

(  §.  ia8  )  Ae    ,  A'e     ec. ,  A        e  ,  ciascuno  dei  qua- 
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li  contiene  una  costante  arbitraria. 

Quando  akune  radici  *  >  «'  ec. ,  «  sono  eguali ,  si 

hanno  alcuni  di  questi  integrali  particolari  ugnali,  e  perciò  sce- 
mando il  numero  degli  integrali  particolari ,  ciascuno  dei  quali 
è  moltiplicato  per  una  costante  arbitraria  diversa  »  la  loro  som- 
ma conterrà  un  minor  numero  di  costanti  arbitrarie  *  e  Y  inte- 
grale da  essa  rappresentato  rimarrà  incompleta. 

Siccome  « ,  a  ec  ,  a  *  1  *  sono  le  radici  dell*  equazione 
(1)  o  h- fia  4.  c«  H«  pm*  =  q  ,  è  noto  che 

le  radici  dell'  equazione 

(  1  )'  b     ac«  -f  Zett%  H-  •  •  •     •     -+*  np*~~  =  o  t 

(  la  quale  nasce  dal  moltiplicare  ciascun  termine  dell*  equazio- 
ne (  1  )  per  r  esponente  che  vi  ha  l'«,  c  dividere  quindi  per 

•  )  ,  avranno  per  limiti  (  J.  63  )  le  qnantità  *,«,....«  : 
dunque  se  1*  equazione.  (  1  )  ha  due  radici  eguali  l'equa- 
zione (  1  )'  avrà  una  radice  eguale  ad  *  ;  e  perciò  questa  radi- 
ce soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  equazioni  (  1  )  ,  (  1  )'  :  se 
ora  V  equazione  (  1  )  si  moltiplica  per  x  e  vi  si  aggiunga  1*  e- 
quazione  (  t  )' ,  avremo  questa  equazione  (i)x  (i)'  =  o, 
cioè 

(  2  )  ....  ax      b  (  ax  •+  1  )  H-  c  (  *x  H-  2*  )  H-  e  (  t^x 
3»*  )  h-  p  (  *  x      n*      )  =  o  ;  ed  una  del- 

- 

le  dne  radici  eguali  « ,  a  soddisfarà  o  renderà  identiche  nel  me- 
desimo tempo  le  dne  equazioni  (  1  )  ,  (a) . 

Ora  è  evidente  che  qualunque  valore  di^,  funzione  di  u* 
□a  delle  radici  eguali  *  e  di  * ,  il  quale  sostituito  nella  propo» 
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sta  la  trasformi  nell'  equazione  (  3  )  »  sarà  un  nuovo  integrale 
particolare  della  proposta  medesima  .  Se  dunqne  si  fa  y  = 

A'xe**,  essendo  A'  nna  costante  arbitraria,  si  ba 
(|)  =  A'e>^i) 

(g)  =  AeVn-a«) 


=  A'e"*(/o;  h-  72«"     ) ,  e  sostituendo  questi  valori  nell'  e- 
quazioue 

•ay   H-p(0)^=o,  abbiam  precisamen- 
te r  equazione  (a)  ;  dunque  sarà  y  =  A'x  .e**  un*  altro  inte- 
grale particolare  della  proposta  ;  dunque  nel  caso  che  a  sia  u- 
na  delle  radici  eguali  dell'  equazione  (  1  )  ,  soddisfa  all'  equa- 
zione differenziale  non  solo  y  =  Ae**,  ma  ancora  y  =  Kxe*  ; 
e  perciò  invece  dei  due  termini  Ae  A'e  (  i  quali  si  ri- 
ducono ad  un  solo  )  si  metteranno  i  due  A  e  *  h-  A'xe"* ,  e 
così  V  integrale  essendo  sempre  un  aggregato  di  n  integrali  par- 
ticolari diversi ,  sarà  completo  • 

§.  131.  Nel  caso  cbe  le  radici  eguali  siano  tre  «  =  «'  = 
*"  »  una  di  tali  radici  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle  due 
equazioui  (  1  ) ,  (  a  )  del  §.  antecedente  ,  ed  all'  equazione 

(  1  )"  .  .  .  .  ac  H-  a  $ex  h-  3  •  4/*  H-  -f-  «  (  »  —  1  }X 

px    9  =  o ,  le  cui  radici  hanno  per  limiti  quelle  dell'  e- 

quazione  (  1  )'  ;  quest'  equazione  (  1  )"  si  ricava  dall'  equazio- 
ne (  1  )' ,  come  si  è  ricavata  la  stessa  (  1  )'  da  (  1  )  :  se  adesso  si 
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moltiplica  1'  equazione  (  i  )  per  ,  V  equazione  (  i  )'  per  zx  , 
e  s'  aggiungono  ad  (  i  )" ,  avremo  1'  equazione 

(  3)  .  .  .  .  ax1  H-  b(ax1  h-  ix)  -f-  c(xx'  »f  2a  .  2r      2  )  -f. 

■ 

e(*V  -+  3«*  •      H-  3  .  3«  )  -f-  ........  h-  p  (  *V  -f- 

.   ria      .  ax  -i-  n  {  n  —  1  )  et      )  =  o; 

-ed  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  alle 
tre  equazioni  (i)»(a),(3). 

Prendiamo  ora  per  y  una  tal  funzione  di  x  e  di  che  so- 
stituita nella  proposta,  la  trasformi  nell'equazione  (3);  questa 
funzione  sarà  un  altro  integrale  particolare  della  proposta . 

Tj  facile  vedere  che  y  —  A"e  .  x*  ha  siffatta  proprietà  , 
poiché  generalmente  si  trova 

(  -  <  )  =  A  e  .H-a.wa      •  x  — t-  n  [  n  —  1  )  «      )  ; 

e  sostituiti  i  valori  di  ^  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta  ,  el- 
la si  riduce  all'equazione  (3)  ;  dunque  y  =  Ae**  .  x1  sarà  un 
nuovo  integrale  particolare  della  proposta  :  dunque  nel  caso  di 
tre  radici  eguali  ad  a  ,  questa  radice  darà  i  tre  integrali  par- 
ticolari diversi 

y  —  Ae    ,  y  =  A  e    ,xyy  =  Ae  .x; 

onde  invece  dei  tre  termini  dell'  integrale  completo 

A&X  .  ,  *\r  .  „  *"x 

e    H-  A  e         A  e  , 

i  quali  in  questo  caso  si  riducono  ad  uno  solo ,  si  porranno 
i  tre  seguenti 

Ae    H-  A  e    .  x  h-  A  e    .  x  ; 

e  così  1'  integrale  si  manterrà  completo . 

Tom.  Il  Z  z 
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Col  medesimo  ragionamento  si  può  provare  che  se  abbiamo 
un  numero  l  di  radici  eguali ,  cioè 


•    A  =  *     «  > 

invece  degli  l  termini 

Ae    n«Ae    h-  -h  A        e  , 

i  quali  si  riducono  ad  nn  solo  >  dovranno  mettersi  i  termini 

Ae    H-Ae    .  a?  -4-  A  e    .a;  h-  -h  A         e    .a  ; 

ed  allora  T  integrale  sarà  sempre  completato  dal  necessario  nu- 
mero di  costanti  arbitrarie . 

Abbiamo  veduto  qui  sopra ,  che  nel  caso  eh  due  radici  e- 
guali  a  =  *' ,  una  di  queste  radici  soddisfa  nel  medesimo  tem- 
po alle  due  equazioni  (  1  )  ,  (  1  )' .  Se  ora  si  moltiplica  1'  equa- 
zione (  1  )  per  <px  e  1'  equazione  (  1  )'  per       ,  essendo  px , 

due  funzioni  di  xt  e  si  sommano  queste  due  equazioni,  a- 
vremo 

(2)  .  .  .  .  a.px      b(ct .  pi4  rx)  a».Ts) 
 •  9*  "+  n*~X  .fx)  =  o; 


ed  e  chiaro  che  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  nel  medesi- 
mo tempo  alle  equazioni  (i)>(a)<  Dunque  se  per  y  si  trova 
una  tal  funzione  in  x  ed  «  ,  che  sostituita  nella  proposta ,  la 
ridura  all'equazione  (a)>  questa  sarà  un  nuovo  integrale  par- 
ticolare della  medesima . 


Facciamo  y  =  Ac**  px  ,  ed  avremo 
(*)  =  Ae"(*?*-K£)) 

ce. 
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Affinchè  dunque  la  proposta 

<yH-i(£)H-c(£)H-  _i-i>(^)  =  ° 

si  riduca  all'  equazione  (2)  col  sostituirvi  i  valori  dell'  y  e 

-delle  sue  differenziali,  conviene  che  sia  l4j* )  =  y# ,  e  (~™  )  = 

o  ;  da  queste  due  equazioni  sì  ricava  ?x  =  Klx  h-  ^  »  vx  — 
C  (  essendo  C ,  C  due  costanti  arbitrarie  ) ,  ed  in  conseguenza 

y  =  Ac"  (  Cx      C'  )  ==  A'e**  .  x  h-  Ac**  ,  avendo  mutato  la 

forma  delle  costanti ,  cioè  avendo  posto  A'  per  AG ,  e  A  per 
AC  .  Questo  valore  di  y  sarà  il  nuovo  integrale  particolare  che 
dovrà  aggiungersi  all'  espressione  incompleta  dell'  y .  Si  pervie- 
ne così  al  medesimo  risultato  trovato  sopra . 

E  si  potrebbe  procedere  in  questa  guisa  direttamente  alla 
ricerca  degl'  integrali  particolari  che  hanno  luogo  per  più  radi- 
ci eguali  ;  c  si  troverebbero  a  priori  quelle  Stesse  espressioni 
per  gì'  integrali ,  le  quali  abbiamo  di  già  ottenute  per  altra 
strada  . 

Noi  non  ci  tratterremo  a  dedurre  dalla  natura  dell'  equa- 
zione dirlercnziale  il  metodo  di  rieomptetare  la  formala  (c)  del 
§  128.,  per  il  caso  in  cui  X  non  è  nullo;  poiché  quella  (6) 
del  §  127  ,  dandoci  sempre  gì'  inregrali  completi  per  qualunque 
caso,  può  soddisfare  a  qualsiasi  quesito.  Sarebbe  però  facile  mo- 
strare che  non  vi  è  bisogno  di  mai  ricorrere  al  metodo  del  Sig. 
d'  Alembert ,  qualunque  sia  la  forma  sotto  la  quale  si  tengono 
gì'  integrali  . 

Passiamo  a  trattare  dell'  integrazione  dell'  equazioni  a  coef- 
ficienti variabili . 

J.  132.  Se  i  coefficienti  a  ,  b  ,  c  ec. ,  p  di  questa  equazione 

(A)  .  .  .  .  «jFH-ft(6)  -+cig)  ■+  •+*(£)  =  x> 
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sono  funzioni  dell'  x  ;  allora  per  averne  l'integrale  si  farà  y  = 
etfzdX)  essendo  a  e  z  due  funzioni  della  variabile  x  da  deter- 
minarsi .  Dopo  questa  supposizione  »  avremo 

<&)  =  {-*-)/■**«-<•«* 

<£)  =  (£)/***-*•«(£>•*-«-«<£) 

(g)  =         ■+  3<£>  • *  -  3(£)  •  (£)  ■+  «(£> 


e  sostituendo  questi  valori  nella  equazione  (A),  troveremo 

{é*H-2c(£)  h-   -+■  np(£~*)}  z"-f-  {c«  H- 

3e(£)  H-  ■  i-  !ÌS=i2,(££)}  .  (*)  H- 

{«-  +  ^^/>(£-")}(£)-*----- 

'  •  •  •  =  X: 

se  ora  si  fa  eguale  a  zero  il  coefficiente  della  quantità  f  zdx , 
s'  otterrà  per  determinare  « ,  quest*  equazione 

(O  "H- -+  np(g)  =  Q; 
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e  per  determinare  z  una  equazione  della  forma 

(B)  .  .  .  .  *Wc'(£)  h-  h-  /»'(£••>)  =  X. 

L*  equazione  (  1  )  che  determina  a,  non  c  altro  che  la  pro- 
posta ,  nel  caso  che  X  sia  nullo  ;  e  quella  (  B  )  che  determi- 
na 2,  è  una  equazione  dell'ordine  n  —  1  ,  ancora  essa  a  coef- 
ficienti variabili.  Nella  medesima  maniera  si  faccia  z  =  af 'z'dx, 
essendo  ancora  a  ,  z  due  funzioni  di  a:  da  determinarsi ,  ed 
operando  come  per  la  proposta,  s'avrà  per  determinare  1'  e- 
quazione 

(2)  .  .  .  .  (&VH-  c'(£)  H-  e'(£)  H-p'(^~)  =  o  ; 

e  per  determinare  s',  una  equazione  dell'  ordine  n  —  a  di  que- 
sta forma 

Se  il  valore  di  z  si  sostituisce  in 
y  =  afzdx  y  si  avrà 

y  ■=  af  x'dx  f  z'dx  . 

Parimente  facendo 

s"  =  »" f z  'dx  ec. ,  avremo 

y  =  af  %'dx f  *"dxf  z'  dx  , 

y  =  afxdxf»"dxf»"dxfz"dx 
ec. ,  e 

seguendo  il  medesimo  andamento  che  abbiamo  tenuto  per  1'  e* 
quazioni  a  differenze  finite  ,  si  vedrà  che  giungeremo  infine  •  a 
questa  espressione  di  y 
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y  =  uf*dxf*'dxf*"dx  fi  "  ~  '  }         "  "  ' }  , 

la  quale  sarà  1'  integrale  completo  della  proposta . 

Così  1'  integrale  completo  di  una  equazione  lineare  (A) 
dell'  ordine  n  a  coefficienti  variabili  dipende  della  conoscenza 

delle  funzioni  a  ,  u  ,  «  9    *\  z*    *\  le  quali  si 

ottengono  per  mezzo  dell'  integrazione  di  queste  n  equazioni 

(O  ....  a.  -h  b  (-£)  -+  c  (.£)  -+  (-£-)  =  o 

(2)  .  . .  .  6V  m-  c-  (  £)  H-  e'(£)  H-  ■  ■  •  •  ■+ p'  (  9 


(«)..••  9  •  H-p  (-T-  )  =  P 


e  dalla  risoluzione  dell'  equazione  finita 

,  v  (»)     (•->)  v 

(  «  H-  i  )  p     s         =  X . 

I  coefficienti  A' ,  d  ce. ,  p'  sono  conosciuti ,  poiché  dipen- 
dono dai  coefficienti  della  proposta  e  dalla  quantità  «  .  Egual- 
mente i  coefficienti  c" ,  c"  ee. ,  p"  dipendono  da  b  ,  c  ce. ,  p' 
e  da  et  ,  e  cosi  di  seguito . 

Ora  ù  tacile  mosfrare  che  trovati  «  iategrali  particolari 
dell'  equazione  (  i  )  ,  si  hauno  sul  momento  e  senza  alcuna  ope- 
razione che  dipenda  dalle  equazioni  (2),  (3)  ce,  gl'integra- 
li particolari  di  quest'  altre  equazioni .  Infatti  se  all'  equazio- 
ne (2)  si  aggiuuge  l'equazione  (1)  moltiplicata  per  fx'dxi 
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s  avrà  (  avendo  sostituito  per  b ,  c  ec. ,  p  i  loro  valori  )  la 
seguente  equazione 

{a.-hfi(g")^c(0)  -+■  H-p(£)>/-'«fa  ■+ 

{6«-t-ic(-£)  ■+  -t-  «p(;Jj^)}«'-f.  {<*-+• 

3*Cs)h-  h-^p(£^)}(^)h-.... 


la  qnale  si  riduce  evidentemente  a  questa 

(»)'  «./Vi»  H-  M -+  c(£^*)  -+ 

Ora  questa  equazione  (2)',  avendo  i  medesimi  coefficien- 
ti dell'  equazione  (  1  ) ,  è  evidente  che  * f  %'dx  deve  essere  un 
integrale  particolare  della  medesima ,  il  quale  se  noi  indichia- 
mo per  ai  ,  avremo 

mfxdx  =  ai  ,  c  quindi  fa'dx  =  il ,  *'  =  (^—^  ;  cioè  un 

integrale  particolare  «'  dell'  equazione  (a)  è  eguale  alla  dif- 
ferenziale del  quoziente  di  due  integrali  particolari  dell'  equa- 
zione (  1  ) . 

Se  dunque  indichiamo  per  «  ,  *i  ,  «2  ,  .  .  .  .  a  (ri  —  1), 
gli  72  integrali  particolari  deli'  equazione  (1);  e  per  a  ,  ai  , 
a  2  ,  .....  a  (  n  —  a  )  gli  n  —  1  integrali  dell'  equazio- 
ne (  2  ) ,  avremo 

=  )>«'.=  (^-') ,  «'a  =  ,  • 

 «•(n_3)  =  (i.f^LUli); 
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e  siccome  l'equazione  (3)  c  rapporto  all'equazione  (2)  ciò 
che  questa  qui  e  rapporto  all'equazione  (i);  perciò  dagl'inte- 
grali particolari  dell'equazione  (2),  prendendo  le*  differenziali 

dei  loro  quozienti  ~  ,  *J ,  a-ia~—  >  si  troveranno  nel 

momento  quegli  dell'equazione  (3),  e  saranno  -I  .  d{*\  :  «') , 
ì.d(«2:«')  ec. ,  cioè,  sostituendovi  i  valori  di  x'i  >  «2  ce, 

id(a<'(*S!,):i<'{":,))-s<its<,(«3!")Ì«'(«='))«.«i 

e  così  di  seguito  per  le  altre  equazioni . 

Dunque  si  potrà  sempre  aver  1*  integrale  completo  della 
proposta  quando  si  abbiano  nn  numero  n  d'  integrali  partico- 
lari dell'  equazione  (  i  ) ,  cioè  della  proposta  medesima  nel  ca- 
so di  X  =  o  ;  e  la  forma  di  questo  integrale  sarà  simile  a 
quella  ritrovata  per  V  equazioni  a  coefficienti  costami . 

§.  133.  Serviranno  anzi  nn  numero  n —  1  soltanto  d*  in- 
tegrali particolari  della  proposta  nel  caso  di  X  =  o ,  poiché 
non  conoscendosi  un  integrale  particolare  dell'  equazione  (  1  ) , 
ne  resterà  in  conseguenza  sconosciuto  uno  nell'equazione  (2), 
uno  nella  (3),  nno  nella  (4)  ce.;  ed  è  chiaro  che  dell'ulti- 
ma equazione  (tz)  non  si  conoscerà  l'integrale  per  mezzo  de- 
gli integrali  dell'equazione  (1);  ma  quest'ultima  equazione  (tz) 
del  primo  ordine  è  sempre  (  §.  126)  integrabile;  dunque  anco- 
ra quando  si  conoscono  solamente  n  —  1  integrali  particolari 
della  proposta  per  il  caso  di  X  =  o ,  potremo  sodisfare  a  tut- 
te l'equazioni  (i)»(a)i(3)  cc  >  (n)  dalle  quali  la  di  lei 
integrazione  dipende  ,  ed  in  conseguenza  assegnar  V  integrale 
completo  della  medesima  . 

Onesto  Teorema  è  dovuto  al  Sig  La  -  Grange .  Se  poi  i 
coefficienti  saranno  tali  ,  che  1'  equazione  nel  caso  di  X  =  o 
abbia  un  numero  n  —  vi  d'  integrali  particolari  conosciuti ,  e 
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gli  altri  di  numero  m  siano  incogniti ,  allora  mancheranno  m  in- 
tegrali particolari  all'  equazione  (  1  )  ;  ne  mancherà  nn  egual  nu- 
mero all'  equazione  (  1  )  ;  egualmente  ne  mancheranno  o  non  si  co- 
nosceranno m  integrali  dell'  equazione  (3)  ec  ,  ed  è  chiaro,  che 
all'  equazione  (  n  —  m  —  1  )  dell'  ordine  m  ,  mancheranno  o 
non  si  conosceranno  i  di  lei  integrali  particolari  :  V  integrale  al- 
lora della  proposta  dipenderà  dall'  integrazione  di  quest'  ultima 
equazione  dell'  ordine  m .  Ora  se  1'  equazione 

a  H-  ha  *+■  Cx  -H  H-  p*"  =.  o  , 

la  quale  si  forma  ponendo  nella  proposta  *  per^,  *per{^), 
a*  per  (^)  ce.  o  per  X ,  avrà  alcune  radici  variabili  ed  al- 
cune costanti ,  supponendo  che  *  **  siano 
queste  radici  costanti 

y  =  Ae    ,  y  —  A  e    ,  y  =  A  e     ,  .  y  = 

A  —  m) 

A         .e  , 

saranno  allora  tanti  integrali  particolari  che  soddisfaranno  alla 
proposta  nel  caso* di  X  =  oì  avremo  dunque  quest'altro  Teo- 
rema: 

„  L*  integrale  completo  di  un*  equazione  lineare  dell'  or- 
„  dine  n  a  coefficienti  variabili 

»  oy-t-Hg)   =  x 

»  dipende  sempre  dall'  integrazione  di  nn'  equazione  dell'  ordi- 

„  ne  m  parimente  a  coefficienti  variabili ,  essendo  m  il  nume- 

„  ro  delle  radici  variabili,  ed  n  —  m  quello  delle  costami  che 

„  si  trovano  in  quest'  equazione 

T  »  * 

„  a  H-  ox  -t-  ca  -4-  H-  p*  =  O  . 

Tom.  IL  Aaa 
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E  se  il  secondo  membro  dell'  equazione  è  nullo  , 

„  Di  nn'  equazione  lineare-  dell'  ordine  n"m*  s'  avrà  sera- 
„  pre  mi  integrale  particolare  completato  con  tante  costanti  arbi- 
„  tra  rie  r  quante  sono  fe  radici  costanti  di  quell'  equazione  me- 
»  desi  ma  M  :  quest*  integrale  è  l'aggregata  degl*  integrali  par- 
ticolari trovati  qui  sopra ,  è  cioè 

y  =  Ae    h-  A  e    -4-  -4-  A  .e 

Questi  Teoremi  si  trovano-  negli  Atti  di  Turino*  del  1803: 
§.  1 34.  Proponiamoci  1'  equazione 

(A). . . .  a>-i-6'(P-i-5^)  (^)H-c'(pH-gx)i.(0)H-  

 H-jp'(p  ~{~qx)* .  (g)  =  X, 

che  è  stata  integrata  la  prima  volta  dal  Sig.  Euler;  a',  b'  ec.„ 
p' ,  p  ,  q  ,  sono  quantità  costanti . 

Paragoniamo  quest*  equazione  con  quella  del  §.  131 ,  ed  il 
di  lei  integrale  sarà,  della  forma. 

y  —  ttftt'dxf&dx  fa"    x^  dxfz*    ^  dx . 

Per  trovare-  i  valori  di  ara',  *"  ec. ,  z  *  '  \  conviene 
prima  cercare  un  numero  n  d'  integrali  particolari  che  soddi- 
sfacciano alla  proposta  nel  caso  di  X  =  0,  uno  dei  quali  ci  da- 
rà il  valore  di  a  . 

Ora  per  integrare  1"  equazione 

ay  H-  b'{p^rqx){J£)   ^         ^- 2* )*(£■)  =  °' 

facciamo  y  —  A  {p  -t-  qx  )m ,  essendo  m  una  costante  da  deter- 
minarsi ,  ed  avremo 

(£)  =  Amqip^qxf' 
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.(£) = Am(m — 1  )2*  (p  s*r~9 


 *-  

-.3*) 

sostituendo  e  dividendo  per  A  (jp  h- 9^  »  si  avrà  per  deter- 
minare /a  1', equazione  algcbraica  del  grado  n, 

(a)  a' -4-  ò'mg  -4-  c wz (to  —  4 ) q* H-  (-W  —  1  )  

 (wz  —  («  —  i))5W  =  o. 

Da  quest'equazione  (a)  ai  ricaveranno  72  valori  per  to, 

i  quali  se  siano  m,  m' ,  m  ,  m*    l\  saranno  indicati 

da  A(p4  5«)w>  A'(p  -4-^jp)w  .ec. , 

(  n  —  1  )  w(  *  —  1  ) 

A         (/>  H-  <?x)  gli      integrali  .della  proposta,  nel  ca- 


scansi  i  valori  di  a  j«  i  ec. ,  nell'  espressioni 
V  =  (^J-i^) ,  *'i  .=  (^^)  ec. ,  «d  avremo 

eseguendo  le  differenziazioni  e  mutando  la  forma  delle  costan- 
ti ,  tali  espressioni  diverranno 
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qx)  ,  e  perciò 

Egualmente  trovati  i  valori  di  «' ,  s'i  ec. ,  si  hanno  quei 
di  a"  ,  *"i  ,  *"(/*  —  3)  ;  poiché 

*  l  "~S — )>  aI==(*-^;~)  ec>  e  <lmndl  nostro 
caso  si  ha  per  «"  quest*  espressione 

Mi''       mi  ^—  | 

1 .rflL^fli  dalla  quale,  eseguite  le  dirtèrenziazio- 

ni ,  c  mutata  la  forma  delle  costanti ,  si  ricava  a"  =  C  (p 

xia''  —  wi'  —  i  ,  „  ffi"  m.'  | 

2*  )  :  egualmente  troveremo  *  =  D  (p     qx  )  , 

e  così  di  seguito  fino  ad  a"~"I>  ,  che  sarà  =  P  (p 

Facendo  ora  eguali  all'unita  le  costanti  arbitrarie  A,  B, 
C,D  ec. ,  P  di  tutti  questi  integrali  particolari,  e  sostituendo 

i  valori  di  a  ,  a  ,  a" ,  ec. ,  «  "  nell' espression  di  ^,  si 
avrà 

y  =  ÌP-h  qx  )mf(p      qx  f'  ~m~l  dxf(p  H-  qx      ~    ~ 1  cfo  X 

/ ......   fip^qxf  m  'dxfj—^dx; 

per  avere  s  "    '  \  osserviamo  che  al  §.  131  si  trova  z^*~  = 
e  che  ivi        =  pa*V  «("""f):  essendo  dunque  nel 
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nostro  caso  p  =p'(p  -t-  , 

a"  =  (p  H-  g»)  ce. ,  avremo 

J«-»>     _  v 


L'  espressione  per  tanto  dell'  integrale ,  sarà 


Qnesta  formula  contenendo  un  numero  n  di  segni  integrali 
esprimerà  1'  integrale  completo ,  qualunque  siano  le  radici  m , 
ara  ,  m"  ec. ,  eguali  o  diseguali  fra  loro  ;  imperocché  questi  se- 
gni integrali  introdurranno  sempre  un  numero  n  di  costanti  ar- 
bitrarie . 

Facendo  X  =  o ,  questa  formula  diviene 
y  =  A(p-bqx)mf(j)-hqx)m  ~m~l  dxf(p-i-qx)m  ~m~ldxX 

f  /(p      ?*)  poiché  allora 

/  ^t»-^tì —  —  fodx  —  A  costante  arbitraria . 

E  se  si  eseguissero  le  successive  integrazioni ,  senza  aver 
riguardo  ai  cofficienti  costanti  che  esse  portano,  considerando- 
li contenuti  entro  le  costanti  arbitrarie ,  avremmo 

y  =  A(p  -f  qx)    -h  — h  qxf  h-  C(p  -i-  qxf  '  -+  ec. , 
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essendo  A,B,C  ec.  un  numero  n  di  costanti  arbitrarie:  1' jfl- 

timo  termine  di  questa  formula  è  h(p-t*qx)m 

§.  135.  Diciamo  ora  gualche  cosa  dell'  equazioni  lineari  a 
più  variabili . 

Quando  fra  le  variabili  y ,  fl ,  x  si  hanno  due  equazioni  li- 
neari ,  si  può  sempre  per  mezzo  della  differenziazione  elimina- 
re una  di  queste  variabili ,  e  giungere  ad  una  equazione  linea- 
re fra  due  ..sole  variabili . 

Noi  applicheremo  il  metodo  a  due  equazioni  drl  secondo 
ordine ,  potendo  estendersi  anche  all'  equazioni  degli  ordini  siu 
periori  tutto  ciò  .che  siamo  per  dire . 

Si  abbiano  ,dunque  le  due  .equazioni 


°y-+b  (g)H- 

(1)   >  =  x 


} 


A>H-B(*)H-C(0)  V 
(2)   ^  =  X 

Se  il  valore  di  (  ^?  )  ricavato  dalla  seconda  equazione ,  si  sosti- 
tuisce nella  prima ,  .avremo  un'  equazione  .di  questa  forma 

ai  ,^H-.ii  •  ci  .(£?) 


(3) 


•+a'[.jH.  Ó'i    .  (y) 


|  =  Xi  . 


Si  differenzi  adesso  l'equazione  (3),  e  si  avrà  un'  equa- 
zione della  forma 
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(4) 


oa.j-H.i..{4)H-«  .<£*)-*  e». (g) 


In  questa  equazione  (4)  sostituendo,  il  valore  di  (~  )  ri- 
cavato  dall* equazione-  (2)*  avremo-  V  equazione  della  forma 


LT  equazione  (  5  )  differenziata ,  e  sostituito  in  essa  il  va- 


Per  mezza  adesso-  delle  equazioni  (3)»(s)»(6)  si  posso- 
no eliminare  le  quantità  0  e  c  s'avrà  allora  una  equazio- 
ne lineare  del  quarto  ordine  fra  le  due  sole  variabili  x  e  y . 
Si  ricaverà  da  una  tale  equazione  il  valore  di  y ,  il  quale  so- 
stituito in  due  delle  stesse  equazioni  (3)>(5)j(6)»  ed  elimi- 
nando per  mezzo  di  esse  (£)  >  s'avrà  il  valore  di  fi  senza  nes- 
suna integrazione. 

Quando  i  coefficienti  sono  costanti ,  V  equazione  risultante 
ba  ancora  essa  i  coefficienti  costanti  ;  anzi  in  questo  caso  se 

anche  X  ,  X'  sono  nulli ,  si  può  far  subito  y  =  Ae  ,  fi  =•  Ae  . 
«  e  J  essendo  costanti  da  determinarsi ,  ed  A  una  costante  la 


(si 
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quale ,  come  vedremo ,  resta  arbitraria .  Sostituendo  questi  vaio- 
li nelle  equazioni  (  i  ) ,  (  »  )  ,  si  avranno  per  determinare  *  e  *  Je 
due  equazioni 

a       ba  —h  c* 

(  a'  H-  i'«  -h  e  »  )  ^ 

A  «4-  Ba  -f-  Ca* 

H-  (  A'  .*  B*  H-  CV  )  * 

dalle  quali  eliminando  J  si  ha  un*  equazione  algebraica  del  quar- 
to grado 

(  a     b*  h-  c«'  )  (  A'  h-  B'«  H-  CV  )  =  (  A  -*B«  h-  C«s  ) 

(  a'      &  «  H-  cV  )  ,  dalla  quale  si  ricaverà  il  valore  di  «  . 

Questa  equazione  avrà  quattro  radici ,  e  perciò  quattro  va- 
lori per  * ,  che  possiamo  indicare  per  «,*,«',  .  Questi  ci 
daranno  quattro  valori  per      che  indichiamo  per  9  . 

Avremo  allora  per  y  quest*  espressione 

y  =  Ae    -+Ae     ^Ae     ~H  A  e     ,  e  per  fl  quest  altra 

t  =  Ae**  .  *  h-  A'c*'*  .  *  — h  A"/"*  .  *"  h-  A  V"* .  r  • 

Le  lettere  A  ,  A' ,  A"  >  A'"  rappresentano  quattro  costanti  ar- 
bitrarie . 

Si  vede  come  potremmo  fare  se  il  numero  delle  equazioni 
fosse  maggiore .  Tutto  passa  nelle  equazioni  differenziali ,  come 
nelle  equazioni  a  differenze  finite . 

Osserviamo  che  se  il  numero  delle  equazioni  date  sarà  in- 
feriore al  numero  delle  variabili  y  ,  0  ce.  funzioni  di  x ,  allora 
non  potranno  trovarsi  i  valori  di  esse  ,  e  resteranno  tante  di 
qncJ'e  variabili  al  nostro  arbitrio ,  quante  sono  le  equazioni  di 
meno.  Potremo,  se  ci  piace >  dar  dei  valori  particolari  ad  alcune 
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di  quelle  variabili ,  o  completare  il  numero  delle  equazioni  , 
con  delle  altre  equazioni  arbitrarie  qualunque ,  sicché  siano  tan- 
te equazioni  ,  quante  variabili  da  determinarsi  ;  così  se  si  aves- 
se 1'  equazione  del  primo  ordiue  M      N  (£)  H-  L(  *J "=  o  , 

potrebbesi  prendere  qualunque  valore  per  y  o  per  0 ,  o  io  ge- 
nerale stabilire  un'altra  equazione  qualunque  tra  x,yyò^  on- 
de poterne  ottenere  i  valori  di  y  e  di  fl . 
*  §.  136.  Se  alcune  delle  radici  sono  immaginarie,  esse  a- 
vranno  sempre  la  forma  A  BVC —  1);  ed  è  noto  che  se 
yi  sarà  una  radice  di  quella  forma  A^-H/  (  —  1  ) ,  ve  ne 
sarà  un'  altra  della  forma  A  —  By7  (  —  1  )  :  > così  supponendo 
che  T  equazione  proposta  al  §.  127,  abbia  alcuke  delle  radici» 
due  per  esempio ,  immaginarie ,  si  avrà 

«  =  A  H-  Bv'C  —  i  ), 
=  A  —  BV(  -  1  ). 
La  formula  che  rappresenta  l' integrale  di  queir  equazione ,  di- 
verrà 

^  =  i.etA-fW(-",>-'BV<"0"<te/«(*""A"","-,)"d«X 
Ora  è  noto  che 

<e4=B*Vl"",)  =  cosBa?  a±  —  i  ).senBx-t  dunqno  sostiroeti* 
do ,  avremo 

Ajf  -il' 

y  =-e  (cosBae-i- y'f  —  i  ).senB«)/(cos2Bae  — —  i  )X 
se*  *Bx )  d*/e(a" ~  A)* ( cos Bx  —  y/ (  —  i  ) .  scnBx) dx  X 
/e(*     *  "dx/.  /  .e- .  )jr 

To/n  //.  Bbb 
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Nello  sviluppo  di  questa  formala  aicnni  degli  immaginar; 
si  distruggeranno ,  altri .  rimarranno  compresi  nelle  costanti  ar- 
bitrarie >  e  non  compariranno  che  le  quantità  trascendenti .  Noi 
non  ci  tratterremo  a  far  vedere  tutto  questo  >  essendo  facile  ai 
nostri  Lettori  il  fare  un  tal  calcolo  da  se  medesimi  ,  in  specie  do- 
po avere  compreso  ciò  che  noi  abbiamo  detto  per  un  simile  og- 
getto nel  Cap.  III.  del  Calcolo  delle  Differenze  Finite . 

Per  fare  alcun  esempio  delle  cose  dette  di  sopra  >  si  pro- 
ponga V  equazione 

{fi)  -*»  aV  =?  X  »  in  ess*  k  una  costante,  e  X  funzione 
qualunque  di  x  « 

Paragonando  questa  equazione  con  quella  del  §.  i  ar,  avremo 
p  =  i  ,  n  =  a  ;  T  equazione  da  risolversi  sarà  e?  a1  =  9  > 
onde 

«  =  aV(  —  1  ) ,  *'  =  —  aV(  —  1  )  i,  e  però  costituendo  tali 
valori  di  in 

y  =  S-e"fei*'-*)'dxf-£-dx,  si  avrà 

y  —  e  fe  dxfe  .  X^zx,  ea  integran- 

do per  parti 

giungendo  ora  a  ciascun  segno  sommatorio  una  costante  arbfaa- 
ria ,  otterremo 

Xd*     t^^yfi^^' f)*.  Xcbi  e  mutando,  secondo 
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ciò  che  si  è  detto  sopra ,  gi'  immaginar)  in  quantità  trascenden- 
ti ,  si  avrà  dopo  averne  fatta  Ja  riduzione , 

y  =  (  C-±  &  )  tos  ax      {G  —  —  i).  sen  ax  — 

ZLfìfsèn  <lx  .  Xdx  H-  3~  f  coscia ì .  Xdx  ;  tyafcstz  espres- 
sione (  mutandovi  la  forma  delle  costanti  ) ,  diviene 
y  =  Acos  ax  -h  Bsenax  —  f^/senax.Xdx  H- 

/cos  ax .  Xdx  -,  che  è  V  integrale  completo  della  proposta  . 
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IV. 


Dell'  Integrazione  delV  Equazioni  Lineari 


( . 


ai  Differenziali  Parziali. 


137.  per  z  si  rappresenta  una  funzione  delle  due 

variabili  x  ,  y  ,  chiamasi  Equazione  Lineare  a  Differenziali 
Parziali  un'  equazione  nella  quale  tanto  la  funzione  z  che  le 
sue  differenziali  parziali  non  sono  elevate  al  di  là  della  prima  . 
potenza .  L'  ordine  poi  di  una  tale  equazione  è  dato  dalla  più. 
alta  differenziale  parziale  che  in  essa  si  trova . 

Ecco  la  forma  generale  di  un*  equazione  a  differenziali  par- 
ziali dell'ordine  n"m* ,  c  lineare 


H-B-(g)H-C  (£J)H. 

* 


F( 


•nir  *       d  e      \  | 
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Tratteremo  in  questo  Capitolo  dell'  integrazione,  di  tali  e- 
quazioni . 

Incominciamo  dal  considerare  il  caso ,  in  cui  i  coefficienti 
sono  costanti  ed  il  secondo  membro  è  nullo,  e  proponiamoci 
l' equazione  del  primo  ordine 

Az  -f.  B(£)  B'(  J)=  o:  anderemo  in  seguito  agli  ordini 
superiori . 

Per  integrare  una  tale  equazione  facciamo 

z  =  Ce"*"*"^ ,  essendo  C  ,  a  costanti  da  determinarsi .  Que- 
sta supposizione  ci  dà 

(|)  =  Ce"^.p. 

Sostituiamo  questi  valori  di  z,  (~)»(^)  nella  proposta  , 


ed  avremo,  dopo  averla  divisa  per  Ce 

A  H-  B»  h-  B>  =  o  .  La  costante  C  resterà  arbitraria  ,  e 

le  due  quantità  « ,  0  se  ne  determinerà  una  per  1*  altra  che 
rimarrà  al  nostro  arbitrio  . 

Determinando  |3  per  *  ,  e  facendo  —  ~  =  a,  —    ;  =  br 

sV avrà  ^  =  o-f  ò«. 

Soddisfarà  dunque  alla  proposta  equazione 

*  =  Ce"-"(*-M',  =  Ce*'.e*(*^'\  essendo  C  ed  «  do* 

costanti  arbitrarie .  Questa  espressione  di  z  è  ,  secondo  ciò  che 
abbiamo  detto  al  §.  118.,  1'  integrale  completo  di 

à*h-B(£)  h-B'(£)  =  o. 

Ma  possiamo  invece  delle  due  costanti  arbitrarie  introdur- 
re nell'  integrale  una  funzione  arbitraria  per  mezzo  dell'  artifi- 
zio spiegato  al  §.  113;  avremo  allora  V  integrale  completato 
con  una  funzione  arbitraria  ,  come  abbiatn  detto  al  §.  121. 

Infatti  facciamo  C  =  ed  avremo  per  determinare  *, 
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3?  =  £  —  ^(ji).  e^.Je*<*"+*>)j  dunqtie  sóstitoendo  ptt  F  il  suo 
valore  sarà 

_{>(*). e7. e  .(arH-òyJ  —  C^J.e  .e  =o, 

ovvero 

<**^- 

Quest*  ultima  equazione  ti  dice  che  *  -4-  by  è  una  funzio- 
ne di  a ,  senza  d'  altr'  onde  nulla  pronunziare  sopra  la  osterà 
di  questa  funzione  :  sarà  perciò  viceversa  anche  *  una  funzio- 
ni (  *  •+  hy  ) 

ne  indeterminata  di  x -h  by  :  egualmente  sarà  <p(a).,e 

una  funzione  indeterminata  Y(a;H-  by)  di  x  H-  by  :  .sarà  dlia- 

que  z  =  V  .  Y  (  a:  5>  )  1*  integrale  competo  della  detta  e- 
quazione  ,  e  indicherà  la  funzione  arbitraria  che 

lo  completa  • 

Si  può  giungere  a  quest*  ultimo  risultato  con  un  altro  mè- 
todo ,  di  cui  abbiamo  fatto  uso  nel  calcolo  delle  differenze  fi- 
nite al  §.  85  ,  per  r  integrazione  dell'  equazioni  a  differenze  fi- 
nite e  parziali .  „  ,„  „. 

Se  noi  indichiamo  per  C  ,  m  ;  C"  ,  *"  ;  C" ,  et  ^  ec*  altret- 
tante costanti  arbitrarie  diverse  da  G  ,  à ,  soddisfarà  a  queir 
qua/ione  non  solo 

£  =  C  e   .  e  ,  ma  ancora 

z=C-e*'.e*'Ì(*",>) 

a  ==  C  e  .  e 
ec.  ec. 

Ed  .essendo  'lineare  T  equazione  da  integrarsi ,  anche  la 
omma  di  queste  espressioni  vi  soddisfarà  ;  dunque 
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*^ev{CettU"^)H-C'eft'(*^>)^G'V"(*^ì  ^  ce}, 
sarà  l' integrale  di  Az  B(£)  h-  B'(£)  =  o:  ora  abbìam  di- 
mostrato al  luogo  citato  che  l' espressione  Cp*  h-  C'p'-h  C'P""-r 

ec. ,  nella  quale  C  ,  /3  ,  C  ,  /3'  ec.  »  sono  costanti  arbitrarie  >  e 
che  è  composta  di  nn  numero  infinito  di  termini  ,  può  sempre 
supporsi  egnale  ad  una  funzione  qualunque  arbitraria  px  di  x  ; 
dunque  potremo  sempre  prendere  p(a?  «4-  òv  )  per 

ec.  x  e  perciò  sarà  z  =  e  P(x  — |-  oy)  ,  come  sopra . 

D*  ora  in  avanti  pertanto,  quando  negli  integrali  delle  e- 

quazioni  lineari  troveremo  dei  termini  di  questa  forma  P .  Ce  , 
essendo  u  una  quantità  variabile-  conosciuta  ed  ce,  G  due  co- 
stanti arbitrarie,  porremo  invece  di  essi  P»p(#)*  indicando 
per  $(u)  una  funzione  arbitraria  di  u- 

§.  13&  Per  1'  equazione  del  secondo  ordine 


Facciamo  egnatmeme  z  —  Ce"*    >  e  sostimando  e  dividen- 

do  per  Ce  7  %  avremo  fra  *  e  £  quest*  equazione  di  secorK 
do  grado 

-4-  B'0  -4-  E'< 

Sia  primieramente  risolubile  in  due  fattori  di  primo  grado  p  — 


/«/3  V  =  o . 
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bf  —  a,  p  —  b'a  —  a' ,  ed  avremo  allora  P  =  a  (ò  = 

a      ò*« . 

Questi  due  valori  di  #  ci  danno  due  valori  per  z ,  cioè 

^  sy      *{x-ì-iy)  «>      o.'(x-f  fy\  fU  . 

z  =  Ce  J  .  e  ,  2  =  Ce    .  e  '  ;  per  C  ,  «'  indi- 

chiamo due  altre  costanti  arbitrarie  diverse  da  C ,  «  . 

Anche  la  somma  di  questi  due  valori  di  z  soddisfarà  alla 
proposta,  e  sarà 

*  =  e"  .  Ce*'*" *>  H-  e"  .  Ce*'"-»'"  . 

Ora  poniamo  j  secondo  ciò  che  abbiam  detto  al  §.  ante- 
cedente , 

<p(x     by)  per  Ce^x^h\  e         h-  by)  per  O*'1*"* 
ed  avremo  V  integrale  completo  della  proposta  rappresento  da 

z  =  eay  <p(x      by)  h-  ea> ' .  <p'{x  ~-h  b'y),  essendo  p(x  -4-  by)9 

Q'(x  -4*  b'y)  due  funzioni  arbitrarie. 

Quando  la  risoluzione  della  suddetta  equazione  in  due  fat- 
tori di  primo  grado  non  ha  luogo ,  allora  Y  integrale  non  ha 
più  quella  forma . 

Supponiamo  dunque  che  si  abbia  |3  =  31  ;  £  =  M' ,  es- 
sendo M ,  M'  due  quantità  composte  in  qualunque  maniera  di 
«  e  dei  coefficienti  dell'  equazione ,  di  modo  che  sia  la  detta 
equazione  eguale  al  prodotto  (p  —  M)  (0  —  31')  :  avremo 
allora 

z  —  Le         ,  s  =  Ce  ,  ed  anche 

z  =  Ce  -h  C  e  :  questa  espressione  di  z  contiene 

quattro  costanti  arbitrarie  diverse  ,  essendo  in  nostro  arbitrio 
prendere  le  costanti  del  secondo  termine  diverse  da  quelle  del 
primo . 

Se  ora  si  suppone  che  la  quantità  ridotta  '  in  serie  se- 
condo le  potenze  intiere  di  a  ,  sia 

eMy  =  T  h-  T «  _t-  TV  T' V  h-  ec. ,  nella  quale  T,T  , 
T"  ec. ,  sonp  funzioni  di  y ,  avremo 
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Ce**  "*  M'  =  T  .  Ce"*  T .  Ce"  .  «  T".  Ce**  .  -+  ce.  ; 
ma  ponendo  Q(x)  invece  di  Ce**,  dovrà  porsi  per 

Ce**  .  «  ,  (^-fJ)  per  Ce**  .  V  ec,  dunque 

Ce***Mr=Tp(x)  +  T('J£})  -  T"(^)h-T"'(^)h-  ec. 
Nella  stessa  maniera  troveremo 

C'/*-M>  -  Ti  ^(#)  ^  r,  (t^to)  ^T",  ..(^2)  *  ec. 

essendo  Ti  ,  T'i  ec  ,  i  coefficienti  dello  sviluppo  di  .e  . 

L'  integrale  dunque  completato  con  due  funzioni  .arbitra- 
rie  ,  sarà 

z=   T<p(x)    h-    T(«£p)-*-  T'(^)-,-ec 

^  Ti  .  p(x)  ^  Ti  . <^J )  h-  T  i  .  f^lfi)  ec 

"Questo  avrà  un  numero  infinito  di  termini ,  se  i  coefficienti  di 
queste  serie  non  si  annullano  dopo  un  certo  numero  di  essi ,  o 
se  non  si  dà  alla  funzione  una  forma  determinata,  la  quale  .ab- 
bia i  differenziali  di  un  certo  ordine  eguali  a  zero  (<z). 

Tom.  IL  C  c  c 


(a)  Questo  metodo  che  è  generalizzato  in  seguito  per  qualunque  or- 
dine ,  fu  da  me  pubblicato  nel  Calcolo  Integrale  dell'  Eqnazioni  Lineari 

nel  1798.  Ivi  è  la  formula  dell'  integrale  dell*  ordine  n"m0  espresso  in  so- 
fie ordinate  per  i  differenziali  delle  funzioni  arbitrane.  Riguardo  a  questa 
dottrina  il  -C.  Prof.  Paoli  in  una  sna  Memoria  inserita  nel  Tomo  dieci  del- 
ia Società  .Italiana  dell'  Anno  1803  ,  \  olendo  dimostrare  1'  inesattezza  di  un 
ragionamento  di  La -Place  relativo  all'  integrazione  dell'  Equazioni  Lineari 
a  Differenziali  Parziali  del  secondo  ordine  ,  soggiunge  aver  osservato  poter- 
si ottenere  1'  integrale  di  .quelle  equazioni,  volute  da  La- Place  inintegfa- 
bili  ,  per  mezzo  .di  una  .serie  che  proceda  secondo  i  differenziali  di  li- 
na funzione  arbitraria-,  ed  in  quella  Memoria ■  destinata  ad  un  tale  og- 
getto ,  ne  dà  drgli  esempi .  11  Sig.  La-Croix  nel  suo  terzo  Volume  pag  580, 
cita  la  medesima  osservazione  del  Prof.  Paoli ,  che  dice ,  essere  anche  stata 
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Se  invece  di  determinare  /3  per  «  avessimo  determinato  « 
per  p,  avremmo  trovati  gì'  integrali  delie  equazioni  sotto  forme 
diverse  in  apparenza  ,  ma  in  sostanza  le  medesime  . 

Nel  caso  infinti  in  cui  V  equazione  é  rcsolubile  in  due  fat- 
tori di  primo  grado  ,  s'  avrebbe 

fi         a  fi  a'  *  x 

a  —  -j  —  7  »  *  =  —  j-  —  -j,  ì  e  perciò 

fi{±+y)  -  f  , 

z  =  Le       .e  ,s=»Ce       .e  ,  ovvero 

z  =  Ce       .e  -+Ce       .e  ,  che  si  trasfor- 


ma 1D 


,  x  , ,  x 


z  —  e   *  .        -4- y)  H-c-  *'  ±),  essendo     ¥'  due 

funzioni  arbitrarie . 

Ora  T  integrale  ottenuto  con" la  determinazione  di  /3'per  a,  è 

z  =  p  (  x  -+  fly  )  -t-  e* e  questo  potrà  facil- 
mente ridursi  all'  altro  . 

Facciane  <pCx  h-  by)  =  -li^-"tÌLL  ,  ed  il  primo  termine 

f (*-*-*>) 

e 

di  quest'  integrale  ,  sarà 

a 

•  ~£ x 

cy<p(x  -4-  &y)  =  ¥(a:  -t-  òy)  —  =  <r(x-hby.)-e 

*• 

nella  stessa  maniera  troveremo  il  secondo  termine  eguale  ad 

Y(x  H-  b'y)  ;  dunque 


fjtta  ria  Diot .  Spiacrrai  che  qntl  mio  Libro  citato  altrove  dallo  stesso  La  - 
Croix  c  stampato  a  Firenze  ,  r.oti  fosse  capitato  in  mano  di  alcuno  dei  sul* 
lodati  Geoinctii  all'epoca  dei  loro  lavori. 
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-V* 

z  =  e    *  ^(a?  -j.  5y)  .4.  e  *    r ( a?  h- &>)>  ovvero  dividen- 


do per  ò  la  quantità  a:      by  , 


0 

— ,-* 


V* 


§.  139.  Facendo  egualmente  2  =  Ce  in  un'equazio- 

ne dell'  ordine  n  '  ,  arremo  fra  a  e  /3  quest'  equazione  alge- 
brica dell'  72'""*  grado 

A  -4-  B*  -f-  D**  h-  P«"  y 

H-  B'/3     D'«0  -f.  P'/*"^ 


non  solo  dunque  rimarrà  indeterminata  G ,  ma  ancora  una  del* 
le  due  «  ,  j3 . 

Supponiamo  primieramente  che  quest'  equazione  algebraiea 
sia  risolubile  in  n  fattori  di  primo  grado,  e  si  abbia  per  f3  que- 
sti /2  valori 


fi  —  bz      a  -,  p  =  b'm  H-  a  ;  p"  =  ò '« 


"        ^(  »  —  1  ) 
a  ec.  ;  £  = 


b       '  *  H-  a' 
Avremo  ancora  per  z  «  espressioni ,  cioè 

,  z  =  £    .  L»  e  ^ec.  ? 


z  =  e  .Li        e  ,  la  somma  delle 

- 

quali  soddisfarà  alla  proposta:  avremo  dunque 
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z  =  e«.  a?1-*»  H-  e" .  Ce*'(*  -  «  h,  ^ 

Quest'  ultima  espressione,  contiene  un  numero  272,  di  eostan- 
ti arbitrarie  diverse . 

Introducendo  ora  le  funzioni  arbitrarie  ,;  avremo 

i=e^(Hi))^e,V(*4Ì))H-/,f''(iH.i'))4  


Jm  "V  ,(--1) 


per  esprimere  1*  integrale  della  proposta ,  completato-  con  un  nu- 
mero» n  di  funzioni,  arbitrarie  p  ,  p' ,  p"  ec. ,  delle  quantità  che 
sono*  respettivamente  fra  le  loro  parentesi . 

Supponiamo  che  V  equazione  non,  contenga  altro-  che  le  dif- 
ferenziali n"mt'.  Sia:  cioè- 

allora  1'  equazione  fra  *  e  0  ,  sarà 

P*"      P'/  ~  >  H-  P  V  ~  3  0*  -f-  hP^'^O, 

e  dividendo-  tutta  1'  equazione  per  *" ,  si  avrà. 

P  +  FUrtn.  h-  P"ff  =  o . 

«  a*  a" 

Siano  6  ,  K  ,  ò*'  ec. ,  6N~  '  >  gli  *  valori  di  ± ,  cioè  le  72: 

radici  di  questa  equazione ,;  ed  allora  i  fattori  nei  quali  sarà, 
risolubile,  diverranno* 

0  —  &*  ,  |3  —  b'a,  P  —  b'*  ec. ,  0  —  ò("""  °*. 

Essendo  dunque  zero  le  quantità  a ,  a'',  a"  ec. ,  l' integra- 
le completo  della  nostra  equazione  sarà  quello-  trovato  sopra  , 
purché  vi  si  faccia  a  =  a  ==  a  =  ec  =  o  :  sarà  dunque 
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Quando  queir  equazione  algebraìca  del  grado  n™*  non  è 
risolubile  in  fattori  di  primo  grado ,  1'  integrale  non  si  può , 
generalmente  parlando ,.  avere  espresso  in.  termini  finiti,,  ma  po- 
trà sempre  esprimersi  per  le  serie . 

Siano  infatti  M ,  W ,  M",  M",  M(""iy,  gli  n  va- 
lori qualunque  di  0  dati  in.  «  dalla  risoluzione  della  suddetta 
equazione  :  avremo  allora. 

*=C*"  +  *  +  Cf''  +  w*  

che  soddisfarà  alla  proposta ,  e  conterrà  un  numero  2/1  di  co- 
stanti C,i,C,»,C",«"  ec  ,  arbitrarie  diverse . 

Se  ora  riduciamo,  in.  serie  ordinate;  per  le  potenze  intiere 

di.  «  ,  a  ec. ,  respettivamente  ,  le  quantità  e*' eMjr ,  eU"'  ec., 
e-  supponiamo. 

e  *  =  T  -e  TV     -4-  T'V     -4-  ec. 

eM>  =  Ti .h-  Ti'  .  «  ^  Tl"      -f  ec 
ec: ,  avremo 

»  =  T  .  Ce**  h-  T  .  Ce**  .  *  T"  .  Ce"  .  «*  h-  ec. 
-+  Ti  .  Ce*'*' .+  Ti'  .  Ce*"  . «'  H-  Ti"  .  Ce*'*  .  ec. 
HrTa  .  Ce*  '*  h-  Ta' .  Ce*"* .  «"  -j~Ta"  .  C"a*"*,  ec. 

Hr-  ec; 

Sostituendo,  in  seguito  f>  (a?)  „  C5^)  ec >per  Ce**',  Ce"*«  ec; 
>•  (^r);  ec. ,  per  Ce*'*,  Ce*'*.'  ec. ,  ec. ,  si  avrà 
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^  Ti .  *'<*)  Ti' . H-  Ti"  .  (^)  -+  «* 
H-  T2  .  p" (x)  Hr  TV .  -4-  Ta"  .  (^)  H-  ec. 

-+  •  •  '  *  ' 


■+*(.-«>■  -f.  T(  *  -  I  )'  . 

e  questo  è  l' integrale  della  .proposta  dotato  di  un  numero  n  di 
funzioni  arbitrarie  p(x),  p{x)  ce.  -,„nnn 
Se  le  quantità  M  ,  M'  ec. ,  sono  tali ,  che  nello  sviluppo 

di  eM> ,  e*''  ec. ,  si  trovino  le  potenze  negative  di  a ,  allora 

nelle  serie  esprimenti  1  valori  di  U?  ,  ^  e  , 

rA*»)  V»—1     **   rr(«»-T-i)  rJ^ss 
troveremo  dei  termini  come  T       C«     .  e   j  l  .  x 

!Ta  ec.,'i  quali,  quando  Ce**  è  rappresentato  da  sa- 
ranno rappresentati  da  Tl  " }  ./ite .  *     )  ;  T(  *    '  V dxfdx .  <?>  (*) 

ovvero  H(m ^ x) f  dx\.  P {x)  ec. 

Sia  per  esempio  1*  equazione  da  integrarsi 

A*H-B(^)^D(^)H-.  •      :  ^PC^y.)^0- 

•Facendo  al  solito  z  «.Ce**"**,  avremo  tra  a  e  0  quest' 
equazione  algcbraica 

A  h-       H-  D*  Ps  H-  P«T  =  0 

la  quale  dà  n  valori  per  «0  :  siano  questi  valori  a  ,  a" ,  a  "  ce 

a  "} ,  ed  avremo 


> 
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p  —  -  >  p  _  ~,  P  =  —  >  P  =  —  . 

sarà  quindi 

a  =  Ce      "'n-C'e      *'-<-C"e  *"%ea 

a' 

—  » 

Ora  riducendo  in  serie  la  quantità  e*   ,  abbiamo 
e*   =  i  h-  —  — {-       H-  -^-r  H-  ec.  ; 

a  ^a.  «"  2.3.*' 
dunque  il  primo  termine  dell'  espressione  di  z ,  sarà 

va*-».— a*  a,  __i  -         ajt  —  a 

Ce  =  Ce    H-'a>  •  Ce   a     -h       .Ce   a  ec. 

e  perciò 

Ce      *   =  <J>(#)  H-  a'yfdx.  <p(x)  dxx .  p  (a;)  -f- 

Egualmente  ogni  altro  termine  di  z  ,  ci  darà  una  serie  si- 
mile ,  e  s'  avrà  V  integrale  espresso  per  un  numero  n  di  serie , 
ciascuna  delle  quali  contiene  una  funzione  arbitraria;  e  qui  os- 
serveremo ,  che  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  è  la  metà 
dell'  ordine  dell'  equazione  difTerenziale  ;  in  generale  il  numero 
delle  funzioni  arbitrarie  è  eguale  al  numero  dei  valori  di  j3 . 

Se  alcune  delle  quantità  M ,  M'  ec.  non  contengono  « ,  al- 
lora le  serie  ebe  tali  quantità  portano  nell'  integrale ,  non  han- 
no che  i  primi  termini ,  mancando  tutti  quei  che  contengono  la 
quantità  «;  tali  primi  termini  sono  della  forma  T<p(x)  e  l'in-, 
tegrale  rimane  sempre  completato  con  un  numero  n  di  funzio- 
ni arbitrarie . 

Determinando  0  per  *  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  |3, 
quante  unità  ha  la  massima  potenza  di  |3  ;  e  determinando  *  per 
(3  si  hanno  tanti  valori  diversi  per  a ,  quante  unità  contiene  la 
massima  potenza  di  «  .  Ora  può  accadere  che  nell*  equazione 
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Va  a  e  |3 la  massima  potenza  di  fi  sia  minore  della  massima 
potenza  di  a ,  (  ciò  che  segue  quando  nell'  equazione  differen- 
ziale T  ordine  della  più  alta  differenziale  di  z  per  rapporto  ad 
y  è  minore  di  quello  della  più  alta  differenziale  rapporto  ad  x  ), 
allora  si  hanno  per  f3  meno  valori  di  quello  ,  che  sia  1*  ordine 
dell' .equazione,  e  nell'integrale  viene  un  minor  numero  di  fun- 
zioni arbitrarie .  In  questo  caso  basterà  prendere  i  valori  di  » 
determinati  per  |3  e  cercare  1'  integrale,  operando  per  .*  vcome 
abbiamo  fatto  per  fi  . 

Può  accadere  non  ostante,  che  l'integrale  non  abbia  tante 
funzioni  arbitrarie ,  quante  si  richiedono  per  essere  completo, 
e  questo  segue  ogni  qual  volta  la  massima  potenza  di  una  del- 
le quantità  «  e  (3  è  minore  dell'  ordine  dell'  equazione  differen- 
ziale,  ciò  che  appunto  accadeva  nell*  equazione  qui  sopra  in- 
tegrata . 

Quando  il  secondo  membro  dell'  equazione  differenziale  in- 
vece di  essere  nullo,  fosse  X  H-  Y ,  essendo  X,Y  respettiva- 
mente  funzioni  di  x  e  di  y  ,  se  ne  potrebbe  egualmente  avere 
l' integrazione . 

v^x  "4*  )3y 

Si  farebbe  in  questo  .caso  z  =  Ce  F(jc)  H- 

essendo  J?(x)  »  ^'{y)  due  funzioni  di  x  e  di  y  da  determinar- 
si ;  sostituendo  in  seguito  tanto  il  valore  di  z  ,  che  delle  sue 
lifferenziaìi  parziali  nella  proposta  ,  avremmo  fra  a  e  0  la  stes- 
la  equazione  algebraica ,  c  per  determinar  quelle  funzioni ,  le  due 

equazioni  differenziali  dell'  ordine  «"*' 
AP-fB^)-fD(£I)n.  -t-P  (£)=.X 

AF  ■+  B'(£)  -+  D"(ì;?)  m-  -+•  P!"(^)  =  Y, 

4 

che  noi  abbiamo  insegnato  ad  integrare  nel  Capitolo  antecedente. 
L'  integrale  dunque  dell'  equazione  lineare  a  differenziali 

parziali  dell'  ordine  n"m°  a  coefficienti  costanti  col  secondo  mem- 
bro eguale  ad  X-fY,  sarà  quello  stesso  che  abbiamo  trovato 
per  il  caso  del  secondo  membro  nullo,  aumentato  di  F(x) 


■ 
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Quest'  integrale  per  tanto  conterrà  un  numero  47Z  di  costan- 
ti arbitrarie  ,  ovvero  un  numero  n  di  funzioni  arbitrarie ,  ed 
un  numero  a/z  di  costanti ,  poiché  V  espressioni  che  troveremo 
per  F(a?)>  F'(>),  contengono  ciascuna  un  numero  n  di  co- 
stanti arbitrarie. 

§.  140.  Allorquando  alcuni  valori  di  0  sono  eguali,  alca- 

,  .     My  M'v 

ne  delle  sene  rappresentanti  e  ,  e  ec.  »  hanno  1  medesimi 
coefficienti ,  e  scema  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie  che  en- 
trano nell'  integrale:  supponiamo  infatti  che  M  =  M' ,  i  coef- 
ficienti allora  T«  T  ,  T"  ec  ,  saranno  li  stessi  che  Ti,  Ti'. 
Ti"  ce,  e  perciò  le  prime  due  serie  dell'integrale 

T    <p(x)  -+T   (^)h.  m.  " 

Ti.f'(*)H-Ti\(£^)~*.  ec 
si  ridurranno  ad  una  sola 

T  {<P(z)  — H  *'(«)}  -t*  T'  ^  H*  ec. 

L*  aggregato  di  due  funzioni  arbitrarie  non  paò  tener  luo- 
go e  rappresentare  che  una  sola  funzione  arbitraria  ;  dunque 
cangiando  la  forma  delle  funzioni  ,  cioè  facendo  <P(x)  H-P'(ar)  = 
(  indicando  per  y(x)  una  nuova  funzione  arbitraria  )  le 
due  serie  diverranno  una  sola 

Tr(«)  H-  T'(^)  h-  T"(™*2)  -+  ec. 

In  questo  caso  Y  integrale  conterrà  una  funzione  arbitraria  di 
meno . 

Per  ricondurre  1'  integrale  a  contenere  lo  stesso  numero  di 
funzioni,  adopreremo  nn  metodo  analogo  a  quello  di  cui  abbiara 
fatto  uso  nel  Capitolo  antecedente  per  i  simili  casi  dell'  equa- 
zioni differenziali . 

Avvertiamo  che  d'  ora  in  avanti  nella  supposizione  di  z  == 

Ce  ■  "  trai  ascieremo  la  costante  G ,  giacché  essa  svaniva  nel- 
la sostituzione  della  funzione  arbitraria,  e  sostituiremo  <p(x)  per 

Tom.  IL  D  d  d 
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e  ;  così  la  lettera  C  che  non  compariva  nei  coefficienti  dell'e- 
quazione per  non  arrecar  confusione ,  vi  sarà  di  nuovo  ;  quan- 
do la  vorremo-  adoprare  come  costante  arbitraria,  lo  diremo. 

Sostituendo  z .  =  e          nell'  equazione 
A2+B(£)-t.C( -£-)-<-  -fP(_£_)\ 


si  ha 


A  -f-  B*      CV  h-  .  .  ,  .  .  -f  P« 


H-  B/3  H-  C«]3  H-  ............  -f-  F, 


C"/3*   H-  P V 


: 

la  quale  ordinata  secondo-  le  potenze  di  /3 ,  diviene 

(i)  P°(Ah-.;B*h-C*4  h-  .  •  •      •  •  •  H-  P-'H- 

(B'H-  C'*-*.     ...  .H-P'^'JPh-C^'H-.  • 


Se  si  moltiplicano  i  termini  di  questa  equazione  per  gli  e- 
sponenti  di  /3 ,  e  si  divide  per  P  tutta  1'  equazione avremo 
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(  1  )....-.(  B  H-  C  a   ....-+•  P '*       )  H-  2  (  C'h-  

.....•+•  PV~')P  -+  •  •  •  TiPl—"?-*  =  O, 

e  le  radici  della  prima  equazione  (1)  essendo  i  limiti  delle 
radici  dell'  equazione  (a),  ne  segue  che  nel  caso  di  due  valo- 
ri per  0  eguali,  uno  .di  questi  soddisfarà  nel  medesimo  tempo 
a  queste  due  equaziooi 

Se  ora  la  prima  equazione  ^moltiplicata  per  y  s\ aggiunge 
all'equazione  (a),  s'avrà  l'equazione  (3) 

(3)  (A-KBi-i-CflVH-.  h-P«")x-*-(B'~ì- 

,C'«  -4-  DV  H-  .......  -h  F/"^)  (£v  -M  )  -r  (  G"  -f- 

D"«  h-  -f  PV ""*)       H-  (  D"'  h-  . . . . . 

 «4-  FV"3)(ft  H.3^)  H.  -f 

(j3.y-f-"P      )  =  o, 

e  nno  dei  valori  eguali  di  0  soddisfarà  nel  medesimo  tempo  al- 
le due  equazioni  (  1  ),(<$)  • 

Per  tanto»  qualunque  funzione  di  x,y  e  di  tino  di  quei  va- 
lori eguali  di  0 ,  la  quale  sostituita  nella  proposta  invece  di  z-, 
la  trasformi  nell' equazione  (  3)  >  saia  un  nuovo  integrale  .della 
proposta  medesima  • 

Prendiamo  z=ye         ,  ed  avremo  in  generale 

• 

e  se  si  sostituiscono  i  valori  d<  Ila  z  e  dei  suoi  differenziali 
nella  proposta,  la  ridurremo  appunro  all'equazione  (3);  dun- 
que nel  caso  di  due  radici  eguali ,  soddisfa  alla  proposta  ancora 

z  =  ye  >  oltre  a  z  =  e  ;  se  dunque  questo  secon- 
do valore  di  z  era  rappresentato  dalla  serie 

TP(*)-fT(^')H-ec, 
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]'  altro  sarìi  rappresentato  da  questa  isressa  serie  moltiplicata  per 
y\  c  prendendo  allora  una  diversa  funzione  arbitraria  <p'(x) 
della  x  >  sarà  il  nuovo  integrale 

8  =  Ty.p-(x)  H-  T>  .■(«£!)  -+  T>  .  -+■  ec.  : 

e  così  queste  due  serie  prese  in  luogo  delle  prime  due ,  le  qua*- 
li  nel  caso  delle  radici  eguali  diventavano  una  sola ,  riporterai 
no  1'  integrale  allo  stesso  numero  di  funzioni  arbitrarie . 

Siccome  quando  si  hanno  due  valori  di  fi  iu  « ,  eguali  tra 
loro,  se  ne  hanno  viceversa  due  eguali  di  a  in  fi ,  perciò  or- 
dinando per  a  r  equazione  fra  «  e  fi ,  e  facendo  il  medesimo 
ragionamento,  si  troverà  che  soddisfa  ancora  alla  proposta  l'e- 
spressione 

z  =  xe  *  "+  ^y ,  e  perciò  si  può  prendere  anche  per  esprimere 
uno  degli  integrali  particolari  della  proposta ,  la  serie 

T*  .*'(»)  h.  T'x .  h-  T"a  .  -+•  ec. , 

che  potrebbe  egualmente  servire  a  ricompletare  V  integrale . 

Se  i  valori  di  fi  eguali  sono  tre  di  numero ,  moltiplican- 
do 1'  equazione  (  2  )  per  i  suoi  esponenti ,  e  dividendola  per  fi , 
diviene 

2(C"   H-P"/~V  H-  H- 

»(»-i)p(,)r=o, 

e  dalla  Teorìa  dei  limiti  risulta ,  che  uno  dei  tre  valori  eguali 
di  fi  soddisfa  nel  medesimo  tempo  alle  equazioni  ed 
a  quest'  ultima .  Se  ora  si  moltiplica  per  y*  V  equazione  (  1  ) , 
per  y  T  equazione  (2),  e  si  aggiungono  a  qnest*  ultima  medesi- 
ma, avremo  una  equazione  (4) 

(4)  (A-*-B*-f-  -  H-  P**)/H-(B'H- 

C'«  -f-  H-  P'/"1)  (fi/  -t-  3j> )  -j-  (  C"  -f»  •  .  .  . 

 PV~a)(py  h-2^H-  I)  -j.  H- 

P(»),  „«    1  rfl  —  I  ✓  \  —  3 . 

(  0  .  ay      n  (  *  ~  1  )  .  f3      )  =  0  > 
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ed  una  delle  radici  eguali  soddisfarà  alle  equazioni  (  i  )>(3)»(4)- 
Se  danque  si  trova  per  z  una  tale  espressione ,  la  qua- 
le sostituita  nella  proposta ,  la  trasformi  nelT  equazione  (  4  ) , 
questa  sarà  un  nuovo  integrale  particolare  .  Prendiamo  z  = 

y*e  *  ^  »  essendo  j3  una  di  quelle  radici  eguali,  e  sostituiamo 
il  valore  di  2  e  delle  sue  differenziali  nella  proposta,  essa  si 
cangierà  nella  equazione  (4);  sarà  perciò  una  tale  espressione 
di  z  un  nuovo  integrale  particolare  ;  cosi  nel  caso  di  tre  radi- 

ci  eguali  s*  avranno  ,  oltre  V  espressione  z  =  e         ,  le  due 

espressioni  z  =  ye  ,  z  .=  y  e  ,  le  quali  tutte  soddi- 

sfaranno alla  proposta  :  J3  è  una  di  quelle  radici  eguali  ;  dunque 
invece  delle  prime  tre  serie  dell'  integrale ,  le  quali  si  ridurreb- 
bero ad  una  sola ,  si  prenderanno  quéste  qui 

T  p  (x)-+T  (*£>)-4-'r  (™i±) -«.«,. 
Tjr  .  p'  (x)  +  Ty  .(«gì)  •+  Ty  .  (  *g?L)  -+  ec. 

Tjf*  •  p"  (x)  ■+  Ty' .  ( )     Ty .  ( )  +  ec. 

e  l' integrale  rimarrà  completo . 

Quando  si  hanno  tre  valori  eguali  di  0  in  0,  se  ne  han- 
no parimente  tre  eguali  di  a  in  0,  e  perciò  ragionando  per  » 
come  per  0 ,  avremo  ancora  per  soddisfare  all'  equazione  diffe- 

....  s  ax-+-/3;  , 

renziale,  le  due  espressioni  z  —  xe  ,  3  =  xe  »  ie 
quali  portano  le  due  serie  , 

T*  ,p  (*)  h-  Tx  .  {^f-)  H-  ec. , 
TV  .  f{cc)     Tx* .  i&Ljp)  +  ec , 

che  potranno  egualmente  servire ,  per  completare  gì*  integrali  in- 
vece di  quelle  adoprate  superiormente  :  ma  nel  caso  di  tre  ra- 
dici eguali  si  può  avere  anche  un  altro  integrale  particolare  ol- 
tre quelli  trovati . 
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Se  dopo  avere  ordinata  1*  equazione  secondo  le  potenze  4i 
«  ,  si  moltiplicano  i  suoi  termini  per  gli  esponenti  che  vi  ha 
questa  qnantità,  e  si  divide  per  «,  s'avrà  questa  equazione  (2)' 

(2)'  (B~h  C73-f-D"/r  h-  ...........  ..  

^""y"lKH-2(CH.D'p  -4.    -+ 

P("0n«4  3(DH.E'P4  ^ 

V        /»      )«  -4*.  «H-  n*<i  =0. 

Se  adesso  T  equazione  (  2  )  si  ordina  secondo  le  potenze 
di  a  ,  e  moltiplicando  i  di  lei  termini  per  gli  esponenti  che  vi  ha 
l'  a  ,  si  divide  per  «,  avremo  la  seguente  equazione  (3)' 

(3Y  •  •  .  •  C'^aD'PH-  •    ...  .  ^(«-OP^-'y-*^ 

*(D'h-  •  .  .  H-(H-2)P(w-V-3)*-i-  •  •  •  • 

 -f.  (  «  —  I  )  P'a*    1  =  o  , 

ed  è  manifesto  che  uno  dei  valori  eguali  di  0  y  soddisfarà  nel 
medesimo  tempo  alle  quattro  equazioni  (  1  )  ,  (a)  ,  (  2)'  >  (3)'  ; 
e  perciò  ancora  alla  somma  dell'  equazione  (  1  )  moltiplicata  per 
xy ,  con  1'  equazione  (2)  moltiplicata  per  x ,  con  1'  equazio- 
ne (  2  )'  moltiplicata  per  y ,  e  con  Y  equazione  (  3  )' ,  cioè  a 
questa  equazione 

(5)  (0*/H-(3)^^(a)>H-(3)'  =  o. 

Così  qualunque  espressione  per  z  la  quale  sostituita  nella  pro- 
posta la  trasformi  nell'equazione  (5)»  sarà  un  nuovo  integra- 
le dell'  equazione  proposta  :  è  facile  vedere  che  questa  espres- 

sione  è  z  =  xy  •  e**  ®* ,  prendendo  per  0  un  dei  valori  egua- 
li ,  poiché  sostituendo  tale  espressione  e  i  di  lei  differenziali  nel- 
la proposta,  ella  si  riduc'e  appunto  all' equazione  (5). 

Se  dunque  la  serie  che  esprime  il  valore  di  e* ®*  si 
moltiplica  per  xy  ,  s'  avrà  la  serie  che  esprime  quest'  ultimo  in- 
tegrale particolare .  Sarà  facile  vedere-  come  dobbiamo  regolarci 
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quando  si  abbiano  un  maggior  sumero  di  radici  eguali . 

Se  T  equazione  fosse  Del  caso  che  abbiamo  detto  al  §.  1 39 , 
vale  a  dire  fosse  resolubile  in  fattori  di  primo  grado  >  1  inte- 
grale ,  quando*  si  sono  tre  radici  eguali ,  sarebbe 

z  =  e**$(x  h-  hy )     e'yyp' ( a?H- by )  h-  e'*>y*<t>" (x  -+by)-h 
e'"'9 'pm \x  H-  b"y)  ^  ......  e*("~,VpCl"~,')(ay-*. 

che  contiene  un  numero  n  di  funzioni  arbitrarie  diverse .  Pas- 
siamo adesso  all' equazioni  ad  un  più  gran  numero  di  variabili. 
§.  141*  Sia  z  una  funzione  z        dì  tre  variabili  x  >y  } 

e  si  abbia  una  equazione  lineare  fra  z  e  le  sue  differenziali  : 
per  integrarla  si  seguirà  il  medesimo-  metodo ,  di  cui  si  è  fat- 
to uso  qui  sopra . 

Prendiamo  1*  equazione  del  primo  ordine 

A».H.B(*)H-C(*)-|.E{Ì)=.o» 

nella  quale  i  coefficienti  vi  sono  supposti  costanti  j  si  faccia  z  = 

■  - 

e**  H"/3jfH'y*  »  ed  avremo  in  generale 

(  — *  )  =  e       *      a  p  y  .  So-  ora  si  sostituisce  nel- 

V  dx"d/dmq  / 

a.  proposta  il  valore  di  z  e  dei  suoi  differenziali ,  s'  avrà  do- 

po  aver  diviso  per  il  fattore  comune  e  ,  fra  le  quan- 

tità a  ,  (3  e  y  questa,  equazione 

A  h-  B*  -+  Cp  H-  Ey  =  o  , 

dalla  quale  se  ne  può  determinare  una  per  le  altre  due-  Si 
prenda  il  valore  di  y ,  e  sarà 

y  =  — •  £  ~ \*  ■  —  -f  P  »  ovvero  (  facendo  —  £  =  a ,  ~ 
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y  =  a  H-  bx  -h  c/3  i  sostituendo  questo  valore  nell'  espressione 
di  z  ,  avremo 

«*  -4«  /3jr  ■+     -+  b*u  •+  cfS*      ,  . 

z  —  e  y  che  si  riduce  a 

*(*H-*«)H-/3(jr-*.«0 

z  =  e  .e  : 

per  mezzo  d' .alcuno  dei  due  metodi  citati  al  §■  137»  si  potrà 

dimostrare  che  alla  quantità  e* 1        )    fi  t >  •+ f* > }  nejja  qnaie 

« ,  0  sono  costanti  indeterminate ,  può  sempre  sostituirsi  una  fun- 
zione arbitraria 

^(x-hk,j'H«c«)  delle  quantità  x-\>bu)y-\~cu\  dunque 
avremo 

z  =  e*"p(x  H-  o«  H-  cu) .  Tu'  integrale  pertanto  potrà  es- 
sere completato  con  una  funzione  arbitraria,  ovvero  con  tre  co- 

stanti  arbitrane ,  giacche  1  espressione  e  pno 

ancora  moltiplicarsi  per  una  costante  arbitraria  C. 

Se  in  vece  di  determinare  y ,  avessimo  preso  il  valore  di 
0  o  di  a ,  avremmo  avuto 

n  1  .  &  * 

r       e  '        c  c 

m  =  JLy  —  .5-/3  —  .J  ;  e  ragionando  per  ciascuna  di  queste  co- 
me si  è  fatto  per  y  ,  sj  avrebbero  altre  due  forme  dell'  inte- 
grale completo 

— y 

z=e   c  p  (x  —  ±yìU-h±y) 

a 

— -,  * 

z  —  e       p  (y  —  j  x,  u  H-  ~  x  )  ; 

ma  queste  tre  espressioni  di  s,  quantunque  in  apparenza  diver- 
se ,  sono  però  in  sostanza  la  medesima .  Infatti  se  alla  funzione 
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arbitraria  p  dell*  integrale  completo ,  trovato  sopra ,  si  dà  que- 
sta forma 

p(x-^bu>yHrfiu)  =  '  ,  che  è 

sempre  una  funzione  tdi  x  «4-  bu  >  e  di  y  h-  cu  ?  avreme 

z  =  e  ^(apH-dtf  i^h-cm)  =  —il:  = 

7<>--*-«o 


,* 


e  '  o*  (  «  —  4^  »  *  )  »  clie  è  la  seconda  forma  dell'  in- 
tegrale  completo  :  così  facendo 

p{x-*-bu  ,y  H-.cie)  =  —  i  ,  s'avrà 

9° 

moltiplicando  per  e*%  e  rìdneendo 

z  =  e  p"{ I*  -km,  —  y«)  ,  che  è  la  terza  forma  dell' 
integrale  . 

§•  142.  Per  generalizzare  il  nostro  metodo,  prendiamo  ad 
integrare  una  equazione  del  terzo  ordine  ;  e  ciò  che  si  dirà  di 
questa ,  servirà  di  norma  per  gli  ordini  superiori.  Una  tale  equa- 
zione ha  generalmente  questa  forma 
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AsH-B(g)~t.C  (^)-t-D 


H.B'(g)-4.e'(i£)-4.D' 


-*-D 


7*  H' 
-1-  H" 

Q" 


Arci*' 
d'z 


dxd*> 
d*z 


du> 
d't 


dkdndy 


dn'dy 
d'z 


dudy* 


\ 


Se  si  fa  z  =  e 


a*  h-  /3y  •+  yu 


,  e  si  sostituisce  il  valore  di  z  ,  e 


delle  suo  differenziali  parziali  in  questa  equazione ,  s'  avrà ,  do- 
po averla  ridotta  5 
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CT/B»  -+»  D"«/3* 

-+■  Ey      Fy«  -f.  H«V 
-f-  F'y*  h-  H  «y1 

H-  P0y  -h  Qy0« 
H-QV0 

■+  W  4 

•Quando  il  primo  membro  di  questa  equazione  in  « , /3 ,  e  y  po- 
trà risolversi  in  tre  fattori  di  primo  grado,  di  modo  che  sarà 
eguale  a  questo  prodotto 

(J3  -      -  ò'y  -  c  )  (  (3  -  a'  •  -  ò"y  -  c"  )  (  0  -  a".  - 

avremo  allora  per  £  questi  tre  valori 
P  =  d*       6'y  H-  c' 
.    =  a  *      b  y  h-  c 

=  a  «       fi  y       c  » 

e  quindi  per  z  queste  tre  espressioni  diverse 

y  (»-♦•*'>)  r"j 

=  e  .e 

a  (  x  •+  «">  )  -+  y  (  •  -+  V"y  )  e"9 
• —  e  ..e  | 

ciascuna  delle  quali  dà  un  integrale  particolare,  che  contiene 
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una  funzione  arbitraria  ;  la  loro  somma  darà  dunque  Y  integrale 
completo  della  proposta  »  che  sarà 

z  =  e  3  <p' ( x  H*  ay  ,  u  H-  b'y  )      e  V(  *  H-a  >,  u  -4-  A'> )  -f- 
e     <p"  {x      &  y  i  u  -+  b'"y  )  ; 

>  p"  »  p'"  rappresentano  le  tre  funzioni  arbitrarie  diverse  . 
In  generale  i  valori  di  fi  non  fii  possono  esprimere  che  in- 
funzioni  irrazionali  delle  indeterminate  «re  y\  siano  dunque  M, 
M' ,  M"  i  tre  valori  di  fi  ,  ed  avremo  allora  per  z  queste  tre 
espressioni 

z  =  e  , 

-+  M'y  •+ 
S  =  e  , 

«jc  -4-  M'>  h-  y» 
s  =  e  r 

le  quali  si  possono  ancora:  considerare  moltiplicate  per  una  co- 
stante arbitraria ,  ed  allora  sommandole  s*  avrà  per  *  questa  e- 
spressione  di  tre  termini 

z  =  L.e  .e  .e  — h  Li  e         .e  , 

in  cui  si  trovano  nove  costanti  arbitrarie  diverse  ;  poiché  le  in- 
determinate a  ,  y  d'  un  termine  v  possono  essere  diverse  da  quel- 
le di  nu  altro  ; .  ma  se  si  vorranno  introdurre  le  tre  funzioni  ar- 

My 

bitrarie  ,  ridurremo  la  quantità  e  in  una  serie  secondo  le  po- 
tenze di  «  e  y  , e  se  si  suppone  che  un  termine  di  questa  se- 
rie siz  P«  y" ,  essendo  m  ,  n  numeri  interi  positivi  qualunque  , 

avremo  nella  espressione  di  z  il  termine  Pe  .  a  y  ,  a 
quale ,  facendo 

e*~*ru  ==  p{s  ,  u) ,  è  ^(^~{~)  •  Se  poi  i  numeri  m 

*         dx  du 

ed  ti  fossero  tutti  e  due  negativi ,  allora  nellr  espressione  della 
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z  ,  vi  sarà  il  termine  Pe**  "*  y* .  ,  che  nella  detta  supposi- 
zione >  diviene 

Vfdxfdx  fdxfduf  fp(x,u)-du, 

prendendo  m  segni  sommatorj  rapporto  ad  x ,  ed  n  segni  rap- 
porto ad  a;  ese  dei  due  numeri  m ,  n  imo  è  positivo ,  1'  al- 
tro negativo,  cioè  se  na  termine  dall'espressione  è  Pe****y*x 
*     y  t  si  potrà  metterò  nell'integrale 

Vfdxfdxf  

essendo  m  di  numero  i  segni  sommatorj  :  così  la  serie  che  e- 

sprime  il  valore  di  e** r" .  e*y  introdurrà  una  funzione  arbi- 
traria .  Due  altre  funzioni  arbitrane  introdurranno  le  serie  che 
esprimono  i  valori  degli  altri  due  termini  dell'  integrale  ,  ed  in 
questa  guisa  l' integrale  completo  sarà  dato  in  serie ,  e  conter- 
rà tre  funzioni  arbitrarie. 

Abbiamo  nell'  equazione  superiore  supposto  nullo  il  secon- 
do membro  :  esso  però  potrebbe  essere  di  questa  forma  X 
Y-h  U,  essendo  X ,  Y ,  TI  respettive  funzioni  delle  variabili 
x  ,  y  ,  u  :  in  tal  caso  s'  aggiungerebbe  all'  integrale  che  abbiam 
trovato ,  la  quantità  w  -f.  w'  h-  u"  y  essendo  u  ,  w'  ,  w"  re- 

*  x  y  m  x      y  u 

spetti  ve  funzioni  di  x  <,  di  y ,  e  di  u  da  detei*rainarsi .  Avremo 
per  determinare  ciascuua  di  esse  y  una  di  quelle  equazioni  dif- 
ferenziali delle  quali  abbiamo  parlato  al  Capitolo  antecedente  . 

Sia  proposta  per  esempio  lr  equazione  ca(0)  =  che 
è  T  equazione  alle  corde  vibranti  di  uniforme  densità .  Pren- 
dendo z  per  y,  ed  y  per  t ,  essa  diverrà  c'(^)  =         ,  la 

quale  paragonata  con  1'  equazione  del  §.  1 38 ,  ci  dà  questa  c- 
quazione  da  risolversi  cV  =  px ,  da  cui  si  ricava  p  =  rt  ex  ; 
r  integrale  completo  sarà  dunque 

z  =  <P(x  cy)  -t~  Q'(x  —  cy),  e  perciò  rimettendo  y  per  z  , 
e  r  per  y ,  avremo 
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y  =  <p(x  -+  et)  -f-  p'.(a?  —  et)  ;  le  caratteristiche  <p  ,  p'  deno- 
tano due  funzioni  arbitrarie  . 

Si  proponga  da  integrarsi  un*  altra  equazione 

«  -«•  a(*) (&)  •+  (£)  = 

be  si  la  z  =  e  2  H-  s  ,  avremo  fra  *  e  fi  l'è- 

X  y 

quazione 

—  (  3  -4-  «)  0  a  -4-  3«  —  a»*  =  o  ,  la  quale  §i  scioglie  in 
questi  due  fattori  fi  —  2«  —  i  ,  fi  h-  *  —  2  ,  che  ci  danno 
fi  =  2«  -+■  i  ,  fi  =  a  —  a  ;  per  determinare  z' ,  z"  5'  avranno 
le  duo  equazioni 

»s'H-3(£)-3(7£)  =  OT*, 

dalle  quali  ricaviamo  (  Gap.  III.  ) 
*'  =  -  7*7e    *  dxf-^t-dx 

*"  =  Jfe'dyf^dy  .  1/  integrale  completo  della  proposta,  sa- 
rà  dunque 

2  =  <p(  x  h-  2;)eV^(*->)e5,-VVrhxX 


f^dx^e'fédyf^-dy. 
2  *  * 


§  143  ^na  equazione  a  differenze  parziali  si  considera  dai 
Geometri  come  integrata  ,  allorché  la  di  lei  integrazione  si  fa 
dipendere  da  quella  di  una  equazione  a  differenziali  ordinarie. 
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Ciò  premesso  sia  proposta  da  integrarsi  Y  equazione 


■+B'(*)M.C(^)  -*  -*F( 


dx'-'dy 
d'z 


C'-r-^-)  -4-  -f  F7    "8  -  ) 


nella  quale  i  coefficienti  e  il  secondo  membro  X  si  suppongo- 
no funzioni  date  della  variabile  a; .  Per  riuscire  in  questa  ricer- 

/3y 

ca,  supponiamo  z  =  zie    -t-  z'  >  essendo  u  e  jzT  funzioni  di  .v 

da  determinarsi  ,  e  fi  una  costante  indeterminata  .  Sostituendo  il 
valore  di  z  e  dei  suoi  differenziali  nella  proposta ,  s'  avrà 

{(A^B'HCTn-  -+P('V)«H-(B-hC'(3H-.... 

 -hP(w-iy"i)c^)^(c   h- 

P(-2V~3)(0)H.  H.P.(g)}e*-|. 


Az>  H-B.(£)H-C.(£4-')-t-  H-P.(^)=X. 


A*;H.B(g)^C(^)H. 


Se  adesso  supponiamo 

(  1  ) "~ ,  ^  "\  dx>     '    ~v  djc^  '     *  '   "  *dx* 

si  determinerà  z  per  mezzo  di  questa  equazione ,  e  s'  avrà  per 
u  una  equazione  di  questa  forma 

co- 


-»-p.(S)  =  o: 
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r  integrale  dunque  della  proposta  dipende  dall'  integrazione  del- 
le due  equazioni  differenziali  lineari  a  coefficienti  va- 
riabili. 

Se  nell'  equazione  non  vi  fossero ,  rapporto  ali  x ,  altre  che 
le  differenziali  prime  (£)  ,  (^5  )  ec. ,  se  cioè  1*  e- 

quazione  fosse 

A.  +  F.(*)  +  C-.(£)-  -P(,) 

(F)  >= 
-B.(2)-C.(£1)H.  .P!-'(_^)/ 

allora  facendo  eguali  a  zero  i  coefficienti  delle  differenziali  che 
mancano ,  questa  equazione  dipenderebbe  .dall'  integrazione  del- 
le due 

As'H-B.(£)=X 

(A  «■+■  B'.p-f  Cr.0m     • ... .  -+P(w)./3")  u     (B-f.C.0-4-  .  . . . 


le  quali  essendo  del  primo  ordine  >  possono  ambedue  integrarsi 
completamente . 

Al  Cap.  Ili  §•  126.  si  ha  la  formula  per  1  integrale  dell  e- 
quazioni  lineari  del  primo  ordine  a  coefficienti  variabili . 

Paragonando  le  nostre  equazioni  cqn  quella  formula  ,  ab- 
biamo per  z'  quest'  espressione 

z  =  e  (E'-h/e         ±dx),  e  per  u 

AH-B'.g-V.  .  -+  P^.jB* 

-Vh-c./s-.  h-p"- \*f-'*- 

w  =  Ee 

1'  integrale  dunque  della  proposta ,  sarà 
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-  _   A  j3-f  ~+?tB).0' 

By  „    3    ^B-fC'./3-f  4P"-,).rTrf' 

e         (b  H-/e         —dar).  In  questa  -espressione  la 

quantità  /3  rimane  indeterminata  j  e  le  E ,  E  sono  due  costanti 
arbitrarie . 

Se  si  rid acesse  in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  di  /3  , 
la  quantità 

_        A4B.g4  4P").)3' 

yB-+C*.0-4-  H-P("-,,./3"-< 

^  j  e  questa  serie  si  suppones- 
se rappresentata  da  T  h*  T73  T"/3*  -+  ec.  (  essendo  T ,  T' , 
T  '  ce. ,  funzioni  conosciute  di  x  ) ,  avremmo  così  espresso  il 
valore  di  z 

*  =  Te*     T'/Je*  h-  T^'e*  ec.  -+  e    *    (  E'      .  .  . 

Poniamo  ora  <p(^)  per  ,  (-^/^)  per  e^p ,  (^-(£h 
per  e  (3*  ec. ,  ed  avremo 

y  A 


/e  -Idx) 


questa  formula  rappresenterà  l' integrale  della  proposta,  correda- 
to di  una  funzione  arbitraria  <p{y).  Perchè  tale  espressione  di 
s  potesse  dirsi  1'  integrale  completo ,  dovrebbe  secondo  le  idee 
ricevute  dai  Geometri  contenere  un  numero  n  di  funzioni  ar- 
bitrarie.  Si  veda  il  Cap.  II.  §.  122. 

Tom.  IL  Fff 
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Si  abbia  da  integrare  V  equazione  del  primo  ordine 

A.n.B.(£)-t.Br.(£)  =  x. 

Paragonando  questa  equazione  con  la  superiore  (F),  avre- 
mo il  di  lei  integrale  rappresentato  da 

-fùdx  f±<!x 

z  =  e   .E. e  -f  e         ./e        -£cfo,  essendo  X  = 

B 

— dx ,  e  X''  =  —  /?!  dx .  Sarà  pertanto 

2  ==  e^E.e*0"1"*"'  H-  eX'/e"X '.frf*.  Ora  al  §.  137.  abbia- 
mo  veduto  che  si  può  prendere  p(y)  per  e  ,  ed  in  conse- 
guenza Ep(y  X")  per  E.e^'"1"*  \  dunque  l'integrale  com- 
pleto sarà 

z  =  EeXp(y  -t-  X")  -f-  cX7e~X'.!  do; . 

La  costante  E  può  considerarsi  contenuta  entro  la  funzione  ar- 
bitraria . 

Sia  ora  da  integrarsi  l'equazione  del  secondo  ordine 

-  8«'s  ~  •+  =  °- 

Paragonata  questa  equazione  con  quella  (  F  )  >  avremo  A  = 

—  33?* ,  B  =  a?'  ,  B'  =  —  2* ,  C  ==  aca ,  X  =  o  ,  e  tutti  gli 
altri  coefficienti  saranno  zero .  Si  avrà  pertanto 

*»       **/3  firn 

z  =  Ee  .e   ;  ed  integrando 

s  =  E .  e  .  e   ,  cioè 

z  =  E*?e5>  -i-  E  xe*y  0  e  quindi 
S  =  «>(j,)H.  *(*£-'). 
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§.  144.  Andiamo  adesso  a  vedere  una  forma  generale  d'e- 
quazioni a  coefficienti  variabili ,  funzioni  delle  due  variabili  x 
c  y  ,  le  quali  sono  suscettibili  d'una  integrazione  completa .  Noi 
tratteremo  una  equazione  del  terzo  ordine ,  avvertendo  che  il 
niexdo  che  useremo  per  questa ,  saia  adattabile  ancora  all'  equa- 
zione degli  ordini  superiori.  Sia  pertanto  proposta  l'equazione. 

»>  (  %  )  H-  Cxy  (  £L  )  -*  DV,  (  ) 


=  o 


nella  quale  A  ,  B ,  C  ec.  sonò  quantità  costanti  . 

Facciamo  z  =  E x*ym  »  essendo  E  ,  m  ,  n  quantità  costanti 
da  determinarsi .  Sostituendo  il  valore  di  z  e  delle  sue  differen- 
ziali parziali,  e  dividendo  per  E  a/"/,  avremo 
A  — f-  Bm  -i-  C//z  (    —  1  )  h-  Dot  (w—  i  )  (  ztz  —  2  )  \ 
-+  B'/z  -f-  G'ra/2  h-  D'ra  (  m  —  1  )  n  j 

-+C"n(a—  i)H-ITtt(A  —  i)m  |>==° 

-f-D"tt(/2  —  —  a)  J 

la  costante  E  rimane  indeterminata,  e  parimente  limane  indeter- 
minata una  delle  due  costanti  m ,  n  fra  le  quali  vi  è  un'  equa- 
zione algebraica  del  terzo  grado  . 

Siano  N,N',N"  i  tre  valori  di  m  dati  per  n ,  ed  avre- 
mo per  z  queste  tre  espressioni 

17    N  »  tv  N'  »  _„  N"  m 

z  =  Yix  y  ,  z  =  E#  y  ,  z  =  E  x  y. 

Ora  la  proposta  equazione  essendo  lineare,  soddisfarà  ad 
essa  anche  la  somma  di  quelle  tre  espressioni ,  ed  avremo 
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nella  quale  E ,  E' ,  E"  sono  tre  costanti  arbitrarie  ;  la  quantità 
ti  è  anche  arbitraria  e  può  prendersi  diversa  in  ciascun  termine. 

Supponiamo  ora  che  B'  ==  B  ;  C  =  2C  ;  C"  =  C  ;  D'  = 

3D  ;  D"  =  3D  i  D"  =  D  i  1'  equazione  da  integrarsi  diverrà 


Az  -4- 


B(»  (-£-)■+ 

C(«*(-&-) ■+  ) ■+/(£))-<. 


=  0, 


I 

e  T  equazione  algcbraica  tra  m  ed  «  sani 

A  H-  B  (  772  -f-  7?  )        C  (  771  (  772  —  I  )        27277*  —  O) 

D  -f  m ( ,tz  —  1  )(;«—-  o  )  -j-  .711  [vi  — 1  )  h-  3>» •  « ( n  — 
i)-*-n[rz~-  1)  (72  —  a)}  ~  o. 

Se  qii  ?st'  equazione  ri-oìrrta  ne:  suoi  fattori  ù 
(m—gn  —  h)  {ni  —       —  A  )  (;;z  —  5"/z  _       =  0  , 
avremo  per  rappresentare  z ,  i'  espressione  seguente 

~  =  xl{xyf.  E  -j-  x\Jy)n.  E'      * (       )" .  E\ 

In  questo  caso  però  le  costanti  E ,  E' ,  E"  possono  snppor- 
si  funzioni  di  .  L' integrale  allora  è  completato  con  tre  fun- 
zioni arbitrarie:  infatti  fatta  E  =  <p{~ ),  e  sostituiti  i  dirTeren- 

y 

ziali  di  z  nell*  equazione,  si  trova  che  i  coefficienti  delle  diffe- 
renziali di  E  si  elidono  da  se  medesimi ,  e  tutto  passa  come  se 
la  E  fosse  costante .  Per  convincersene ,  osserviamo  che  fatta 
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z  =  x  y  p  (.£.),  e  sapposto 
dp  (»)  =  p-  JM)  {(£)*»  h. 

d?(M)  =  p"(M){(i»)d*-t.(g)dj-}ec., 
si  ha  (  scrivendo  p  per  ce.  ) , 

,  Ht  \  m  —  ìn  tn  n  —  l 

(  —  )==  mx      y  .<p      x  y  -<p 

,  J>-  v  .  .«—3*  tu  —  I    Fi — I 

(  -J—  )  =  ff2  (  ffZ  —  I  )  a?  •  £>  H-  ^         •  £>   -f>  .  . 


«I  »  —  2  „ 


-   At.    n  w   «  —  »  f»  H- 1    »  —  2  , 

,  J*~  N  ,  ni  a  —  2  *•)•!  «— -a  , 


(^~)  =  mnx      y      .<p  —  mx  y       .<p'  -f.  {n  —  i  )x  y  X 


ec.  ec 


Se  ora  i  valori  di  questi  differenziali  si  sostituiscono  nella 
proposta  >  avremo  la  sressa  equazione  che  nel  caso  di  E  costan- 
te »  ma  nel  di  lei  primo  membro  vi  saranno  di  più  i  termini 
segueuti 

^      .p'  —  x       y      .<p  y  H-C  {amx  y 

i*-~4-  2   fi  — 3      „  m4I    «  —  I      ,  f»  ■+  2   *  —  2  -, 

a;       j>      .  $>  —  2»ia?       y      .  £>  —  a*  •  p  -t> 

«  -4-  !    »  —  I       ,  ffl  -f  2    0  —  3      ,/  , 

a  (    —  i)x      ^      .  p  -*>  a;      .y      -<P   —  a  (  «  — 

0*     y  D^cc.}, 
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ed  c  evidente  che  questi  termini  s*  annullano  da  se  medesimi  ; 
1'  integrale  dunque  completo  della  proposta  sarà 

z=x     *  .y  .p(j)-i-x  .y  .p  (j), 

essendo  p  ,  <p' ,  <p"  tre  funzioni  arbitrarie  diverse  . 

§.  115.  Noi  abbiamo  supposto  nullo  il  secondo  membro  dell' 
equazione  integrata  al  §.  antecedente  .  Sia  questo  una  funzione 

di  x  e  di  y,  cioè  v(x,y).  Ponendo  -y  invece  di  x7  essa 

diverrà  una  funzione  di  —  e  di  y,  prenderà  cioè  la  forma 

Per  integrare  allora  1'  equazione,  si  faccia 

z  =  xmy*<p(~)  — H  Y  ,  essendo  Y  una  funzione  incognita  di  y , 
y 

e  sostituendo  questo  valore  nella  proposta ,  avremo  per  deter- 
minare Y  ,  quest'  equazione 

AY-hB,(£)M.C/(-£)H-D/(^)  =  F(^): 

per  integrarla  considereremo  la  quantità  —  ,  che  si  trova  in  F, 

come  costante  (  poiché  i  di  lei  differenziali  sostituiti  nell'  equa- 
zione proposta  si  distruggono  da  se  medesimi  ) ,  e  trovato  il  va- 
lore di  Y  ,  lo  aggiungeremo  all'  integrale  ottenuto  ncll'  ante-  . 
cedente  §. 

Se  i  coefficienti  A,B,G  ec.  fossero  funzioni  di  — ,  gV in- 
tegrali avrebbero  la  stessa  forma  ;  poiché  quantunque  1'  equazio- 
ne che  allora  determina  m  ,  abbia  i  coefficienti  variabili ,  e  dia 

perciò  m  eguale  ad  una  funzione  di  — ,  pure  questo  valore  di 

771  c  come  se  fosse  costante  ,  giacche  i  di  lui  differenziali  mol- 
tiplicati per  i  coelììcieuti  della  proposta  s'annullano  da  se  stessi. 
Sara  facile  persuadersene  prendendo  le  differenziali  di 
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/(£) 

zt=sx    '/•*(-);(  la  funzione  /(-)  esprime  il  valore  di 

m  che  è  dato  dall'  equazione  fra  m  ed  n  )  ;  imperocché  i  ter- 
mini ,  ove  si  trovano  le  differenziali  di  /  e  di  <p ,  si  annulle- 
ranno da  se  medesime  .  • 

Quando  il  secondo  membro  diviene  una  funzione  qualun- 
que 6  (  a?  yy  )  di  x  e  di  y,  ed  i  coefficienti  funzioni  qualunque 

F(*),  F'(-l)  ce.,  di  -,  T  equazione  del  §•  antecedente  pren- 

y         >  y 
de  la  forma 

*i*,y)  =  f<ì).  ■+■  F-(i) {«(£)  •+>(*)}  -  F" (7) 

ed  il  suo  integrale  completo  è 

/(')  .  / 


W(f)-*-Y; 

le  lettere/,/,/"  indicano  tre  funzioni  di  JL  che  esprimono  i 

tre  valori  di  m ,  uati  dall'  equazione  fra  m  ed  »,  che  è  del  ter- 
zo grado.  Le  funzioni  come  pure  la  /z,  dipendono 
dal  nostro  arbitrio .  La  Y  è  data  da  quest'  equazione 

F(i)Y  ■+  r(5  )  H-  F-(i)./(g)       F-(f  )X 

siccome  la  quantità  n  che  trovasi  ncll'  integrale ,  resta  indeter- 
minata ,  perciò  possiam  semplicizzarlo  col  supporla  nulla  :  facen- 
do allora  n  =  o ,  V  equazione  la  quale  determina  m  ,  diverrà 
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A        E/7Z        C/72  (  772  —  I  )        Dot(»2  —  I  )  (/72  —  <j)  =s  O  , 

ed  il  valore  dì  z  sarà 
f(j) 

z  =  x         ?(f)  -+  €C      Y  . 

E'  chiaro  che  il  metodo  medesimo  si  estende  anche  agli  or- 
dini superiori  :  e  si  può  dunque  concludere  che  sarà  sempre  com- 
pletamente integrabile  una  equazione  a  differenziali  parziali  dell' 
ordine  n  a  coefficienti  variabili  ;  purché  questi  seguano  la  leg- 
ge dei  coefficienti  di  quella  di  terzo  ordine  qui  sopra  integra- 
ta i  cioè  la  fila  delle  differenziali  n"*'  sia 

Per  farne  una  applicazione ,  abbiasi  da  integrare  V  equazione 

9-«Ì«  +  (-(a+i)iH.i)  (*(*)  -+y{%))  -f- 

**>(^)-*/(£)  =  o, 

la  quale  è  del  secondo  ordine ,  e  conduce  perciò  alla  risoluzio- 
ne di  una  equazione  del  secondo  grado 

A  -h  Bra  h-  C/72  (m  —  i  )  =  o .  Ora  A  =  a  - , 

B  =  i-  (<i4i)i,  G  =  i;  avremo  dunque  per  determi- 
nare 772 

a_  —  (  a  h-  i  )  —  m  ~h  m  =  0,  dalla  quale  si  ricava  771  = 
JLt  m  r=  a--  -,  perciò  l' integrale  completo  sarà 

y  y 


—  a  — 


2  =  x  p(^)  h-  *  h-  Y.  La  quantità  Y  è  data  da 

questa  equazione  lineare 
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la  quale  deve  integrarsi  supponendo  j  una  quantità  costante. 
L*  integrale  .di  questa  equazione  ci  è  data  dalle  formule  del 
S  1  qà. 

Si  tratterebbero  con  i  medesimi  metodi  Y  equazioni  ad  un 
più  gran  numero  di  variabili .  Non  ce  ne  occuperemo  di  più . 
§.  146.  Ancora  1*  equazione 

Az  ^  B  {ax-*-by)(*)  -t-  C  (ax  ^  by  -+  ec/ 

H-  B(ax  H-  by)  (g)  H-  C  {ax  H-  W(^)  H-  ec.  >=o 

^C(eKcH-6y)1(^)H.ec^ 

ammette  un  integrale,  ma  non  completato  da  nna  funzione  ar- 
bitraria ,  almeno  facendo  uso  del  metodo  seguente . 

Sia  z  =  E(ajcH-6y)'"  i  sostituendo  il  valore  di  z  e  delle 
sue  differenziali  parziali  nella  equazione  proposta ,  e  dividendo- 

la  per  E  (  ax  h-  by  )  ,  avremo 
A  -+  Bma  -+ Cm  (m  —  i)a  -t-  ec.\ 
H-  BV726  -4-  C'm  ( Tri  —  i)ab  -4-  ec 
-f.  C"/7z(m  —  1)6*  -*-ec. 

.•f.  ec.  / 
ovvero 

AH.(Ba4.B'6)jnH.(  Ca*  -j-  C'ao  h-  CV)m{  m      t  ) 
ec.  =  o . 

Per  mezzo  di  questa  equazione  determineremo       ed  avre- 
mo per  m  tanti  valori  particolari,  quanto  è  il  grado  di  queir  e- 


quazione:  ciascuno  di  quei  valori  particolari  ci  darà  un'espres- 
sione di  z ,  e  la  somma  di  tutte  queste  espressioni  sarà  ÌL  va- 
Tom.  Il  G  g  g 
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lore  di  z  che  soddisfarà  alla  proposta  .  Qnest*  equazione  è  sta- 
ta integrata  la  prima  volta  dal  Sig.  La -Place  (  Atti  di  Pari- 
gi *77S  )• 

Quando  i  coefficienti  delle  equazioni  lineari  a  differenziali 
parziali  sono  funzioni  qualunque  delle  variabili  se ,  y  ,  i  metodi 
spiegati  non  bastano  per  trovarne  gli  integrali  ;  e  siccome  que- 
sta ricerca  dim.r.du  delle  nozioni  sopra  1*  integrazione  dell'  e- 
quazioni  non  lineari ,  co>ì  non  possiamo  trattarla  adesso . 

§  147  Terminiamo  questo  Capitolo  con  dir  qualche  cosa  del 
caso ,  nel  quale  sono  date  più  equazioni  lineari  a  differenziali 
parziali,  fra  più  funzioni  z  ,  u  ec.  delle  variabili  x>y. 

Si  abbiana  queste  due  equazioni  a  coefficienti  costanti 

A»  -4-B(£)-(.C(£)v 
A'„^B'(£)h-C'(£) 

cz  H-J(£)H-c(g)\ 
a-aH-i'(£)H-c'(£)/  ° 

tra  le  funzioni  z  ,  u ,  e  le  loro  differenziali  parziali . 

Facciamo  s  =  e  ,  h  =  li .  e  ,  essendo  L  ,  «  ,  £ 
costanti  da  determinarsi. 

Sostituendo  e  dividendo  per  e         ,  abbiamo 
A  -f-B^Cp  \ 

a  H-  6»  -f-  c/3  Y 

dalle  quali  elimineremo  la  L ,  e  troveremo  allora  fra  «  e  (& 
un*  equazione  algebraica  del  secondo  grado . 

Sia  fi  =  M  una  radice  di  queir  equazione,  h  quale  ci  dia 
L  =  N  :  saranno  M  ,  N  duo  funzioni  conosciute  di  «,  ed  avremo 
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Ridnciarao  in  serie  ordinate  per  «  le  quantità 

e    ,  Ne    ,  e  sopponiamo 

eMy    =  T  -f.  T*  -+  TV  -f-  TV  H-  ee. 

NeMjr  =  V  -+•  V*  -f«  W      W      ec.  : 
avremo  allora 

z  =  Te**      T'ew«  -4-  T'VV  -H  TW  h-  «a 
«  =  Ve"  H-  Vea%  h-  V  W  -4»  WV  H-  ec. 
ed  introducendo  per  e    una  .funzione  arbitraria,  sarà 
^  =  T*(»)      T'(^)  h-  T'(£^)  -+  ec. 

«  =  V*(*)  H-  V'(^)  H-V'(^)  -+  ec. 

.       Tu  -n-r  ■iri*4'T_7  '^*^t«^«Ji.   '  i»::  "  1',.'  (l 

Questi  valori  di  z  ,  u  soddisfanno  all'  equazioni  proposte . 

L'  altra  radice  ci  darebbe  due  simili  espressioni  per  z  e 
per  u  y  e  si  potrebbero  anche  prendere  le  somme  di  queste  con 
le  ritrovate ,  per  averne  io  questa  guisa  i  valori  di  z  e  di  u 
con  due  funzioni  arbitrarie  .  Si  vede  come  dovremmo  fare  per 
le  equazioni  degli  ordini  superiori . 

Quando  i  coefficienti  sono  funzioni  variabili ,  il  metodo  che 
abbiamo  insegnato ,  non  basta  :  e  bisogna  allora  eliminare  per 
mezzo  dell'equazioni  proposte  tutte  le  funzioni  z>u  ec. ,  me- 
no una ,  ed  integrare  infine  Y  equazione  a  di|ìetenziali  parzia- 
li ,  la  quale  contiene  la  funzione  non  eli  annata .  Questa  equa- 
zione sarà  di  un  ordine  più  elevato  delle  proposte;  imperoc- 
ché ,  generalmente  parlando ,  avrem  bisogno  di  ricavare  da  que- 
ste,  per  mezzo  della  differenziazione ,  altre  equazioni,  onde  ot- 
tenere queir  eliminazione  medesima  .  Siccome  questo  metodo  è 
comune  anche  all'  equazioni  non  lineari ,  per  questo  ne  parle- 
remo nei  Capitoli  seguenti . 
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Delle  Curve  a  doppia.  Curvatura  y 
e  delle  Superficie  Curve . 


N*.  I.  JL  er  quanta  la  dottrina  delle  Curve  a  doppia  Cur- 
vatura e  delle  Superficie ,  in  ciò  che  riguarda  1'  applicazione  ad 
esse  dell'  Algebra,  appartenga  direttamente  a  quel  ramo  di  Ana- 
lisi chiamato  Introduzione  alla  Matematica  Sublime ,  pure 
ho  determinate  di  farne  parola  »  e  perchè  queste  debbono  l'or- 
mare una  parte  del  mio  insegnamento  e  perchè  stimo  utile  per 
t  Lettori  di  questo  Libro  presentare  alcune  cognizioni  che  a 
quelle  appartengono  nell'  aspetto  che  può  ad  essi  in  seguito  ab- 
bisognare . 

Il  principio  o  1*  aziona  analitico  il  qnaìe  serve  come  di 
prima  [rietra  all'  Edifi/io  dell'  replicazione  del  Calcolo  alle  cur- 
ve è  il  seguente  „  Due  quantità  le  quali  son  costanti  insieme 
)t  é  variabili  insieme,  sono  necessariamente Y una  funzione  dell'ai-  ^ 
a  tra  cioè  se  si  hanno  due  quantità  tali  ,  the  una  è  invaria- 
bile finché  T  altra  non  soffre  alcun  cangiamento  x  e  varia  allor- 
ché la  seconda  in  qualche  modo  si  cambia,  debbono  essere  di 
necessità  T  una  funzione  dell' altra  ;  infimi  es«e  dipendono  allo- 
ri in  qualche  modo  l'nna  dall'altra,  ed  analiticamente  parlando, 
questo  rapporto  si  esprime  col  dire  V  una  e  finizione  dell  altra. 

Per  poco  che  si  consideri  una  curva  decritta  in  un  piano, 
ad  un  punto  della  quale  siano  condotte  le  due  coordinate  x,yy 
Si  vedrà  che  queste  quantità  x,y  sono  costami  insiesre  e  va- 
riabili insieme,  che  cioè  rimaneudo  sempre  la  stessa  ascissa  x> 
Y  ordinata  anche  rimane  la  stessa  ,  e  che  variando  la  x  ,  si  va- 
ria anche  subito  la  y  :  ne  concluderemo  allora  che  in  una  cur- 
va qualunque,  l'ordinata  è  una  certa  funzione  dell'  ascissa,  o  vi- 
ceversa 1'  ascissa  è  una  certa  funzione  dell'  ordinata  ;  così  per 
y  =  <p(x)>  ovvero  x  =  Y  (y)  rappresenteremo  analiticamente 
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qualunque  curva  piana  ;  la  natura  poi  della  funzione  che  egua- 
glia l'ordinata  o  l'ascissa,  sarà  determinata  o  dalla  genesi  stes- 
sa, onde  è  formata  la  curva,  o  dalla  dipendenza  che  costante- 
mente deve  regnare  tra  le  due  coordinate  corrisfiondeoti  a  qualun- 
que di  lei  punto .  Io  non  mi  fermo  a  considerare  le  curve  pia- 
ne ;  e  solo  rammenterò  alcune  nozioni  sopra  Y  equazioni  alle  li- 
nee rette  situate  in  uri  piano. 

Siano  AC ,  AB  due  assi  ad  angolo  retto  in  A:  sia  disegna- 
ta  nel  piano  CAB  la  linea  retta  EF  :  sia  AB  l'asse  degli  a*,  'S-20, 
AG  quello  degli  y  :  se  è  dato  il  punto-  E  e  1'  angolo  FEB , 
è  data  anche  di  posizione  la  retta  EF ,  imperocché  non  vi  può 
essere  un'  altra  retta  y  la  quale  passi  per  il  punto  E,  faccia  con 
AB  un  angolo  eguale  ad  FEB,  e  non  cada  sopra  EF;  se  poi 
fosse  dato  T  angolo  FEB  e  non  il  punto  E ,  ove  essa  deve  se- 
gare 1' asse  degli  x,  allora  non  è  intieramente  data  di  posizio- 
ne la  nostra  retta  ,  poiché  invece  di  EF  potremmo  prendere  qua- 
lunque altra  F'E'  che  facesse  con  AB  un  angolo  F'E'B  =  FEB; 
e  sarebbe  questa  F'E'  una  parallela  ad  EF  :  osserviamo  che  di 
queste  parallele  ve  ne  ha  un  numero  infinito;  e  se  fissato  il  pun- 
to E,  non  fosse  stabilito  Y  angolo  FEB,  sotto  cui  la  retta  EF 
deve  tagliare  1'  as.>e  AB ,  non  sarebbe  anche  in  questo  caso  in- 
tieramente data  di  posizione  la  nostra  retta;  noi  potremmo  inve- 
ce di  EF  prendere  una  qualunque  altra  linea  EL  che  soddisfa- 
rebbe alla  condizione  di  segare  in  E  1'  asse  delle  ascisse:  osser- 
viamo egualmente  che  di  queste  rette  ve  ne  ha  un  numero  in- 
finito . 

E  quando  non  fosse  determinato  nè  il  luogo  ove  la  retta 
dee  tagliar  Y  asse ,  uh  Y  angolo  dell'  intersezione ,  non  si  cono- 
scerebbe allora  in  alcun  modo  la  posizione  della  retta  . 

Questo  premesso ,  facciamo  AE  =  a ,  tangFRB  =  b ,  AP  = 

.r,  PM  =  y,  ed  avremo  ?j£  =  tang  FEB ,  -?L-  =  b,  y  = 

bx  —  ah  y  e  questa  è  1'  equazione  della  retta  riferita  agli  assi 
CA , AB . 

Se  le  quantità  a ,  b  saranno  date ,  questa  eqnazione  sarà 
quella  della  retta  EF  ;  se  la  quantità  a  sarà  incognita,  la  no- 
stra equazione  rappresenterà  qualunque  parallela  EF';  e  se  sa- 
rà incognita  b ,  V  equazione  sarà  quella  di  una  retta  qualunque 
EL  ;  se  poi  saranno  incognite  aruenduc ,  da  quell'  equazione  sa- 
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rà  rappresentata  qualunque  linea  retta  HG . 
29-        Un'  equazione  lineare  A>  -f      h-  C  =  o  qualunque  tra 
x  ed  y  può  sempre  ridursi  alla  forma  y  =  *x     fi  >  e  questa 
paragonata  con  1'  equazione  alla  linea  retta  y  =  bx  —  ab ,  ci 

dà  #  =  ò ,  p  =  —  ao ,  e  quindi  «  =  &  ,  —     =  a  :  dunque 

T  equazione  y  =  ax  *+•  fi  rappresenta  una  linea  retta  disegnata 
in  un  piano  ,  e  riferita  a  due  assi  ortogonali  presi  nello  stesso 
piano ,  per  mezzo  delle  coordinate  x ,  y ,  la  quale  fa  con  V  as- 
se degli  a:  un  angolo  di  cui  la  tangente  è  et ,  e  sega  quest'  as- 
se iu  un  punto  distante  dall'  origine  delle  ascisse  di  una  quan- 
tità -  £ . 

Spiegato  il  significato  di  quest'  equazione  y  =  ax  — i-  fi  »  noi 
la  terremo  sempre  per  rappresentare  una  retta  descritta  in  un. 
piano .  Facciamo  alcune  considerazioni  riguardo  alla  medesima  . 

i\  I  ragionamenti  fatti  qui  sopra  per  x  ed  y  gli  avremmo  po- 
tuti fare  per  y  e  per  x  »  e  saremmo  giunti  a  stabilire  che  an- 
che 1'  equazione  x  =  *y  -t-  fi  ci  rappresenta  una  linea  retta  ; 
che  a  ò  la  tangente  dell'  angolo  da  essa  fatto  con  1'  asse  degli 

y  i  e  che  —     è  la  distanza  del  punto  d' intersezione  di  questa 

retta  con  lo  stesso  asse  dall'  origine  delle  ascisse . 

24.  Se  neir  equazione  y  =  ax  fi  facciamo  fi  =  o  ,  si  ha 
y  =  ax  ;  e  questa  è  1'  equazione  di  una  retta ,  la  quale  passa 
per  1'  origine  delle  ascisse ,  e  fa  con  l' asse  degli  x  un  angolo 
la  cui  tangente  è  et . 

3'.  Se  nella  stessa  equazione  facciamo  a  =  o  ,  si  ha  y  =  f3  ; 
e  quest'  equazione  c  quella  di  una  linea  retta  parallela  all'  as- 
se degli  x  9  o  che  fa  con  quest'  asse  un  angolo  la  cui  tangente 
è  nulla  :  la  distanza  di  questa  retta  dal  medesimo  asse  è  =  |3  . 

Nella  stessa  maniera  un'  equazione  x  =  fi'  rappresenta-  una 
retta  parallela  all'  asse  degli  y  ,  e  distante  da  quest'  asse  di  una 
quantità  fi' . 

4".  Diventi  nulla  la  distanza  fi ,  e  sarà  allora  y  =  o   1'  e- 
quazionc  di  una  parallela  all'  asse  degli  x ,  e  distante  da  esso  " 
*  di  una  quantità  fi  —  o  :  questa  parallela  coinciderà  con  lo  stes- 
so asse  ;  ed  in  conseguenza  sarà  y  =  o  V  espressione  analitica 
dell'  asse  degli  x  . 
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Sarà  così  x  —  o  Y  equazione  che  rappresenta  1*  asse  degli  ^ . 
5*.  Supponendo  indeterminati  i  dne  coeflicienti  costanti  » ,  fi 
dell'  equazione  alla  linea  retta  y  —  ax  fi  >  proponiamo  di  de- 
terminarli in  modo  che  essa  passi  per  due  dati  punti  ;  siano  le 
coordinate  per  il  primo  punto  dato  di  posizione  x  =  mì  y  =  n, 
c  quelle  del  seconda  punto  x  =  p,  y  =  v ,  e  determineremo 
x ,  fi  per  mezzo  di  queste  due  equazioni  n  —  am  H-  0  >  >  = 

h-  fi  ,  dalle  quali  ottiensì  «  =  ^      »  fi  —  >  e  Y  equa- 

zione della  retta  che  passa  per  quei  due  punti  diviene 
-y  =  (  "-'.)  x  H-  ^— • 

6'.  Se  la  retta  fosse  stata  assoggettata  a  passare  pei*  un  solo 
punto  dato  di  posizione ,  sarebbe  bastata  la  determinazione  di 
uno  dei  due  coefficienti  « ,  fi ,  e  ne  sarebbe  restato  uno  per  sod- 
disfare ad  un'  altra  condizione . 

Così  supponiamo  che  si  cerchi  Y  equazione  di  una  retta 
che  deve  passare  per  un  punto  fìsso  dato,  e  segare  un'altra  ret- 
ta data  sotto  un  dato  angolo. 

Sia  y  =  ax  H-  fi  Y  equazione  data  di  una  retta;  sia  la  tan- 
gente di  questo  dato  angolo  =  e  ;  siano  m  ,  n  le  coordinate  del 
punto  parimente  dato  ;  e  sia  y  ==  yx  a  1'  equazione  della  ret- 
ta ricercata  :  tutto  si  ridurrà  alla  determinazione  dei  due  coeffi- 
cienti y  e  x . 

Per  ottenerla ,  supponiamo  che  sia  E'F  la  linea  data ,  M' il 
punto  dato,  HM'G  la  linea  cercata,  e  sarà  AF  =  m\  FJVT  =*1&29' 

n  i  tang  FE'B  =  *  ;  AE '  =  —  ;  tang  HKE'  =  e  ;  tangGUB  = 
y  ;  AH  =  —  A  :  ora  tang  F'E'B  =  tang  (  GHB  h-  HKE'  )  = 

T^^^ówS^fHKiT'  *  e  sost^tuen{l0  >  s*  avranno  quest'  equazioni  per 
determinare  y  e  x , 

«  =         ,  m  =  yn  ~h  \  ,  dalle  quali  si  ricava  y  =  — -  , 

I  —  7e  '  n  '         l  -f-  ex  ' 

*  —  t 


x  =a  w  —  (-  .)  ti  .  La  dimandata  equazione  sarà  per  tanto 

y  =  (p^)  *  H-  w  —  (  *~~)     questa  ci  rappresenterà  la  ret- 
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ta  GH ,  la  qnale  passa  per  il  dato  punto  3tt' ,  e  taglia  1*  altra 
»9-  linea  retta  E  F  sotto  un  angolo  HKK  che  ha  per  tangente  e . 
Ouando  il  punto  M'  dovesse  essere  nella  retta  EF  :  cioè 
quando  fosse  dato  il  punto  nel  quale  la  retta  cercata  dee  sega- 
le la  data  e  V  angolo  d'  intersezione ,  allora  si  farebbe  nella 
qui  ritrovata  equazione  m  =  «n  H-  0 ,  ed  avremmo 

,  ^  (£=£)*      «1  H.  P  -  n?7=     che  Si  rÌduCC  aUa  SCgnentC 
^—  *  ~_L  x      {|3(i  -4-  e*}  0}:(l  -+e*) 

7»  'se'k  seconda  retta  della  quale  si  b  ricercata  V  equazio- 
ne dovesse  esser  parallela  alla  prima  KF,  e  passare  per  iJ  pun- 
to M' ,  la  tangente  e  sarebbe  allora  nulla  ,  e  la  sua  equazione 
diverrebbe  y  =  *x  H-  m  — -  *n . 

Così  le  due  equazioni 
y  =z  ax  -h  fi  1  y  =  aX^r7ìi  —  a/2 >  OV vero  y  —  m  =  a  (x  -  n) 
rappresenterebbero  due  linee  parallele  tra  di  loro:  è  imiti le  av- 
vertire che  *,  v  non  sono  le  stesse  in  ciascuna  di  quell  equa- 
fl  esse  son^però  le  coordinate  della  retta  rappresentata  dall  + 

^pSuJK"^  deva  essere  perpendicolare  al- 
la  linea  ET'  :  allora  i-  =  cotang  HKE'  =  9  ;  dunque  la  di  lei 
equazione  sarà  y  =  -  i  *  •+  «  H-  £  »  :  dunque  una  linea 
retta  la  cui  equazione  riajrr=-^*-«.«.H-{-»  sarà  perpen- 
dicolare ad  un*  altra  che  abbia  per  equazione  y  =  «a  ,  e 
passerà  per  un  punto  M'  le  cui  coordinate  sono  x  =  n>y  —  m\ 
così  il  sistema  di  queste  due  equazioni. 

y^*x-*P,y  =  —  \x-*m-ir{rlc'1  rappresenterà  due  li- 
neo perpendicolari  tra  di  loro  ,  ed  una  delle  quali  passera  per 

un  punto  dato  M'.  . 

0»  In  venerale  il  sistema  di  queste  due  ..equazioni  y  =  «x  -+ 
fi,  y  =  *x-b*  ci  rappresenterà  due  parallele  ;  ed  il  sistema  ui 

quest'  altre  due  y  =  «*  h-  (8,  J  =  -  7  *  +  A  CÌ  raPPrcsenW 
due  perpendicolari  T  una  all'  altra . 
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Se  dunque  si  avranno  due  qualnnqae  equazioni  y  =  àoo  «4- 
(B  ;  y  =  yx  H-  X  »  queste  ci  significheranno  due  parallele  quan- 
do *  ==  7 ,  e  due  perpendicolari  quando  ay      1  =  o . 

Avverto  di  nuovo  che  le  coordinate  di  una  equazione  non 
sono  le  stesse  che  quelle  dell'  altra 

IL  Abbiamo  sin  ora  considerata  la  retta  disegnata  in  un  cer- 
to piano ,  vediamo  adesso  come  possa  analiticamente  determinar- 
si la  posizione  di  una  retta  condotta  nello  spazio  ■ 

Attesa  la  difficoltà  di  rappresentare  in  un  piano  le  cose  che 
hanno  rilievo ,  o  che  sono  staccate  da  quello  ,  io  mi  contente- 
rò il  più  .delle  volte  di  descrivere  le  figure,  piuttosto  che  dise- 
gnarle ,  e  così  mi  dirigerò  più  alla  immaginazione  che  all'  oc- 
ehio  dei  miei  Lettori  ;  d*  altronde  una  lunga  esperienza  mi  ha 
mostrato  che  sono  talvolta  intese  con  maggior  facilità  le  descri- 
zioni che  i  disegni,  dei  quali  pare  intendo  servirmi,  allorquan- 
do lo  reputerò  vantaggioso. 

Come  i  punti  sitnati  in  nn  piano  si  riportano  a  due  assi 
ortogonali  disegnati  nel  piano  medesimo  ,  e  dei  quali  prendiamo 
per  conosciuta  la  posizione  ,  poiché  dipeude  dal  nostro  arbitrio 
determinarla  :  così  quei  punti  i  quali  sono  situati  nello  spazio 
si  riportano  a  tre  piani  perpendicolari  tra  loro ,  e  la,  cui  posi- 
zione per  io  stesso  motivo  è  a  noi  cognita  . 

Quando  si  tratti  di  punti  in  un  piano ,  si  assegnano  le  di- 
stanze di  essi  da  i  due  assi  ortogonali  ;  e  quando  di  punti  nel- 
lo spazio ,  si  assegnano  le  distanze  dai  tre  piani  ortogonali  sud- 
detti.  Queste  distanze  non  sono  altro  che  le  perpendicolari,  le 
quali  «  si  abbassano  da  quei  punti  o  sopra  gli  assi ,  o  sopra  i 
piani ,  ed  assegnate  che  siano,  determinano  la  posizione  dei  pun- 
ti ,  poiché  fissano  i  luoghi  ove  questi  si  trovano. 

Così  per  determinare  il  punto  a  situato  nello  spazio,  bi-p. 
sogna  determinare  le  distanze  di  esso  da  tre  piani  perpendico-    *  *°* 
lari  tra  loro  dati  di  posizione:  siano  questi  tre  piani  CAB  che 
rappresenti  per  esempio  il  piano  orizzontale  della  Tavola  ;  EAB 
che  rappresenti  il  piano  verticale  avanti  agli  occhi  di  chi  guar-- 
da;  ed  EAC  qnello  verticale  "che  fa  angolo  retto  con  l'altro, 
ed  è  situato  alla  sinistra  di  chi  guarda  la  figura  :  si  iutendano 
dal  punto  a  abbassate  le  perpendicolari  aQ  nel  punto  Q  sul 
piano  orizzontale  -,  alt  nel  punto  U  sul  piano  verticale  anteriore  ; 

Tom.  IL  Hhh 
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ed  aS  sul  piano  verticale  laterale:  queste  perpendicolari  sono  le 
'  distanze  determinanti  la  posizione  di  a  di  cui  parliamo . 

Le  linee  AB  ,  AC  ,  AE  che  sono  le  intersezioni  dei  tre  pia- 
ni, si  chiamano  gli  as^i .  Sg  dai  piedi  di  quelle  tre  perpendico- 
lari Q  ,  R  ,  S  si  conducono  le  perpendicolari  sopra  i  tre  assi  r 
cioè  da  Q  le  due  yP,QN;  da  R  le  due  RL,RP;  da  S  le  due 
SL,SX,  sarà  compito  un  parallelepipedo  rettangolo  APRLSaQN, 
di  cui  il  punto  A  sarà  1* intersezione  comune  di  qnei  tre  piani;  ed 
il  di  lui  opposto  a  sarà  il  punto  situato  nello  spazio  dei  quale  si 
parla. 

Il  punto  A  si  dice  l'origine  delle  coordinare;  le  distanze  per- 
pendicolari aQ,aR,  aS  chiamansi  ordinate  del  punto  a  da  esse 
detcrminato:  AB, AC ,AK chiamansi  gli  assi  delle  coordinate;  e 
siccome  quelle  tre  coordinate  sogliono  indicarsi  con  le  lettere  Xy 
yyZ.y  così  quegli  assi  si  chiamano  gli  assi  delle  x,  delle  yy  e  del- 
le z  -t  se  T  ordinata  aS  è  indicata  per  x*  1*  asse  cui  è  parallela  , 
cioè-  AB,  ohiamasi  l'asse  degli  a?;  cosi  indicando  ali  per  yy  AC  è 
l'asse  degli  y  \  ed  AE  l'asse  delle  z:  il  piano  CAB  che  passa  per 
i  due  assi  delle  x  e  delle  y ,  dicesi  U  piano  delle  x , y  ;  il  piano» 
CAE  dicesi  piano  delle  y,zi  e  quello  E  AB  è  detto  piano  del- 
le x,z. 

Siccome  aS=AP;  aR  ^=PO;  cosi  ordinariamente  per  coor- 
diniate del  punto  a  s*  intendono  lé  tre  rette  AI*  =  .v,  PO  ■=  y  y 
aQ  =  zì  la  prima  delle  quali  è  una  porzione  dell'  asse  delle  x  ta- 
le che  conducendo  alla  sua  estremità  P  una  perpendicolare  o  una 
parallela  ad  AC,  incontra  il  piede  O  tlella  perpendicolare  aQ: 
abbassata  dunque  la  perpendicolare  af),  se  dal  punto  y  si  abbas- 
sa una  perpendicolare  sull'asse  AB,  si  avranno  le  tre  coordinate 
del  punto  a .  Le  medesime  considerazioni  si  facciano  relativamen- 
te a  ciascuno  degli  altri  assi. 

Osserviamo,  che  quando  si  prolungassero  quei  tre  piani  ia 
tutte  le  direzioni ,  si  formerebbero  intorno  al  punto  A  otto  ango- 
li sòlidi,  eguali  all'angolo  solido  CABAEAC,  che  racchiude  Io 
spazio  da  noi  qui  sopra  considerato.  Avendo  poi  convenuto  che 
prenda  usi  per  positive  le  coordinate,  le  quali  si  estendono  nelle 
direzioni  degli  assi  da  A  vergo  B,  verso  C,  verso  E,  ne  segue 
che  per  quei  puuti ,  i  qnali  si  trovano  in  taluno  degli  altri  sette 
angoli  solidi  fatti  intorno  al  vertice  A,  alcune  delle  coordinate, 
o  tutte  saranno  negative  :  saranno  negative  tutte  nell'  angolo 
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solido  opposto  direttamente  all'angolo  CABAEAC,  e  che  non  ha  «. 
di  connine  con  questo  che  il  punto  A:  vi  sarà  un'ordinata  negati-  S-3°* 
va  in  quegli  angoli  i  quali  han  di  comune  col  suddetto  uno  dei 
piani;  e  ve  ne  saranno  due  in  quei  che  hanno  di  comune  una  linea. 

Tutto  questo  premesso,  usuriamoci  una  lirica  retta  descritta 
nello  spazio:  se  da  ciascun  punto  della  medesima  si  abbassano  le 
perpendicolari  e  sul  piano  delle  x , y  supposto  da  noi  orizzontale» 
c  sopra  il  piano  delle  x ,  z  supposto  verticale  anteriore ,  c  sopra 
quello  delle  y,  z,  supposto  (  per  limitare  le  idee  )  verticale  e  late- 
rale sinistro  >  tutte  le  perpendicolari  che  cadono  sopra  ciascuno  di 
questi  piani  vi  segneranno  una  retta  che  si  chiama  la  projezione 
della  uosrra  linea  tirata  nello  spazio:  qnesta  linea  dunque  avrìi  tre 
projezioni ,  ciascuna  in  un  di  quei  tre  piani ,  c  queste  projezioni 
sono  tre  linee  rette;  di  più  si  concepisce  facilmente  che  se  si  fa- 
cesse passare  un  piano  per  la  nostra  linea  condotta  nello  spazio ,  c 
per  una  sua  projezione ,  questo  sarebbe  perpendicolare  al  piano 
ove  è  segnata  quella  projezione . 

Due  dir  queste  tre  projezioni  bastano  a  determinare  la  posizio- 
ne della  linea;  infatti  facendo  passare  per  esse,  due  superficie  pia- 
ne perpendicolari  ai  piani  in  cui  quelle  projezioni  si  trovano ,  si 
segheranno  queste  in  una  sola  linea ,  la  quale  sarà  in  conseguenza 
la  retta  nello  spazio ,  che  a  tali  projezioni  appartiene .  Per  questo 
motivo  noi  diciamo  che  una  linea  condotta  nello  spazio  è  analiti- 
camente determinata  per  il  sistema  delle  due  equazioni ,  che  a  due 
delle  di  lei  projezioni  convengono  ;  ci  vogliono  dunque  due  equa- 
zioni per  rappresentare  una  linea  retta  condotta  nello  spazio.  Dun- 
que se  x  =  az-+-b  è  l'equazione  di  una  linea  retta  nel  piano 
verticale  degli  x  e  z,  e  se  y  =  a'z  -+  b'  è  quella  di  un'altra  ret- 
ta nell'altro  piano  verticale  degli  y  e  s,  il  sistema  di  queste  dne 
equazioni  x  =  az  -4-  b ,  y  —  a'z  H-  b'  rappresenterà  una  linea  ret- 
ta nello  spazio,  tale  che  essa  abbia  quelle  due  rette  per  proje- 
zioni . 

III.  Data  una  linea  retta  nello  spazio,  e  parimente  dato  un 
punto  fuori  di  essa»  proponiamoci  di  condurre  per  quel  punto  li- 
na retta  a  quella  parallela  ;  ciò  che  per  noi  equivale  a  dire  : 
date  le  equazioni  che  determinano  una  linea  retta  nello  spazio  » 
e  le  coordinate  che  determinano  un  pnuto ,  si  dimandano  le  e- 
quazioni  di  uu*  altra  retta  parallela  alla  prima ,  e  che  passi  per 
quel  puuto .  .  • 
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Due  rette  nello  spazio  sono  parallele  quando  lo  sono  le  lo- 
ro respettive  proiezioni. 

Rappresentiamo  per  xìy,ìz  le  tre  coordinate  rettangolari 
tra  le  quali  al  solito  z  è  la  verticale  . 

{x  =  az  — f»  ò  -) 
 a>„        \     ^azioni  delle  projezioni  della 

retta  data  sopra  i  piani  verticali,  dalle  quali  eliminando  zy  si 
ha  la  relazione  tra  le  x,y  che  appartiene  alla  stessa  linea,  cioè 
r  equazione  della  di  lei  projezione  orizzontale  :  ay  —  àx  = 
ab'  —  db  . 

Indichiamo  per  x\y  ,  z'  le  coordinate  del  punto  dato. 
Secondo  ciò  che  abbiamo  detto  al  N°.  I.  >  1*  equazioni  della 
retta  parallela  da  noi  voluta  ,  saranno 

x  —  x'  =  a(z  —  z'  )  , 

y  ~ /  —  d {z  —  z  ) , 

a'{x  —  x')  =  a(y  —  /), 

due  qualunque  delle  quali  producono  la  terza  . 

Se  poi  si  volessero  trovare  V  equazioni  di  una  retta  obbli- 
gata a  passare  per  due  punii  dati  nello  spazio ,  ecco  come  fa- 
remo . 

Siano  x  ,y  ,z  le  coordinate  del  primo  pnuto,  e  x"  ,y" 
z"  quelle  del  secondo ,  e  siano  x  =  az~hb,y  =  dz  -f>  b' 
T  equazioni  della  retta  cercata  :  tutta  la  difficoltà  si  riduce  alla 
determinazione  dei  coefficienti  a  ,  b  ,  a  ,  b' . 

La  retta  dovendo  passare  per  il  primo  punto,  le  sue  equa- 
zioni saranno  della  forma  x  —  x  =  a  (  z  —  z),  y  —  y  = 
a'  (  z  —  z  )  :  ma  dovendo  auchc  passare  per  il  secondo ,  le  sue 
equazioni  saranno  anche  x  —  x'  =  a  (  z  —  s"}>  y  —  y"  = 
a'  (  z  —  z"):  ora  eliminando  a  ,  a  tra  queste  quattro  equazio- 
ni ,  avremo  per  determinare  la  retta  voluta 

x  (  z  —  *"  )  =  z  (  x  —  x"  )      x"z  —  x'z" 

y{z  —z  )=z(y  —  y  )^zy  —zy  . 

Queste  sono  1'  equazioni  delle  projezioni  sopra  i  due  piani 
verticali  :  eliminandone  z ,  si  avrebbe  V  equazione  della  proje- 
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zione  sopra  il  piano  orizzontale. 

La  lunghezza  poi  della  retta  che  unisce  quei  due  punti  dati  c 

V{{  x'  -  x  y  H-  (/  -  y"  Y  -+{z'-z"Y}. 

IV.  Passiamo  alla  considerazione  del  piano  esteso  nello  spazio. 

Per  trovare  Y  equazione  del  piano  »  come  per  altre  più  de- 
licate ricerche  che  verranno  in  seguito ,  faremo  uso  della  con- 
siderazione del  movimento ,  per  mezzo  del  quale  supporremo 
che  si  generino  le  superficie  ed  i  solidi  ;  e  ciò  non  vuol  dire 
che  si  abbia  bisogno  di  ricorrere  alla  Meccauica  per  le  indagi- 
ni Geometriche ,  imperocché  per  quanto  poco  si  voglia  riflette- 
re sopra  i  metodi  a  siffatte  considerazioni  appoggiati ,  vedremo 
non  servire  esse  che  come  un  ripiego ,  onde  instituire  più  facil- 
mente certi  ragionamenti ,  i  quali  potrebbero  anche  farsi  senza 
di  loro  ;  noi  facciamo  uso  del  moto ,  come  si  fa  nella  Geome- 
tria Elementare ,  quando  si  considera  il  circolo  generato  del  rav- 
volgimento del  raggio  circa  nn  centro  :  si  aggiunga  a  tutto  que- 
sto ,  che  è  anche  naturale  considerare  il  movimento  nella  gene- 
razione delle  linee,  delle  superficie  e  dei  solidi,  perchè  effetti- 
va mente  non  può  esso  escludersi  dalla  loro  vera  descrizione  . 

Deesi  al  Sig.  Monge  questa  maniera  di  trattare  Y  applica- 
zione dell'  Algebra  alle  curve  ed  alle  superfìcie . 

Per  poco  che  riflettiamo  ad  un  piano  condotto  nello  spa- 
zio ,  troveremo  che  egli  è  determinato  :  1  *.  Se  è  assegnato  in 
qual  punto  esso  sega  1'  asse  verticale  :  20.  Se  sono  dati  gli  an- 
goli,  che  1'  intersezioni  di  quel  piano  con  i  due  verticali  fan- 
no con  V  orizzonte  ;  cosi  noi  supporremo  che  un  piano  sia  co- 
nosciuto :  i°.  Per  mezzo  dell'ordinata  verticale  all'origine,  or- 
dinata che  noi  rappresenteremo  per  C  :  20.  Per  gli  angoli  che 
le  sue  due  traccie  sopra  i  piani  verticali  formano  con  1'  oriz- 
zonte ;  e  che  di  più  le  tangenti  di  questi  angoli  siauo  A  per 
quello  che  è  nel  piano  degli  x  e  Z  i  e  B  per  quello  che  è  nel 
piano  degli  y  e  z . 

Per  equazione  poi  del  piano  si  intende  nna  relazione  tra  ar, 
y  ,  z  tale ,  che  dato  a  piacere  un  valore  qualunque  a  due  di 
queste  coordinate  x  ,  y  per  esempio  (  che  equivale  a  dire  pre- 
so a  piacere  nn  qualunque  punto  nel  piano  orizzontale  )  si  ri- 
cavi dall'  equazione  contenente  quella  relazione  ,  nn  tal  valore 
per  z ,  che  innalzando  al  piano  orizzontale  stesso ,  nel  punto 
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preso  in  lui  nna  perpendicolare  eguale  a  z  ,  questa  incontri  per 
1*  appunto  con  la  sua  estremità  superiore  il  piano  da  lei .  rap- 
presentato . 

Ecco  come  troveremo  quest'  equazione. 

Uu  piano  può  considerarsi  sempre  come  generato  per  mez- 
zo del  moto  di  uua  linea  parallelamente  a  se  stessa  lungo  un'  al- 
tra fissa  :  ora  se  delle  due  intersezioui  di  un  piano  con  i  due 
verticali  degli  x  e  z ,  degli  y  e  z  ,  fingiamo  che  una ,  per  esem- 
pio quella  del  piano  verticale  x ,  z ,  stia  lerma ,  e  che  1'  altra 
si  muova  con  la  suddetta  legge  lungo  di  lei ,  è  evidente  che  n 
genererà  quel  piano  ,  e  non  e  difficile  a  concepire  che  1'  ordi- 
nata verticale  z  di  un  punto  preso  sopra  del  piano  generato  e 
corrispondente  alle  coordinate  xyy>  sarà  composta  di  tre  par- 
ti, cioè  t".  dell'ordinata  C  all'origine;  a\  della  quantità  Are, 
della  quale  la  traccia  mobile  si  innalza  lungo  1*  altra  ;  3'.  della 
quantità  By ,  di  cui  bisogna  innalzarsi  sopra  la  traccia  mobile  , 
per  andare  dalla  traccia  fissa  al  punto;  sarà  dunque  z  =  Asc 
By  h-  G ,  la  cercata  equazione  del  piano . 

Se  il  piano  si  muove  parallelamente  a  se  medesimo  ,  le  tan- 
genti A  ,  B  restano  costanti ,  c  la  quantità  C  è  la  sola  che  va- 
ria ;  per  aver  dunque  Y  equazione  di  un  piano  parallelo  al  pri- 
mo ,  e  che  passi  per  un  punto  di  coi  le  coordinate  siano  x' ,  y  , 
z  ,  bisogna  determinar  C  in  maniera  che  nell'  equazione  del  pia- 
no dato  facendosi  x  =  x' ,  y  =  y\  abbiasi  z  =  z  :  Y  equazio- 
ne dunque  del  piano  parallelo  sarà 

z  —         A  (  x  -  x  )  h-  B  (y  —y  )  . 

In  generale  l'equazione  lineare  tra.  x9ytZt 

Ax  -f.  By      Cz  -f-  D  =  0 

è  quella  di  un  piano ,  nel  quale  —  ~  rappresenta  l'ordinata  del 

piano  all'  origine  ;  —  ~  la  tangente  dell'  angolo  che  l' intersezio- 
ne di  questo  piano  con  quello  verticale  delle  x ,  z ,  fa  con  V  o- 
rizzonte  ;  —  £  la  tangente  dell'  angolo  che  1'  intersezione  del 

suddetto  piano  con  1'  altro  verticale  ,  fa  egualmente  con  1'  o- 
vizzonte . 

Si  osservi  che  delle  quattro  costanti  A  ,B,  C,D,  sole  tre 
sono  necessarie  per  determinare  la  posizione  di  un  piano  . 
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Se  si  vuol  trovare  1'  equazione  di  un  piano  che  passa  per 
tre  punti  dati  nello  spazio  y  supponendo  che  quest'equazione  sia 

Ax  h-     h-  D  =  o  , 

tutto  si  ridurrà  alla  determinazione  delle  costanti  A  ,  B ,  G ,  D  -t 
siano  x'  ,  y  ,  z'  le  coordinate  del  primo  punto 

x"  ,  y"  ,  z"  .  .  del  secondo 

x"  i  y  "  »   del  terzo  ' , 

e  se  il  piano  passa  per  quei  tre  punti  r  dovremo  avere- 
Asf  ~+  B/  -j-  Cz'  -f.  D  =  o  , 
A*"  -4-  By  n.G5"^0  =  o, 
A*  "'  h-  B/'     Cs"'  -j-  D  =  o  r 

dalle  quali  ricaveremo  i  valori  delle  tre  quantità  A ,  £  ,  £ ,  ciò 
che  dà 

A  =  z'(y- y )  h-  z  ( y  "  - y )  +  z- ( y  - y ) ; 

B  =  x  (  z"  -  z"  —  *')-*-      (  s'  —  z" )  ; 

C  =  y  (  x"  —  x'"  }  -4-  y"  (  a?'"  —  aO  H~y  (  af  — -  x  )  > 

=  *(<ys'->  z  )H-a?       2,-^2;  )  -*-a?  — .y  2  ), 

valori  che  dovrem  sostituire  nella  supposta  equazione  del  piano, 
affinchè  ei  possa  passare  per  quei  tre  punti . 

V.  Supponiamo  adesso  che  sia  data  la  posizione  di  un  pia- 
no  nello  spazio  f  che  cioè  sia  data  la  di  lui  equazione 
Ax  h-Bvh-Cz-ì-D  =  o,  è  cerchiamo  gli  angoli  che  egli 
forma  con  i  piani  rettangolari  delle  proiezioni . 

Immaginiamoci  i  soliti  tre  piani  rettangolari,  e  fìngiamo 
che  dall'origine  delle  ascisse  sia  abhassara  una  perpendicolare 
sopra  la  superfìcie  piana  corrispondente  alla  data  equazione:  que- 
sta perpendicolare  formerà  con  quei  tre  piani ,  degli  angoli  che 
saranno  i  complementi  di  quei  ricercati  :  per  compreaderìo  sup- 
poniamo che  PQRS  sia  un  piano  sopra  il  quale  ne  sia  inclina- 
to  uu  altro  ELÌSM,  di  cui  si  cerchi  Y  inclinazione.  Se  da  un  S '3f* 
punto  qualunque  A  del  primo  piano  si  abbassa  una  perpendico- 
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lane  AB  sopra  il  secondo  ;  e  dal  sno  piede  B  una  perpendico- 
lare BD  sopra  la  comune  intersezione  LF  ;  quindi  si  unisca  il 
punto  D  col  punto  A  ,  si  vedrà  subito  che  1'  angolo  BAD  fat- 
to dalla  perpendicolare  AB  col  piano PQ,  è  il  complemento  dell'an- 
golo BUC  che  misura  la  ricercata  inclinazione  del  piano . 

•  Rappresentiamo  per  P  la  grandezza  di  quella  perpendicola- 
re ,  e  per  x',/,     le  coordinate  del  suo  piede,  e  si  avrà 

(l)....  X'*  — H  y  *  «rh  Z'X  P* 

(a)  A*  -h  B/  w-  Cs'  h-  D  =  o . 

Delle  tre  quantità  x  ,  y  ,  z' ,  contenute  nella  prima  equazione 
supponendo  costante  ed  invariabile  la  seconda  y ,  Y  equazione 
si  manterrà  legittima  qualunque  valore  mi  piacerà  dare  ad  x'  , 
purché  io  prenda  per  z'  un  valore  tale  che  sia  soddisfatta  tutta^ 
quell'  equazione  ;  ed  il  Calcolo .  Differenziale  mi  darà  allora 

(3)  *'H- = 

Una  stessa  riflessione  ci  condurrà  a  quest'  altra  equazione 

(4)  -,/4^)  =  o. 
Ij  equazione  (  2  )  poi  ci  darà 

(5)  ....A^C(g)  =  o 

(6)  ....  B-hC(^)  =  o. 

Da  queste  sei  equazioni  eliminando  (~)  ,  (^)  e  trovando  i  va- 
lori di  a?',y,z',  P,  ricaveremo 

.    —  AD 

X        A'-t-  B*  -+C* 

  -BD 

J         A*  •+  B*  ■+  C* 
—  CD 


A*  -+  B*  -t-  C> 

F==  D1  : 


ora  le  quantità  ~ ,  -£  ,  ~  sono  i  seni  degli  angoli ,  che  la  perpen- 

JT       JT  Ir 
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dicolare  fa  con  i  tre  piani  rettangolari;  dunque  esse  saranno  i 
coseni  degli  angoli  dimandati  ;  così 

L*  angolo  che  il  piano  nello  spazio  forma  con  quello  del- 

le  x ,  y  ,  avrà  il  coseno  = 

L*  angolo  che  il  detto  piano  fa  con  quello  delle  x ,  z ,  a- 
tià  il  coseno  »  —-A^—  : 

L' angolo  infine  fatto  col  piano  delle  y ,  z  ha  il  coseno  = 


V  l  A*  -*•  B'  «+  C*  ) 

Cerchiamo  adesso  le  relazioni  che  devono  aversi  tra  i  coefc 
ficienti  dell'equazione  di  un  piano,  e  quei  dell*  equazioni  di  li- 
na retta  ,  affinchè  la  stessa  retta  ed  il  piano  siano  tra  di  loro 
perpendicolari . 

Rappresentiamo  al  solito  per  Ax  -h  By  -f.  Cz  -t-  D  =  o 
1'  equazione  di  un  piano ,  e  per  x  =  az-h  «  ,  y  =  bz-i*p  le 
dne  equazioni  determinanti  la  retta  normale  ad  esso . 

Facciamo  scorrere  la  retta  parallelamente  a  se  stessa  finché 
essa  passi  per  1'  origine  :  in  questo  movimento  non  cesserà  mai 
di  esser  perpendicolare  al  piano ,  e  «le  sue  equazioni ,  quando 
essa  è  giunta  all'origine,  saranno  x  =  qs,  y  —  bz  . 

Indichiamo  per  x\y'  ,z  le  coordinate  del  punto  in  cui  la  ret- 
ta ed  il  piano  si  incontrano,  ed  avremo  per  quel  punto  ce'  =  az\ 
y'  =  bz  ;  ora  sostituendo  per  x'^y'^z  i  valori  trovati  al  N*.  ante- 
cedente, avremo  A  =  aC,  B  =  6C,  le  quali  equazioni  esprime- 
ranno le  relazioni  che  devono  avere  tra  loro  le  equazioni  del  pia- 
no e  della  retta,  acciocché  siano  perpendicolari  tra  loro;  con  que- 
ste possiam  determinare  i  coefficienti  a, b  quando,  essendo  dato  il 
piano,  è  incognita  la  posizione  della  retta,  e  possiam  trovare  due 
dei  tre  cofficienti  necessarj  nell'equazione  del  piano,  quando  è  da- 
ta la  posizione  della  retta  e  non  quella  del  piano . 

Siano  dunque  dati  di  posizione  nello  spazio  un  punto  ed  un 
piano ,  e  vogliasi  da  quel  punto  abbassare  una  perpendicolare  so- 
pra il  detto  piano . 

Per  soddisfare  a  questa  ricerca,  converrà  trovare  1'  equazioni 
della  retta,  le  coordinate  del  punto  d'incontro  di  essa  col  piano  , 
e  la  grandezza  di  questa  medesima  retta . 

Tom-  Il  I  i  i 
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Siano  x  , y  ,  z  le  coordinare  del  putito  dato;  Ax  — h  By 
Cz  — t-  D  =  o.  V  equazione  del  piano  darò ,  e d     •=      -4-  « ,  y  = 
Z»s      /3  quelle  della  linea  voluta  .  La  condizione  che  questa  retta 
deva  passare  per  il  dato  punto  determinerà  le  due  costanti  a>  j3}  c 
r  equazioni  di  quella  retta  diverranno  allora 

(x  —  x')  —  a{z  —  s'),      —  y)  =  6(s  —  2) . 

L'  altra  condizione  che  la  linea  deva  esser  normale  al  piano- 
determinerà  i  due  coefficienti  a,&r  e  si  avrà. 

a  =  ^,  6  =      così  le  due  equazioni  cercate  diverranno 

.  C(*  -  *  )  =  A  (z  —  s')>  C(>  -  y  )  =  B(Z  -  z). 

Le  due  equazioni  della  perpendicolare  e  quella  del  piano  do- 
vendo per  il  punto  d'intersezione  sussistere  tutte  nello  stesso  tem- 
po» potranno  trovarsi  per  mezzo  di  esse  i  valori  di  x  yy ,  z  i  qua- 
li saranno  le  coordinate  di  questo  punto  ;  perciò  se  facciamo  per 
semplicità  di  calcolo  Ax  h-  By'  h-  Cz  h-  D  =  L ,  e  diamo  ali*  e~ 
quazione  del  piano  questa  forma 

A  (  x  —  x'  )  -h  lì  (y  —  y'  )  -j-  C  (  z  —  z')-f  L  =  o, 
le  coordinate  nei  punto  d'  interiezione  saranno 
x  __  „,  al  

,  BL  

y    y    a*  h-  b«h-c4 

„  _     *  CL  

A'  -+•  B*  -+  C»  ' 

Se  infine  chiamiamo  P  la  distanza  dal  punto»  dato  al  piano  efa- 
to ,  si  avrà 

PJ  =      —  x')x  H-  {y  —y'T  H-  (z  —  z)%  e  perciò 

p  =  L_  

a/  (  A*  H-  B1  -+C»)* 

VI.  Risolviamo  adesso  il  Problema  inverso,  quello  cioè  in  cui 
si  dimanda  di  condurre  per  un  punto  dato  nello  spazio  un  piano 
perpendicolare  ad  una  retta  parimente  data  nello  spazio . 

Questo  Problema  sarà  intieramente  risoluto  quando  avrem  tro- 
vato :  i°.  l'equazione  del  piano:  20  le  coordinate  del  punto  d'in- 
contro della  retra  e  del  piano  :  30.  la  grandezza  della  retta  con- 
dotta dal  punto  d' incoutro  al  punto  dato  ,  e  che  è  perpendicolare 
alla  retta  data  . 
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Siano  x'ty'ìZ  le  coordinate  del  punto  dato;  K  =  azH-«i 
y  =  bz  H-  P  le  equazioni  della  retta  data ,  e 
Ax  h-  By  h-      -4-  D  =  o  la  ricercata  equazione  del  piano. 

La  condizione  che  il  piano  deva  passare  per  il  punto  dato  ci 
determinerà  il  coefficiente  D,  ed  avremo 

A(x  —  x)  H-  B(jj  —  y)  — H  C(x  —  a)  =  o. 

I  due  coefficienti  —  >  77  saranno  determinati  dalla  condizìo- 

c  c 

ne  di  dovere  essere  il  piano  perpendicolare  alla  retta  data ,  la  qua- 
le ci  darà  —  =  a,  —  =      e  quindi  l'equazione  del  piano  diman- 
c  c 

dato  sarà  a  [x  —  x)  -h  b(y  — y)  H-  a  — a'  =  0. 

Se  per  mezzo  di  qnest'  equazione  e  delle  due  appartenenti 
alla  retta  data,  troviamo  i  valori  di  x^y^Py  avremo  (  facendo  per 
abbreviare  il  calcolo  a{x  —  *)  H-  £(/■—. P)  -H-  z'  =  M) 


X  — 


1 


.  =  M  . 

se  infine  indichiamo  per  P  la  perpendicolare  abbassata  dal  punto 
dato  sopra  la  retta  data,  la  quale  è  la  linea  di  unione  di  questo 
punto  dato  con  quello  di  incontro  tra  la  retta  ed  il  piano,  avremo 

P8  =  (*  —  »')*■-+  (y  —  yf  H-  (z  —  *')*> 
ove  sostituiremo  i  valori  trovati  per  .t,.y,;s,  e  faremo  le  opportu- 
ne riduzioni ,  onde  avere 

p-  =  (*•  _    -+  (/  -  «•  ■+  **  -  r^Vp- 

VII.  Determiniamo  adesso  le  condizioni  che  danno  Y  interse- 
zione di  due  linee  nello  spazio. 

Siano  *  ^  ^  ^  p  j>  1'  equazioni  ,di  una  prima  retta  con- 
dotta nello  spazio:  parimente  siano  %  *  ^  p  }  ^  equazio- 
ni di  una  seconda  retta.  Se  queste  due  rette  devono  segarsi,  bi- 
sogna che  le  quattro  equazioni  sussistano  tutte  insieme  uel  punto 
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d'  intersezione;  se  dnnqne  per  mezzo  di  esse  eliminiamo  le  coordi- 
nate x ty  yZ •,  avremo  la  relazione  che  devono  aver  tra  loro  quei 
coefficienti  costanti,  acciò  abbia  Inogo  l' i  urei  sezione,  o  perchè  le 
due  linee  siano  in  uno  stesso  piano.  Questa  relazione  è  contenuta 
nell' equazione  («'  —  —  6  )  —  (0  —  ^  )  (  a'  —  a  )  =  o . 

Immaginiamo  ora  che  per  V  origine  delle  ascisse  si  conducano 
dne  rette  parallele  a  quelle  qui  sopra  considerate . 

L'  equazioni  di  queste  due  parallele  saranno 


per  la  prima  {*  =  £ 
per  la  seconda       Il  \ 


z 

z 


Consideriamo  adesso  un  punto  preso  nella  prima  di  cui  le  coordi- 
nate siano  XyyyZ  ;  ed  un  punto  preso  nella  seconda  riferito  ai  pia- 
ni per  mezzo  delle  coordinate  x  ,/,z' .  La  distanza  P  di  questi 
due  punti ,  sarà 

P  =  (x  —  x)''  -f.  (y  —y'Y  H-  (z  —  *  )*,  ovvero 

P  =  (az  —  az'Y  H-  {bz  —  b'z'Y  —  {z  —  z)1  : 

ora  se  questa  distanza  è  perpendicolare  alla  prima  retta,  sarà  al- 
lora la  più  corta  linea  che  dal  punto  delle  coordinate  x'  y/yZ'  si 

può  condurre  a  quella  prima  retta,  e  quiudi  i^*-)  =  o,  ovvero 

(az  —  a'z' ) a  H-  {bz  —  b'z')b      z  —  z'  =  o, 
z(  i      a4  -H  £')  =      »  •+  ad  h-  06  );  quest'equazione  deter- 
minerà in*  il  valore  di  z  che  convienisi  al  piede  della  perpendicolare. 

Se  però  la  seconda  retta  fosse  ella  medesima  perpendicolare  al- 
la prima,  il  suo  piede  caderebbe  all'origine:  sarebbe  allora  *  =  o, 
e  l'equazione  diventerebbe  *'(  1  -h  ad  -h  bb')  =  o,  ovvero  1  -f- 
aa'  -4-  òo'  =  o . 

Questa  esprime  la  relazione  che  devono  avere  i  coefficienti 
dell'  equazioni-  di  quelle  .due  rette;  onde  siano  ad  angoli  retti  tra  loro . 

Dato  un  punto  nello  spazio  ed  una  retta  data,  cerchiamo  le 
equazioni  di  un'  altra  retta,  la  quale  passi  per  quel  punto  e  sia 
perpendicolare  alla  prima . 

Siano  x  ,/  y  z  le  coordinate  del  punto  dato  ;  ^  ~  °£  ^  ^ 


.- 
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l'equazioni  della  data  retta;     *  ^      ^  ^  quelle  della  retta 

richiesta .  La  condizione  che  la  retta  deva  passare  per  il  punto  da- 
to »  ci  determinerà  «' ,  0' ,  ed  avremo  «'  —  x  —  a'z  ,  /3'  =  y  —  b'z. 
Le  due  equazioni  della  retta  diverranno  allora 

{x  —  x  =  a  (  z  —  z  ) 
y  —  y  =  b  (z  —  z  ) 

Converrà  ora  determinare  Questi  due  coefficienti  saranno 

dati  dalle  altre  due  condizioni,  dal  dover  cioè  le  due  liuee  segar- 
si ad  angoli  retti ,  le  quali  condizioni  sono  espresse  dall'  equazioni 

-  ,)  (6' -ò)- (0-  -  0)  (a  -  a)  =  o , 
1  — H  aa'  — h  èò'  =  o  . 

Trovati  i  valori  di  a' ,  h  si  avrà  tutto  ciò  che  è  necessario  a 
determinare  le  due  equazioni  cercate  . 

In  somma  tutto  si  riduce  ad  eliminare  a'^ò',*'»^  tra  le  sei  e- 
quazioni  qui  sopra  trovate ,  e  fatta  questa  eliminazione  si  hanno 
(  pongo  per  abbreviare  ) 

a{a(*'  —  «)h-&(/—  0)h-z'}  —  (*-  —  «)(!^a*H-5,)  =  P 
b  {«(a?'  —  a)-t-&(/  —  0)^,2'}  —  (y—  0)(iH-a1H-i1)  =  Q 

o(x'  —  *)  H-  £  ( /  —  —  z'(  I  -+A  =  R 

dal  che  ottengo  aP  h-  àQ  ■+  R  =  o  )  le  due  equazioni  della 
retta  cercata 

—  x')l\  =  {z  —  z')P 

(>-y)R  =  (z-*')Q. 

Vili.  Immaginiamoci  ora  due  piani  condotti  nello  spazio  e 
rappresentati  dall'  equazioni  Aa?  H-  By  h-  Cs       D  =  o 

A'jc  h-  By  h*  C'a  -4-  D'  =  o: 

quando  questi  non  siano  paralleli  »  si  segheranno  in  una  linea  retta , 
della  qnale  proponiamoci  trovare  le  equazioni . 

La  linea  d'intersezione  appartenendo  ai  due  piani,  devono  le 
due  equazioni  superiori  divenire  eguali  tra  di  loro,  o  sussistere 
nello  stesso  ,tcmpo  per  tutti  i  punti  dei  piani  convenienti  a  quell'  in- 
tersezione ;  se  dunque,  suppoucudo  che  x ,y,z  siano  le  coordinate 
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dell' intersezione,  eliminiamo  per  mezzo  di  quelle  dne  equa? ioni 
una  qualunque  di  queste  coordinate  ;  l'  equazione  risultante  darà  la 
relazione  che  esiste  tra  le  due  altre  coordinate  residue  appartenerf- 
ti  all'  intersezione:  quest'equazione  sarà  quella  di  una  delle  proje- 
zioni  della  retta  d'  intersezione  dei  piani;  così  eliminando  x  ,  y  ,  z 
Ira  le  equazioni  dei  due  piani ,  e  facendo  per  abbreviare 

BC'  —  BC  =  l  DA'  —  DA  —  x 

CA'  —  C/A  =  m  DB'  —  DB  =  n 

AB'  —  AB  =  72  DC  —  D'G  =  >,  segue 

Za  -f-  W2f*      n*  =  o  » 

Te  equazioni  delle  tre  projezioni  sopra  i  piani  rettangolari  saranno 

ly  —  mx  h-  *  =  o ,, 

771  z  —  ny  H-  =  o  , 
nx  —  Iz         =  o, 

due  delle  quali  danno  la  terza . 

Da  ijuì  innanzi  terremo  sotto  questa  forma  l'equazioni  che 
determinano  la  posizione  di  una  linea  retta  data  nello  spazio  .  Si 
ritrovano  sei  coefficienti  costanti  in  queste  tre  equazioni,  cioè  /,  my 
n  ,  x  ,  f* ,  9 ,  dei  quali  quattro  soltanto  sono  nccessarj:  uno  è  dato 
dall'  equazione  di  condizione  Ix  h-  mfi  -4-  n*  =  ò,  un  altro  è  ar- 
bitrario, e  per  mezzo  di  una  idonea  determinazione  possono  sem- 
plicizzarsi  certe  operazioni  di  Analisi. 

Determiniamo  l'angolo  che  fanno  tra  loro  i  due  piani  dei  qua- 
li qui  sopra  assegnata  abbiamo  1'  intersezione  . 

Fingiamo  che  dall'  origine  delle  coordinate  si  conducano  due 
piani  paralleli  ai  due  primi  :  è  manifesto  che  essi  faranno  tra  loro 
lo  stesso  angolo  che  quelli,  e  che  le  equazioni  da  cui  sono  rap- 
presentati,  saranno 

Ax  — h  By  h-  Vz  =  o 
A'x  -h  H'y  -r  C's  =  o 

I  due  piani  di  cui  si  parla,  siano  qnei  della  Fig-  31  ;  ELFM 
sia  il  piauo  rappresentato  dalla  prima  equazione;  QRPS  quello 
della  seconda  .  Da  un  punto  A  preso  a  piacere  nel  secondo  piano 
si  abbassi  una  perpendicolare  AB  sopra  il  primo,  e  dal  piede  B  si 
abbassi  una  perpendicolare  BC  sopra  lo  stesso  piano  QBPS:  si 
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vede  facilmente  che  ~  =  cos  BDG  =  cos  dell'  angolo  fatto  da 

BA 

quei  due  piani .  Tutto  dunque  si  riduce  a  trovare  le  grandezze  di 
queste  due  perpendicolari ,  le  quali  prenderemo  con  segni  contra- 
rj  poiché  esse  si  misurano  in  seusi  diversi. 

Le  coordinate  del  punto  A  preso  ad  arbitrio,  siano  x  ,y',z'9 
e  .«i  avrà  in  esso  AV  -t-  B'y  -t-  Cz  =  o  .  Sia  P  la  grandezza 
della  perpendicolare  AB,  ed  x",y",z"  le  coordinate  oel  suo  pie- 
de, e  si  avrà  (  N°.  V.  ) 


V  =  X'  AL  

A*  -+■  B'  -+-  c* 


z  =  z  — 


BL 


A*  H-  B*  -+  C 
CL 


A^H-B'-t-C 

P  =   L  

v'IA*h-B*h-CM 


Sìa  P'  la  grandezza  dell*  altra  perpendicolare  BG  ed  L' 

AV      B>"  -h  Cz"  i  si  avrà 


F  = 


VI  A"  H- B»* -t- C'»  ) 

Sosti: ui.imo  per  x\y'\z"  \  qui  sopra  ritrovati  valori  in  L* , 
ed  osservando  che  AV  Hr  Bf      CV  =  o,  troveremo 


j  /'        -L(  A  A'  -4-  BB'  -4-  CC  ) 

 À'-*-B'-*-C»  ' 

e  per  conseguenza 

p,    -L(AA'-4-PB'-*-CC) 


l  A»  ■+  B*  •+ C»  )V  l  C*  •+  B'*  •+  A''  )  ' 

Sarà  dunque  |£  =  —  |1,  e  quindi 

,  ,  „  AA'-4-BB'-4-CC 

co* BDG = cos  dell  angolo  cercato  =  ;^at^:?c^aa»»  h-  b<»  h-  e5)  ' 

Se  i  due  piani  fanno  angolo  retto  tra  loro,  il  coseno  dell'an- 
golo d'inclinazione  di  uno  a  riguardo  dell'altro  è  nullo,  e  quindi 
A  A'  — h  BB'      CC  =  o  esprimerà  questa  circosta  nza  . 

Affinchè  dunque  tre  piani ,  di  cui  le  equazioni  sono 
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A*  h-Bji  h-  Cz  D  =  o 
A'a?  H-  B>  h-  C  a  H-  D'  =  o 
A"*  H-  B  >  — H  C"z  H-  D"  =  o , 

siano  rettangoli  tra  loro,  dovranno  aversi  le  tre  equazioni  seguenti 

AA'  -+BB'  h-CC  =o 
A" A  -t-  B"B  -4-  G"C  =  o 
A'A"  h-  B'B*  h-  G'G"  =  o . 

IX.  Se  consideriamo  due  linee  rette  condotte  nello  spazio-, 
può  proporsi  la  questione  di  determinare  l'angolo  che  fanno  rra 
di  esse  se  s' incontrano ,  e  ciò  non  succedendo ,  l' angolo  delle  lor 
proiezioni  sopra  un  piano  a  quelle  due  linee  parallelo . 

Per  risolverla  siano  l'equazioni  delle  proiezioni  delle  due  rette 

ly  —  mx  -h  r  —  o\ 

mz  —  ny  -h  *  =  o  K  per  la  prima 

nx  —  lz      fi  ==  o  1 

l'y  —  m'x  -4-  /  =  o  \ 

mz  —  n'y      \'  =  o  i  per  la  seconda  . 

n'x  —  lz      fi  =  o  J 

Se  ci  immaginiamo  che  dall'  origine  delle  coordinate  si  con- 
ducano due  piani  perpendicolari  a  ciascuna  di  queste  rette,  T  equa- 
zioni (  N*.  IV*  )  di  questi  piani  saranno 

Ix  H-  my  H-  nz  =  o 

l'x  -f-  my  h-  nz  =  o 

e  1'  angolo  che  questi  piani  formano  tra  loro  sarà  l'angolo  doman- 
dato. Alla  spiegazione  di  questa  costruzione  si  può  applicare  la 
Fig.  31. 

Il  coseno  di  questo  angolo  (  N°.  Vili  )  sarà  =  

 ll'-j-mm'-+  an'__  

v  i  r  ■+  «'  -+  »»  )  ^  (>  -+  m»  -4-  »"  )  * 

Se  queste  due  rette  sono  perpendicolari  a  due  piani  rettango- 
lari tra  loro ,  ciò  che  può  accadere  senza  che  esse  si  taglino , 
avremo  IV  h-  mm       nri  =  o  : 
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Qaest'  equazione  dunque  esprime  la  relazione  che  debbono 
avere  i  coefficienti  dell'equazioni  di  dne  rette,  perchè  siano  ret- 
tangolari tra  di  loro. 

Se  infine  V  equazioni  di  tre  rette  sono 

ly  « —  mx  -4-  t  =  °  \ 

mz  —  ny   -t-  x  =  o  v  per  la  prima 

nx  —  k    4  (*  =  o  I 

ly    —  m'x      /  =  oV 

m'z  —  n'y  -f  a'  =  o  l  per  la  seconda 

nx  —  tz       j*  =  o ) 

X'y  —m'x-±i'  =  o\ 

w>  —  ny  -f-  a"  =  o  \  per  la  terza 

n'x  —l'z-hfi"  =  Q} 

Acciò  sian  queste  linee  rettangolari  tra  loro  converrà  che  ab~ 
biansi  le  tre  equazioni 

II'  — h  mm'  h-  /z/z'  =  o 
Il  -h  mm  -f-  nn  =  p 
ZT      mm       nn  =  0. 

X  Supponiamo  ora  dati  nello  spazio  una  retta  ed  un  piano  » 
e  cerchiamo  1'  angolo  d'incidenza  di  questa  retta  col  piano.  Siano 

Ax  h-  By  -f-  Cs  -j-  D  =  o  1'  equazione»  del  piano 

ly  —  mx  -h  9  =  o  \ 

ras  —  zzy  •+  >  =  o  l  equazioni  della  retta  . 
nx  —Iz  H-  h  =  o  J 

Se  dall'origine  delle  coordinate  si  immagina  un  piano  perpen- 
dicolare alla  retta ,  la  sua  equazione  (N*.  IV  )  sarà 

lx  H-  my  -i»  nz  =  o  , 

e  l'angolo  die  questo  formerà  col  piano  dato,  sarà  il  complemento 
dell'angolo  dituaudatoj  si  avrà  dunque  il  seno  di  quest'  angolo 
Tom.  IL  K  k  k 
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scna  —  AZ    B*»  cv  

Se  la  retta  sarà  perpendicolare,  al  piano  »  il  sno  seno-  sarà. 
F  unità,  e  perciò 

Al  -t-  Bm     Or  =  V'  (  A1  -f-  B*  h-  Cs  )  y/  (  Zl  h-  to*  H-  P*  ) 
la  quale  equazione  si  riduce  a 

( Am  —  BZ )* ( B/z  —  Cot )*'  «-f- ( CZ  —  A/2)*  =  o„ 
che  non  può  essere  soddisfatta,  senza,  che  sia. 

Am  —  BZ  =  o 
Un  —  Cm  =  o 
CZ  —  An  =  o  , 

delle  quali  tre  equazioni  due*  danno  sempre  la  terza:  queste  espri- 
mono le  relazioui  che  debbono- sussistere  tra  i  coefficienti  dell'equa- 
zioni di  un  piano  e  di  una  retta  ,  accio  la  retta'  ed  il  piano  si  incon- 
trino ad  angoli  retti*  il  che  combina  con  quanto  abbiam  detto  sopra. 

Il  problema  che  ora  ci  proponiamo  appartiene  alle  Teorìe  dei 
massimi  e  minimi ,  ed  ivi  noi  ne  abbiamo-  parlato;  non  ostante  sa- 
rà utile  vedere  come  possa  risolversi  per  mezzo  dclL'  Algebra-  Ele- 
mentare . 

Xr.  Date  dne  rette  nello  spazio,  si  dimanda  la  più:  corta  di- 
sama tra  loro . 

Siano  T  equazioni  delle  proiezioni  per  le  due  retto 

ty    —  771  x  h-  »  =0 

per  la  prima: 

n'x  —  Z  z  — t*  p 

A  — t-  771  ft  — H  71 1 

l"y  —  m"x  -f-  »" 
mz-ri'y  -+  a" 
H'x  —  l'z 

A   -h  771  p   «4-721-   =  0 

Fingiamo  che  per  queste  dnc  rette  si  conducano  due*  piani'  paral- 
leli tra  loro;  per  la  condizione  di  quesro  parallelismo*,  i  coefficien- 
ti di  x,y,z  nell'equazioni  dei  piani ,•  saranno  eguali  tra  loro» 
così  tali  equazioni  avran  la  forma 


per  la  secandx 
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Ax  •-+■  H-  Cz  -f-  D  =  O 
Ax  h-  By  h-  Cz  -f-  D'  =  o 

Fingiamo  egualmente  che  dall'  origine  delle  coordinate  si  ab- 
bassi  una  perpendicolare  sopra  un  piano ,  e  questa  prolungata  sarà 
anche  perpendicolare  sull*  altro ,  e  la  distanza  di  quei  due  piani  mi- 
surata sopra  questa  perpendicolare,  sarà  la  più  coita  distanza  cercata. 

Indichiamo  per  P  la  perpendicolare  sopra  il  piano  più  lontano 
dall'origine,  e  sia  quello  della  prima  equazione  ;  sia  F  la  perpendi- 
colare sopra  l' altro  piano,  «  sarà  P  —  F  quella  più  piccola  distanza . 

Ora  abbiam  .trovato 

p  ^   p  

P'  _  -    W  

V(A•*-^B^-^-c•), 
dunque,  se  indichiamo  per  Q  la  più  corta  distanza ,  si  avrà 

tntta  la  difficoltà  è  ora  ridotta. a  trovare  i  valori  dì  A,B,  C,D,D\ 
Se  il  pi  imo  dei  due  piani  invece  di  passare  per  la  prima  retta, 
avesse  un  punto  d' intersezione  con  essa ,  i  valori  delle  «coordinate 
convenienti  a  questo  punto  d' intersezione ,  sarebbero 

x  =  — —  CfA— — 

Ai'  -+  B*'  •+  C*'  ' 

  P  — A.'  — Do»' 

y        A/'  H-Bw'  -4-  Cm'  ' 

  A.«'  —  B\'  —  P«* . 

Z  A/'-*-B»'H-C»'* 

ma  il  piano  passando  per  la  retta ,  questo  punto  d' intersezione  non 
può  essere  determinato  ;  per  questo  in  un  tal  caso  i  trovati  valori 

di  x  >y  yz  debbono  essere  espressioni  ìudeterminate?  eguali  a  ~  : 
dunque  nel  nostro  caso  dobbiamo  avere 

Al  h-  Bm  -f-  Cri  —  o , 
AfA  —  Bx  —  Dn'  =  o , 
Br'  —  Q*'  —  DI'  =o, 
Ca'  —  A/  —  Dm  ±=  o  . 
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Lo  stesso  ragionamento  facendosi  per  l'altro  piano,  si  avran- 
no altre  quattro  equazioni 

Al  '  h-  Rm"  -4-  Cri'   =  o , 
Ari'  —  Ba'  —  DV  =  o, 
■B>"  —  C/*'  —  D  Z    =  o  , 
Ca"  —  A/'  —  Dot"  —  Or 

si  osservi  che  in  ciascuna  di  queste  serie  di  equazioni, le  prime  due 
conducono  alle  altre  ;  così  sono  quattro  soltanto  le  equazioni ,  del- 
le quali  possiamo  far  conto  per  la  determinazione  dei  coefficienti 
A,B,C,D,D. 

Se  per  mezzo  delle  prime  equazioni  delle  due  serie,  eliminia- 
mo A  e  B,  si  trova 

A  (  Im"  —  Viri  )-f  C(  ri  ni'  —  ri'iri  )  =  o  , 
B  {l'm  —  Viri)  -4-  C  (Tri'  —  tri  )  =  o  . 

Ora  l'equazioni  dei  due  piani  hanno  un  coefficiente  di  più', 
che  non  è  necessario ,  e  del  quale  disporre  possiamo  come  più  ci 
piace  ;  facciamo  dunque  C  =  Ziri'  —  Viri ,  e  si  avrà 

A  =  mri'  -  m'n,  B  =  riV  -  ri'V ,  C  =  Viri'  -  Viri. 

In  seguito  considerando  le  bet  onile  equazioni  delle  due  serie  r 
si  moltiplic  herà  la  prima  per  72",  la  seconda  per  n' ,  e  si  troverà 

(D  —  D  )  ria  =  A(^'<  —  a*V)  —  B(aV  —  aV), 
da  cui  si  ricaverà  (  facendo  per  abbreviatura  m'ri'  —  m"ri  =  L; 
l'm"  —  V'm!  =  N j  viri'  —  fxTri  =  L'i  riV  —  ri'V  ==  M^/Z"  — 
*"t  =  M'  ) 

D  —  3>  ===  ^L  w~!!1M-  »  ed  in  conseguenza 

  LL'-  MM'  

Se  le  ttue  linee  si  segano  tra  loro,  allora  la  piò  corta  distanza 
è  zero  :  si  avrà  in  questo  caso  LL'  =  MM' ,  equazione  di  condizio- 
ne tra  i  coefficienti  delle  due  rette,  acciò  l'intersezione  abbia  luogo. 

iSe  tra  due  rette  condotte  nello  spazio ,  si  tira  una  retta  clic 
sia  perpendicolare  ad  ambedue ,  questa  sarà  eguale  a  quella  più 
corta  distanza  da  noi  qui  sopra  determinata:  cerchiamo  l'equazioni 
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delle  di  lei  proiezioni .  Riteniamo  li  stessi  dati  posti  qui  sopra . 
Sieno  le  ricercate  equazioni 

ly  —  mx  r  =  o 
7/i  z  —  ny  -f»  *  =  Q 
nx  —  Iz  H-  ac  =  o  , 

e  tutta  la  difficoltà  sarà  ridotta  a  trovare  i  valori  di  Z,/7Z,  ir. 
Fra  queste  sei  quantità  abbiam  già  1'  equazione 

(  A  )  /ah-  pan  H-  »"  =  °  * 

La  retta  domandata  dovendo  esser  perpendicolare  alle  due  al- 
tre ,  si  avranno  (  N°.  IX  )  le  due  equazioni  di  condizione 

(H)  ZZ'  — h  rara'  h-  nri  =  o 

(  G  )  ZZ"  h-  mm"  h-  *a"  =  o . 

Infine  questa  retta  dovendo  tagliare  le  due  altre,  si  avranno 
due  altre  equazioni 

( D )  (fjjt  —  fifa  )  ( m'n  —  mri  )  =  ( nx'  —  rix  )  ( Vn  —  In'  ) ; 

(E)  (  fi.it"  —  fj."n  )  (  m"n  —  mn"  )  =  (  nx"  —  tz"x  )  (  l"n  —  Z/z"  ) . 

Per  mezzo  di  queste  cinque  equazioni  si  troveranno  i  valori 
dei  cinqne  coefficienti  necessari,  c  del  sesto  ne  disporremo  a  piacere. 
Se  tra  le  equazioni  (B) ,  (G)  eliminiamo  l  ed  m9  troveremo 

/  (  l'fn"  —  V'm'  )  h-  n  (  rim  —  ri' ut  )  =  o , 
m  (  ZW  -  Z'  ni)  h-  «  (ZV  —  r«  )  =  o  : 

Disponendo  di  n ,  e  facendo 
«  =  ZW  —  Z'V,  si  avranno  per  Z ,  m ,  /z  i  valori  seguenti 

Z  =7»'/2"  —  772  '/z' , 

m  =  ni  —ni 
n  =  l'm   —  Vili . 

In  seguito  potrebbero  trovarsi  i  valori  degli  altri  coefficienti  : 
non  vi  essendo  altra  difficoltà  che  quella  del  calcolo ,  la  tralascio 
ali*  esercizio  dei  Lettori . 

XII.  Veduto  come  possóno  esprimersi  analiticamente  le  circo- 
stanze tutte  dei  piani  e  delle  linee  che  si  conducono  nello  spazio, 
veniamo  a  parlare  delle  curve  a  doppia  curvatura. 
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Chiarnansi  Curve  a  doppia  Curvatura ,  quelle  linee  curve  le 
quali  non  possono  essere  disegnate  in  un  piano  ,  o  quelle  per  il 
continuo  tratto  delle  quali  non  si  può  far  passare  un  piano,  sicché 
debbano  giacere  in  esso. 

Queste  curve  si  determinano  analiticamente  riportando  tutti  i 
loro  punti  a  tre  piani  ortogonali  condotti  nello  spazio . 

Siano  rappresentati  dalla  {  Fig  33  )  i  tre  piani:  sia  XAY  il 
piano  orizzontale  degli  x.%yi  sia  XAZ  il  piano  verticale  anteriore 
degli  x  ,  z  :  sia  YAZ  il  piano  verticale  laterale  degli  y  ,  z  .  Sia  A 
l'origine  delle  coordinate;  AX  Tasse  degli  x\  AY  l'asse  degli y  ; 
AZ  quello  degli  z.  Supponiamo  condotta  nello  spazio  una  curva  a 
doppia  curvatura  qualunque  EMP,  e  da  ciascun  punto  M  di  essa 
abbassate  la  perpendicolare  31w  sul  piano,  orizzontale  ,  e  la  per- 
pendicolare Mm'  sul  piano  verticale  laterale.  Il  punto  M  sarà  de- 
terminato dalle  dne  proiezioni  m^m  .  Nella  stessa  guisa  tutti  i  pun- 
ti della  curva  a  doppia  curvatura  EMF  saranno  determinati  dalle 
respetti  ve  proiezioni .. 

Tutti  i  punti  di  proiezione  sopra  il  piano  orizzontale  XAY 
formano  la  curva  piana  di  proiezione  cmf  ;  c  tutti  i  punti  di  proie- 
zione sopra  il  piano  verticale  YAZ  formano  1*  altra  curva  piana  di 
proiezione  e'mf .  Queste  due  curve  chiarnansi  le  proiezioni  della 
EMF;  così  per  una  curva  a  doppia  curvatura  si  hanno  tre  proiezioni 
ciascuna  delle  quali  è  sopra  uno  dei  tre  piani  ortogonali.  Due  sole 
però  .di  qnestc  bastano  a  determinare  la  cui  va  a  doppia  curvatura. 

Per  questo  motivo  noi  intenderemo  che  sia  determinata  anali- 
ticamente una  curva  a  doppia  curvatura  ,  quando  sono  analitica- 
mente determinate  due  delle  sue  tre  proiezioni;  e  siccome  una  pro- 
iezione essendo  tutta  situata  in  un  piano»  è  rappresentata  da  un'  e- 
quazionc  tra  le  sue  coordinate,  così  per  rappresentare  una  curva  a 
doppia  curvatura  ci  vorranno  due  equazioni  che  saranno  quelle  le 
quali  rappresentano  due  delle  sue  proiezioni . 

Se  pertanto  considerando  il  punto  M  della  curva  a  doppia  cur- 
vatura facciamo  M;/z  =  3,  e  dal  punto  m  abbassando  una  perpen- 
dicolare sopra  AX,  poniamo  wzP  =  y,  AP  =  x,  la  proiezione 
emf  sarà  data  da  una  equazione  in  x>y ,  e  sia^  =  p(a?);  la  pro- 
iezione c'm'f  da  un'  equazione  in  AQ  e  Q/b,  cioè  y  e  z,  e  sia 
z  =  Y{y)  .  Il  sistema  poi  delle  due*  equazioni 

z  ==         j*  raPPresentcr<1  la  torva  a  doppia  curvatura  EMF. 
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E  qui  si  vede  facilmente  che  avute  l'equazioni  di  due  proie- 
zioni sopra  due  dei  tre  piani  ortogonali ,  si  può  addirittura  avere  la 
proiezione  sopra  il  terzo  piano:  questa  proiezione  infatti  sarà  una 
curva  riferita  alle  coordinate  x,z,  e  per  ottenere  l'equazione,  ba- 
sterà eliminare  ^  dalla  set-onda  equazione,  sostituendo  il  suo  valo- 
re in  x;  avremo  allora  nn'equazioue  z  =  F(.vT)  che  sarà  l'equa- 
zione della  terza  ptojezioue . 

XIII.  Ancora  le  curve  a  semplice  curvatura  o  come  diconsi 
piane,  se  si  immaginano  condotte  nello  spazio,  si  riferiscono  a  tre 
piani  ortogonali  tra  loror  e  si  rappresentano  con  un  sistema  di  due 
equazioni,  che  sono  quelle-  di  due  delle  loia  proiezioni,  e  sotto 
questo  punto  di  vista  possono  considerarsi  come  della  stessa  classe 
(  almeno  riguardo  alla  maniera  di  esprimersi  analiticamente  )  delle 
curve  a  doppia  curvatura  ;  la  differenza'  però  che  passa'  tra  queste 
e  quelle  si  c ,  che  sono  indispensabili  due  equazioni  per  rappresen- 
tare una  curva  a  doppia  curvatura  y  comunque  nello'  spazio  siano 
situati  i  tre  piani  cui  si  vuol  riferire;  mentre  che  per  nua.  curva  a 
semplice  curvatura  possiamo  immaginare  che  i  tre  piani  di  relazio- 
ne siano- presi  in  tal  modo,  che  essa,  tutta  si  ritrovi  in  uno  di  loro, 
ed  in  conseguenza  sia  rai «presentata  da  una  sola  equazione  . 

Abbiamo  detto  nel  N". antecedente  che  da  due  equazioni  di  due 
enrve  descritte  sopra  due  dei  tr«r  piani-  ortogonali ,  è  determinata 
una  curva  a  doppia  curvatura,  della  quale  quelle  curve  piane  sono 
le  proiezioni .  Non  vi  è  nello1  spazio  che  una  sola  curva  a  doppia 
curvatura  che  possa  convenire  a  due  determinate  proiezioni.  Se 
però  in  una  di  quelle-  due-  equazioni  si  trovasse  qualche  quantità 
arbitraria  che  ricever  potesse  tutti  i  valori'  possibili  ,  allora  vi  sa- 
rebl)cro  influite  curve  a  doppia  curvatura  rappresentate  da  quel  si- 
stema di  due  equazioni;  imperocché  per  ogni  valore  dato*  all' arbi- 
traria si  avrebbe  un  diverso'  sistema ,  e  quindi  una  diversa  enrva 
sello  spazio .  Questa  osservazione  ci  sarà  interessante  in  altro  luogo. 

Ancora  nelle  curve  a  doppia  curvatura  si  considerano-  le  tan- 
genti r  e  dicesi  tangante  di  una  curva  a  doppia  curvatura  EMF  inp.^ 
M  una  retta  MT,  che  avendo  di  comune  con  la  curva  il  solo  pnn->  9'* 
ro  M,  ha  due  proiezioni  mt ,  mt ,■  che  sono  anche  tangenti  delle 
curve  di  proiezione  nei  punti  tosto';  come  si  determini  questa  tan- 
gente JVIT,  egualmente  che  le  altre  circostanze  dei  contatti  delle 
curve  a  doppia  curvatura ,  lo  vedremo  a  suo  luogo  . 
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XIV.  Riguardo  alla  maniera  di  rappresentare  una  curva  a 
doppia  curyatura  per  mezzo  di  due  equazioni ,  diamo  qualche  i> 
sempio. 

Supponiamo  clic  si  voglia  rappresentare  analiticamente  una 
spirale  circolare  condotta  nello  spazio,  la  quale  abbia  per  asse  lo 
stesso  asse  verticale  delle  s.  Immaginiamoli  uu  cilindro  che  abbia 
qnesro  stesso  asse,  e  sopra  di  lui  fingiamo  disegnata  la  spirale:  è 
evidente  che  f e  da  ciascun  punto  della  spirale  abbasso  delle  per- 
pendicolari sul  piano  orizzontale,  qneste  cadono  tutte  nella  circon.- 
Icreuza  della  base  del  cilindro  :  se  dunque  a  è  il  raggio  di  questo 
cilindro,  sarà  x'  yx  =  a1  l'equazione  della  proiezione  della 
spirale  sul  piano  orizzontale. 

Per  aveie  1*  altra  equazione  per  la  proiezione  sopra  il  piano 
degli  )e«,  si  osservi  che  questa  curva  produce  una  retta  sopra 
lo  sviluppo  della  superficie  del  cilindro;  così  quest'equazione  sa- 
rà z  =  b  are  sen  (y)  -4-  c  essendo  b  ,  e  due  costanti. 

La  nostra  spirale  dunque  sarà  rappresentata  dal  sistema  di  que- 
ste due  equazioni 

x      y  =  a 

z  =  6 .  are  sen  (y)      c . 

La  costante  e  può  servirò  a  determinare  il  passaggio  della  spi- 
rale per  un  tJuto  punto;  e  la  b  per  determinare  l' inclinazione  del- 
la spirale. 

Le  curve  a  doppia  curvatura  possono  ancora  riguardarsi ,  cor 
me  nate  dall'  intersezione  di  due  superficie  curve  ,  anzi  sogliono 
considerarsi  sotto  questo  punto  di  vista:,  noi  perciò  tralascieremo 
qui  di  parlarne,  e  passeremo  alle  superficie. 

XV.  Premesso  quanto  ahbiam  detto  ai  Numeri  precedenti , 
immaginiamo  una  superficie  curva  condotta  nello  spazio.  Ciascun 
punto  ili  questa  superficie  è  determinato  di  posizione  per  mezzo 
delle  distanze  di  esso  da  tre  piani  ortogonali  ,  o  per  mezzo  delle 
coordinate  x,y,z.  Considerando  al  solito  il  piano  delle  x^y 
come  orizzontale,  sarà  l'asse  delle  z  verticale,  o  le  coordinate  z 
saranno  tante  verticali  abbassate  dai  diversi  punti  della  superficie 
sopra  il  piano  orizzontale.  Le  tre  coordinate  x,yyz,  le  quali 
convengono  ad  un  punto  qualuuqne  di  una  superficie  curva,  sono 
tP.U  che  due  di  esso  x  ,y,  per  esempio»  non  variando  la  terza  z 
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neppure  varia  ;  ma  se  alcuna  di  queste  tre  coordinate  soffre  qual- 
che cangiamento ,  le  altre  due  o  almeno  una  di  esse ,  deve  anche 
-cangiare,  se  vuoisi  che  le  tre  coordinate  appartengano  sempre  a 
qualche  punto  della  superficie  curva  :  -queste  tre  quantità  dunque 
ce  ,  y  ,  z  »  qnando  siano  sempre  obbligate  ad  essere  coordinate  dei 
punti  di  una  superficie  curva,  hanno  tra  loro  una  qualche  dipen- 
denza per  la  quale  una  è  funzione  delle  altre  due»  per  esempio  x 
è  funzione  di  x  e  di  y  che  possiamo  esprimere  per  p  =  p  (  x ,  y  ) . 

Dunque  una. superficie  curva  qualunque  sarà  in  generale  rap- 
presentata da  ac=^(«,/))  essendo  x  ,y,  z  le  di  lei  ordinate 
ortogonali . Xia  forma  particolare  della  funzione  p(«,jr),,o  la  ma- 
niera particolare  con  la  quale  xyy  entrano  a  comporre  quel  .secon- 
do membro,  dipenderà  dalla  natura  particolare  della  superficie  .che 
vuoisi  rappresentare . 

L'  equazione  z  =  p{  x ,  y  )  può  anche  ricevere  la  forma 
F  (  x  ,y ,  z  )  =  o  ,  indicando  per  il  primo  membro  una  funzione 
qnalunque  delle  tre  coordinate  x>ytzi  così  tanto  l' una  che  l' altra 
di  qneste  forme  ci  servirà  per  esprimere  analiticamente  una  superi- 
cele rorva  riferita  a  tre  piani  ortogonali. 

Si  dice  che  una  superficie  curva  è  espressa  -dall'  equazione 
¥(xyy,z)  =  0,  perchè  la  possiamo  immaginare  come  costruita 
per  mezzo  di  questa  equazione:  infatti  dati  ad  x  yy  due  valori  a9 
b,  si  determinerà  un  pnnto  nel  piano  orizzontale  ,  nel  quale  ele- 
vando una  jierpendicolare  eguale  al  valor  che  ci  dà  per  z  1*  equa- 
zione F( a, è, z)  =  o,  si  avrà  nello  spazio  un  punto  che  appar- 
terrà a  quella  superficie i  e  fingendo  d'aver  fatta  quest'operazione 
per  tutti  gli  altri  punti  del  piano  orizzontale ,  si  avranno  nello  spa- 
zio tauri  punti  corrispondenti,  per  i  quali  passerà  la  superficie  curva. 
P appresentando  per  F(xyy,z)  —  o  una  superficie  curva,  sinché 
x ,y  restano  indeterminate  (  per  il  che  tale  anche  resta  2  )  quest'e- 
quazione appartiene  a  ciascun  punto  di  quella  superficie  ;  ma  se 
diamo  ad  a?  un  valore  particolare  e  costante,  come  per  esempio 
x  —  a ,  allora  l'  equazione  apparterrà  a  quei  punti  soli  della  su- 
perficie pe'  quali  l' ascissa  x  è  sempre  la  stessa  ed  eguale  ad  a .  Que- 
sti sono  i  punti  di  una  sezione  ohe  si  farebbe  in  quella  superficie , 
conducendo  un  piano  che  la  segasse ,  distante  perallelamente  dal 
piano  verticale  delle  y  ,  z  della  quantità  a.  Si  potrebbe  fare  una 
simile  considerazione  rapporto  asli  altri  piani . 

Toni.  IL  L 1 1 
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Supponiamo  ora  che  abbiansi  due  equazioni 

F (xyy,z)  =  or 
F(x,>,s)  =  o. 

Ciascuna  di  queste  esprimerà  una  superfìcie  enrva  condottr 
nello  spazio  .  Queste  due  superfìcie  possono  essere  situate  in  modo? 
che  una  non  incontri T  altra  r  possono  toccarsi ,  o  possono  interse- 
carsi vicendevolmente.  Lasciando  il  caso  del  contatto,  di  cui  do- 
vrem  parlare  in  altra  occasione ,  se  esse  si  tagliano  tra  di  loro,  T  in- 
tersezione sarà  in  generale  una  curva  a  doppia  curvatura;  dico  in 
generale,  perchè  se  una  delle  due  superiori  equazioni  rappresentas- 
se un  piano ,  la  sezione  sarebbe  una  curva  piana . 

XVI.  Per  avere  1'  equazioni  che  rappresentano  qncsta  curva' 
a  doppia  curvatura.,  cioè  le  equazioni  delle  di  lei  proiezioni ,  ecco 
come  si  farà.  Nei  punti  dell' intersezione  le  coordinate  x  ,y  ,  z  ap- 
partengono uello  stesso  tempo  alle  due  superfìcie  curve;  dunque 
per  questi  punti  V  equazioni  F[x,yìz)  =  or  F(ar,^,z)  =  o 
sussistono  nello  stesso  tempo  . 

Se  fra  queste  due  equazioni  eliminiamo  s,  avremo  un'  equa- 
zione della  forma  f(x ,  y)  ™  o  ,  la  quale  conterrà  la  rcLvione- 
tra  le  x  e  ìey  appartenente  a  tutti  ì  punti  di  quell'intersezione:  es- 
sa ne  rappresenteru  dunque  la  proiezione  sopra  il  piano  degli  Xty: 
egualmente  eliminando  y  avremo  un' equazione/* (x>z)  =  o  che 
sarà  quella  della  projezione  sui  piano  verticale  delle  x>z\  ed  eli- 
minando x ,  si  avrà  la  projezione  sopra  il  terzo  piano  rappresentata 
tef'(y,z)  =  o. 

Siccome  la  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 

T?(xry>z)  =  o,  F(ar,^,z)  =  o 

rappresenta  necessariamente  l'intersezione  di  due  superficie,  o  una 
curva  a  doppia  curvatura,  e  ci  dà  per  mezzo  delle  semplici  regole 
di  eliminazione,  le  proiezioni  di  questa  curva;  quindi  è  che  pos- 
siamo anche  in  generale  riguardare  una  curva  a  doppia  curvatura , 
come  nata  dall'  intersezione  di  due  superficie ,  e  rappresentata  dal 
sistema  di  due  equazioni  ,  ciascuna  delle  quali  sia  quella  di  una  su- 
perficie; "anzi  sotto  questo  punto  di  vista  è  efattissima  l'espressio- 
ne a  doppia  curvatura,  poiché  una  curva  tale  trovandosi  nello 
stesso  tempo  sitiv.ta  in  due  superficie  curve ,  gode  anche  nel  tempo» 
stesso  della  curvità  di  ciascuna  . 
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Abbiamo  detto  qui  sopra  che  nelT  equazione  z  =  p(x  ty) 
rappresentante  una  superficie  curva,  la. maniera  con  la  quale  x,y 
entrano  a  formare  la  funzione  <p(x>y)  dipeude  dalla  natura  spe- 
ciale della  superfìcie.  Questa  natura  speciale  di  una  superficie  o 
può  ricavarsi  dalla  considerazione  del  moto  con  cui  essa  è  genera- 
ta, la  quale  ci  potrà  fare  scoprire  come  le  variazioni  che  risente 
la  zy  dipendano  da  quelle  che  risentono  le  x,y,  o  dalla  considera- 
zione di  alcuna  proprietà  caratteristica  appartenente  a  ciascun  ^un- 
to della  curva,  proprietà  che  possa  esprimersi  per  una  .equazione 
tra  le  coordinate  :  in  questo  secondo  ,  caso  non  si  saprà  in  vero  a 
priori)  come  le  variazioni  delle  coordinate  influiscano  le  une  so- 
pra le  altre  ,  ma  sarem  certi  che  devono  variare  in  maniera  da  dar 
sempre  luogo  a  quella  proprietà.  Per, esempio,  se  si  vorrà  Inequa- 
zione della  superficie. sferica  di  raggio  r  condotta  nello  spazio  ,  si 
rifletterà  clic  ima  proprietà  caratteristica  di  ciascuno  ,  dei  suoi  pun- 
ti è,  che  la  distanza  di  esso  dal  cencio  e  eguale  al  raggio  r;^e  dun- 
que chiamiamo  xyy,z  le  coordinare  ài  un  qualunque  punto  della 
superficie  sferica ,  ed  a ,  b  ,  c  quelle  del  suo  centro  ,  avremo 
(  N°.  Ili  )  rappresentata  da  {x  —  ,  a  )*.-+■  {y  —  &)Vh-  (z. —  e)* 
il  quadrato  della  distanza  di  questi  due  punti  ;  sarà  dunque 

(x  —  a)1      (y  — -  by  h-  (*  —  c)1  =  r 
l'equazione  rappresentante  la  superficie  di  una  sfera  .di  raggio  r% 
ed  avente  il  centro  in  un  punto  dello  spazio  coriùpondente  alle 
coordinate  a  ,  b  ,  c .  • 

Scolio. 

-Tutto  ciò  che  concerne  i\  la  classazione  delle  superficie  in, 
diversi  gradi  secondo  le  dimensioni  che  hanno  le  coordinate  ,neir,e- 
quazioni:  2°.  la  considerazione  delle  diverse  falde  delle  superficie: 
3*.  Tesarne  particolare  dell' intersezioni  delle  superficie  con  i  pia- 
ni ,  e  quivi  la  considerazione  dei  centri  e  dei  piani  diametrali  di 
esse:  4°.  l'esame  particolare  delle  intersezioni  di  certe  determina- 
te superficie  curve:  5*.  le  permutazioni  delle  coordinate:  e  6*.  la 
considerazione  di  certi  punti  rimarchevoli  sopra  le  superficie,  co- 
me per  esempio  delle  sommità  ec  ,  è  da  me  tralasciato,  perchè  ap- 
pai tiene  direttamente  all'  introduzione  all' Analisi  Sublime  .  Basta 
che  i  miei  Lettori  abbiano  letta  la  Teorìa  delle  superficie  curve , 
che  Eulero  dà  nella  sua  Introduzione,  o  ciò  che  scrive  qualunque 
altro  Autore  che  tratti  di  questa  materia ,  e  non  avranno  alcuna 
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difficoltà  per  1*  iutclligcnza  del  restante  di  questa  Appendice . 

Vediamo  ora  coinè  possano  ricavarsi  le  equazioni  di  varie? 
classi  di  superficie  curve  dalla  considerazione  della  loro  genera- 
zione. 

Superficie  Cilindriche. 

XVII  Data  nello  spazio  una  qualunque  linea  retta,  se  ci  im- 
maginiamo un'altra  retta,  cui  si  da  il  nome  di  generatrice,  la  qua- 
le si  muova  nello  spazio,  restando  però  sempre  parallela  alla  da- 
ta ,  e  che  lasci  io  questo  movimento  continua  traccia  del  suo  pas- 
saggio,, verrà  a  descriversi  una  superficie  curva  ;  e  tutte  le  super- 
ficie generate  in  questa  guisa  hanno  il  nome  di  superficie  cilindri- 
che .  Si  tratta  di  ritrovare  l'equazione  generale  che  ci  rappresenta* 
la  Classe  o  la  famiglia  delle  superficie  cilindriche. 

Supponiamo  che  la  data  retta  passi  per  1*  origine ,  e  se  non  vt 
passasse ,  da  quel  punto  gli  «  condnrrehhe  u»ia  parallela  che  po- 
trebbe preudersi  invece  di  essa  :  siano  1*  equazioni  di  questa  retta, 

x  =  az ,  y  =  bz. 

La  retta  Generatrice  dovendo  esser  parallela  alla  data,  le  $w 
equazioni  r  saranno 
x  =  az  -t-  *  t  y  —  bz      fi  i 

nelle  quali  a,  b  sono  costanti,  qualunque  sia  la  posizione  della  ge- 
neratrice ;  ma  le  quantità  a ,  P  ebe  sono  costanti  per  Tina  medesima 
posizione  della  generatrice,  variano  allorché  la  generatrice  passa 
da  una  posizione  ad  un*  altra  ;  così  per  ogni  superficie  cilindrica  T 
allorché  il  punto  che  si  considera  ,  cangia  di  posizione  senza  usci- 
re dalla  medesima  retta  generatrice,  le  due  quantità  «  ,  0,  ovvero 
i  loro  valori  x  —  az ,  y  —  bz ,  sono  costanti ,  e  se  si  muove  in? 
snodo  da  andare  da  una  posizione  della  generatrice  ad  uu'  altra  v 
queste  quantità  variano  ambedue  :  dunque  queste  due  quantità  a  e 
E  sono  costanti  insieme  e  variabili  insieme  :  esse  dunque  sono  Y  una 
funzione  dell'  altra;  si  avrà  in  conseguenza  (3  =  p(*)>  ovvero 
y    .  bz  ss  p{»  —  az). 

QuesV  equazione  y  —  bz  =  <p(x  —  az)  sarà  Y  equazione 
generale  delle  superficie  cilindriche,  e  la  forma  della  funzione  che 
ne  compone  il  secondo  membro,  dipenderà  dalla  natura  della  enr- 
va,  la  quale  dirige  il  moto  della  generatrice:  se  questa  curva  non 
è  sottomessa  alla  legge  di  continuità ,  se  cioè  le  sue  proiezioni  non 
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possono  esprimersi  ciascuna  per  una  equazione,  la  forma  di  quel- 
la funzione  non  può  esprimersi  analiticamente  . 

L'equazioni  poi  della  retta  generatrice  saranno 

x  —  az  =  a 

*  essendo  la  quantità  che  particolarìzza  la  posizione  di  questa  retta. 

Se  fosse  data  ancora  la  curva  a  doppia  curvatura ,  la  quale  di- 
rige il  movimento  della  generatrice  ♦  allora  si  potrebbe  determina- 
re la  forma  della  funzione  che  conviene  a  quella  superfìcie 
individuale  che  si  considera . 

Infatti  siano  F(x ,y,z)  —  o ,  f(xyy  ,z)  =  o  le  due  equa- 
zioni date  della  curva  a  doppia  curvatura  ;  siccome  la  generatrice 
dee  in  tutte  le  sue  posizioni  passare  per  la  data  curva  >  bisognerà 
che  le  quattro  equazioni 

V(x,y,z)  =  o,/(ap,<y,s)  =  o,af  —  a«  =  «,  y  —  bz  —  p(») 

sussistano  nello  stesso  tempo,  qualunque  sia  il  valore  di  «;  dunque 
se  da  queste  quattro  equazioni  si  eliminano  le  tre  quantità  *,^,z, 
si  avrà  in  «  e  p(*)  un'equazione  che  rappresenteremo  per 
p(a))  =  o,  che  determinerà  il  valore  di  p(a)  in  «,  cioè  la  for- 
ma della  funzione  p. 

Rimettendo  per  a.  e  p  («)  i  respetrWi  valori ,  si  avrà  1*  equazione 

y(x  —  *Zy  y  Ò£)  =  0 

per  rappresentare  quella  particolare  superficie  Cilindrica  . 

Se  per  esempio  la  curva  direttrice  del  movimento  fosse  un  cir- 
colo tracciato  nello  spazio ,  siccome  un  circolo  risulta  sempre  dall' 
intersezione  di  una  superficie  sferica  con  un  piano,  perciò  le  quat- 
tro equazioni  qui  sopra  citate  sarebbero 

(x — a')*  -+(y  —  —  e)'  —  r*  =  o, 

A*  -f  By  ■+  Cz  »-h  D  =  o , 

x  —  az  =  *  i 
y  —bz=i  p{a)i 

dalle  quali  eliminando  xj,z,  si  otterrebbe  V  equazione  in  «  e 
p{m) ,  ed  in  conseguenza  ci  sarebbe  conosciuta  la  forma  di  p  («)  . 
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Superficie  di  Rivoluzione. 

XVIII  Chiamansi  superficie  di  rivoluzione  quelle  generate 
dal  movimento  di  una  curva  qualunque  che,  si  ravvolge  intorno  ad 
un'  asse  dato  di  posizione .  Ecco  come  può  aversene  1'  equazione 
generale . 

c       f  x  =3  Az  a 

Saa0\y  =B*h..6 
le  due  equazioni  date ,  le  quali  rappresentano  1'  asse  di  posizione  . 
Dalla  legge ,  con  la  quale  si  generano  queste  superficie ,  dipende 
che  se  si  .tagliano  con  un  piano  qualuuque  perpendicolare  all'  asse 
di  rivoluzione,  si  Ha  per  sezione  la  circonferenza  di  un  circolo,  il 
centro  del  quale  è  nell'asse,  e  tutti  i  punti  del  quale  sono  ad  egua- 
li distanze  da  un  medesimo  punto  preso  nell'  asse  medesimo . 

Ora  essendo  ?  ^  3^  h-  6  J  l'c9uazi°ni  del1' asse  di  rivolu- 
zione ,  1'  equazione  di  un  piano  perpendicolare  all'  asse  è 
Ax  -t-  By  H-  z  ■—  et  , 

ove  la  quantità  a  che  determina  la  posizione  di  questo  piano,  è  co- 
stante per  uno  stesso  piano  perpendicolare  *  e  variabile  da  un  pia- 
no all'  altro  ;  inoltre  1'  J»  rivoluzione  incontra  il  piano  delle 
x  ,  y  in  un  punto ,  le  cui  coordinate  sono  x  =  a ,  y  =  b ,  z  =  o, 
e  prendendo  questo  punto  come  il  centro  comune  di  nna  serie  di 
sfere  concentriche ,  1'  equazione  generale  di  queste  superficie  sfe- 
riche sarà 

nella  quale  il  raggio  |3  è  costante  per  nna  medesima  sfera ,  e  varia 
da  una  sfera  all'altra. 

Posto  questo,  se  il  punto  che  si  considera  sopra  la  superficie 
di- rivoluzione,  si  muove  senza  uscire  dal  medesimo  piano  perpen- 
dicolare all' asse ,  ei  non  escirà  neppure  dalla  medesima  superficie 
della  sfera,  ed  allora  a  e  |3  saranno  amendue  costanti:  ma  se  que- 
sto punto  movendosi  esce  dal  piano  perpendicolare  all'asse,  ci  pas- 
serà anche  da  una  sfera  in  un' altra,  . e  le  -quantità  «  e  j3  avranno 
tutte  e  due  variato;  dunque  le  superficie  di  rivoluzione  hanno  que- 
s  .1  proprietà  caratteristica  „  le  due  quantità  u,  e  01,  ovvero  i  loro 
„  icspettivi  valori  Ax  H-  By  h-  z ,  (  x  —  a  )*  -h  (  y  —  bf  -f 
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„  sono  costanti  insieme  e  variabili  insieme .  „ 

Esse  avranno  dunque  per  equazione 
(*  —  a)1  -f.  (y  -r  5)*H-  a* =  p(Aa:H~By-|-  zanella  qua- 
le  il  secondo  membro  rappresenta  una  funzione  qualunque  della 
quantità  contenuta  tra  le  parentesi  ,  e  la  cui  forma  dipende  dalla 
natura  della  curva  generatrice . 

Se  r  asse  di  rivoluzione  fosse  lo  stesso  asse  verticale  delle  z  « 
le  sue  equazioni  sarebbero  x  =  o ,  y  =  o  ,  ed  in  conseguenza 
A  =  o ,  B  =  o ,  a  =  o ,  5  =  o:  T  equazione  diviene  allora 

x*  -4-  y  =  <P  (  z  ) ,  ovvero 

Quest'  equazione  è  egualmente  generale  che  la  prima,  perchè 
si  possono  sempre  permutare  le  coordinate  in  modo  che  l'asse  di 
rivoluzione  sia  uno  dei  tre  assi  ortogonali . 

Quando  è  data  Y  equazione  della  curva  a  doppia  curvatura > 
che  con  la  sua  rivoluzione  produce  la  superficie ,  allora  si  può  de- 
terminare la  forma  di  quella  funzione,  acciò  lr equazione  delle  sn- 
perfitie  cilindriche  rappresenti  appunto  la  superficie  descritta  da. 
quella  curva  a  doppia  curvami*  »  Siano  infatti 
1?(Xiy>z)  -—^  o,  y~(A,  ,j,        =  or 

le  equazioni  della  generatrice,  e  le  equazioni  della  circonferenza 
di  un  circolo  r  descrìtto  da  qualunque  punto  della  generatrice  ,  sa- 
ranno 

Ax  -4-  By      z  =  « 

(x  —  a)%  H-  (/  —  by  -\*z*  = 

ed  acciò  la  superfìcie  di  rivoluzione-  passi  per  la  curva  data ,  biso- 
gna che  la  generatrice  sia  tagliata  dalla  circonferenza  del  circolo , 
qualunque  sia  il  valore  di  «  j  bisogna  dunque  che  le  quattro  equa- 
zioni precedenti  possano  aver  luogo  tra  le  quattro  quantità  x  ,  y  , 
z  ,  «  :  eliminando  dunque  le  rie  quantità  x  >y  ,  z  resterà  una  equa- 
zione tra  »  e  la  quale  può  esser  rappresentata  da  F(«, 
p(a))  =  o,e  che  darà  il  valore  di  in  * .  Ora  sostituiamo 
in  quest*  equazioni  i  respettivi  valori  per  «  e  $  (*),  ed  avremo 
1'  equazione 


F'(Aa?  -h  By  h-  3 »  (a?  —  a)*  -4-      —  —  D  # 

che  rapprescntei  à  quella  determinata  superfìcie  di  rivoluzione  . 

Per  fate  un  esempio;  supponiamo  che  l'asse  passi  per  T origi- 
ne ,  e  the  sia  parallelo  alle  z  ,  e  cerchiamo  Y  equazione  della  su- 
perfide  di  rivoluzione  generata  per  il  nipto  di  nna  retta  qualùn- 
que data  di  posizione  . 

Siano  {y  =  Bz  ^  p 

V equazioni  date  della  retta  generatrice;  quelle  della  circonferenza 
descritta  da  ciascun  dei  suoi  punti  saranno  z  —  «,  xx  -±.y*  = 
p  («)  ;  eliminiamo  x  ,y ,  z  tra  queste  quattro  equazioni,  e  si  avrà 

(  A'«  H-  a'Y  h-  (B'd  H-  $')*  =  *>(«)  > 

che  ci  dice  come  <p(a)  è  composta  di  *.  Rimettiamo  i  valori  di  *, 
c  di  <p(«),  ed  avremo  l'equazione 

(A'z      a')1      (B'z  h-  5  )  =  x*  -+/ 
per  rappresentare  quella  superfìcie. 

Se  in  quest'  equazione  si  fa  *  =  o  ovvero  ^  ===  o,  il  che 
ci  dà  una  sezione  per  l'asse,  l'equazione  risultante  diviene  quel- 
la di  un*  iperbola;  dunque  la  superfìcie  che  bi  considera  ,  h  quella 
di  un'  iperboloide  di  rivoluzione 

Se  conservando  una  delle  due  equazioni  della  retta  generatri- 
ce, si  cambiano  tutti  i  segni  del  secondo  membro  dell'  altra,  l'e- 
quazione della  $u|)erficie  sarà  ancora  la  medesima  :  questa  superfi- 
cie dunque  può  esser  generata  da  due  rette  differenti  ;  e  siccome 
ciascuna  di  queste  due  rette  generatrici  passa  .per  tutti  i  punti  del- 
la superfìcie ,  ne  segue  che  la  superfìcie  non  ha  alcun  punto ,  per 
il  quale  non  possano  farsi  passare  due  linee  rette  differenti ,  le  qua- 
li riposino  tutte  «  due  intieramente  sopra  la  superfìcie  medesima . 

Altra  Famiglia  di  Superficie  . 

XIX.  -Consideriamo  ora  quelle  superficie  che  sono  generate 
dal  movimento  di  una  linea  che  è  sempre  orizzontale,  e  che  passa 
sempre  per  una  medesima  verticale . 

Dalla  genesi  di  queste  superficie  si  ricava  nna  proprietà  ca- 
ratteristica di  esse,  e  che  loro  appartiene,  qualunque  d' altronde  sia 
la  legge  con  la  quale  è  diretto  il  moto  della  linea  generatrice .  Ecco 
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in  cosa  consiste  „  se  questa  superfìcie  si  taglia  con  un  qualunque 
»  piano  che  passi  per  la  verticale ,  la  sezione  è  una  linea  retta  oriz- 
„  zontale  „ .  Ora  supponiamo  che  la  data  verticale  passi  per  l'origi- 
ne ,  e  sia  lo  stesso  asse  delle  z ,  e  si  vedrà  che  1'  equazione  di  un 

piano  qualunque  condotto  per  la  verticale  è  y  =  #x ,  ovvero  £  = 

«,  nella  quale  «  è  il  parametro  che  determina  la  posizione  di  que- 
sto piano ,  parametro  che  è  costante  per  un  medesimo  piano ,  e  che 
varia  da  un  piano  verticale  ad  un  altro;  di  più  l'equazione  di  una 
Jiuea  orizzontale  è  z  =  0;  se  dunque  il  punto  che  si  considera,  si 
muove  sopra  la  superficie  senza  uscire  dal  medesimo  piano  verti- 
cale ,  il  che  suppone  «  costante,  npn  escirà  neppure  dalla  linea  o- 
rizzontale ,  ed  ancor  fi  sarà  costante  ;  ma  se  nel  suo  movimento  egli 
cangierà  di  piano  verticale,  il  che  suppone  a  variabile,  passerà 
anche  in  un'altra  linea  orizzontale,  e  perciò  /3  sarà  ancora  esso 
variabile  :  dunque  nelle  superficie  che  consideriamo ,  le  quantità 

«  ,  /3  ,  ovvero  z,  -2-  sono  costanti  insieme,  e  variabili  insieme:  so- 

X 

no  dunque  funzioni  una  dell'  altra  j  sarà  pertanto  l' equazione  ge- 
nerale di  queste  superficie  z  =  <p (*-);  la  forma  di  <p  dipende  dal- 

la  natura  della  curva  che  dirige  il  movimento  . 

Se  sarà  data  questa  curva  direttrice ,  allora  si  determinerà  la 
forma  di  <f>.  Siano 

F(*,jy,3)  =  o,  Ffa?,^  ,s)  =  0 

T  equazioni  che  rappresentano  questa  curva  a  doppia  curvatura  ; 
eliminando  tra  queste  quattro  equazioni 

F  *)  —  °» 

F(*,,y  ,z)  =  o, 

z  =*>(«) 

le  tre  quantità  oc  >y  ,  z  ,  avremo  un*  equazione 

,/( a  >  p (* ) )  =  o  tra  *  e  ^ (* ) ,  che  ci  darà  l' espressione  di  p  («) . 

L'equazione  poi  di  questa  superfìcie  individuale  sarà /(  ^,  z)  =  o. 
Tom.  Il  M  m  m 
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Facciamo  qualche  esempio. 
I'.  Nelle  stanze  a  volta ,  si  incontrano  ordinariamente  delle 
volte  ,  le  quali  vanno  a  terminare  in  altre  piccole  volte  parziali 
che  sono  ordinariamente  chiamate  Lunette  •  Le  superfìcie  di  que- 
ste volte  parziali  sono  della  classe  di  quelle ,  che  qui  si  considerano . 

Data  dunque  l'equazione  della  ceutina,  o  dell'arco  che  for- 
ma la  base  della  lunetta ,  si  dimanda  1'  equazione  della  di  lei  su- 
perficie , 

Sia  x  =  a  la  distanza  di  questa  centina  dall'origine:  ordina- 
riamente 1' arco  che  l'orma  questa  centina,  è  un  arco  ellittico;  e 
siccome  questo  arco  è  in  un  piano  parallelo  a  quello  delle  y  e  2 » 

avremo  zT  =  yx  (c8  —  y1 }  per  lr  equazione  della  sua  projezione 

sopra  il  detto  piano.  Per  b ,  c  sono  rappresentati  i  due  semiassi 
dell'  ellisse . 

Dunque  per  avere  l'equazione  della  superficie  della  lunetta  y 
dovremo  eliminare  x  ,y  y  z  per  mezzo  di  queste  quattro  equazioni 

x  =  <z, 

cz%      &y  =  cb*  r 
e  si  avrà 

CQ  (  (  *  )  Y  =  C*£*  1  e  sostituendo  per  «  r  p  (  «  )  i  loro  va- 

lori ,  T  equazione  dimandata  sari 

c*z"  h-  bsa  .y-~  =  clo*. 
** 

11°.  Cerchiamo  l'equazione  della  superficie  inferiore  di  una  sca- 
la a  Chiocciola ,  ovvero  a  Lumaca  ,  supponendo  che  il  disotto  dei 
suoi  scalini  sia  ridotto  ad  una  superficie  continua . 

Si  sa  che  la  curva  a  doppia  curvatura,  la  quale  dirige  il  mo- 
vimento della  generatrice,  è  l'Elice  o  la  Spira  di  una  Vite,  di  cui 
T  asse  è  la  verticale  che  passa  per  Y  origine . 

Quest'Elice  è  rappresentata  (  XIV  )  da  queste  due  equazioni 

x*  h-  /  =  a* 

z  =  b  are  seny  -f-  c  ; 
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dnnque  si  avrà  la  dimandata  equazione  eliminando  x,y,z  per 
mezzo  di  queste  quattro  equazioni 

xx  h-  y*  =  a* , 

z  =  b.arc  seny  h-  c  ♦ 

Da  una  tale  eliminazione  si  ricava 
<p(a)  =  b.arc  sen.  i^jjz^])     c  J  e  sostituendo  per  «  e  per 
f  (  a  )  i  respettivi  valori ,  si  avrà  1*  equazione 
z  =  b.arc  seni      *y    .J  -t-c; 

ia  quale  rappresenterà  quella  superfìcie . 

Questa  superfìcie  è  una  di  quelle  di  cui  l'area  è  un  minimo  ; 
vale  a  dire,  se  sopra  questa  superficie  si  circoscrive  un'  area  con 
una  curva  qualunque  difendente  o  indipendente  dalla  legge  di  con- 
tinuità, di  tutte  le  superficie  curve  ,  le  quali  passano  per  quella 
enrva  circoscrivente,  la  superficie  che  noi  consideriamo,  è  quella 
la  cui  porzione  d'area  circoscritta  è  la  minima  . 

•XX.  Se  una  retta  si  muove  nello  spazio  in  qualunque  modo, 
senza  però  cessar  mai  di  essere  parallela  ad  un  piano  dato  di  posi- 
zione ,  essa  descriverà  una  superficie  curva ,  della  quale  vogliamo 
trovare  1'  equazione . 

Se  ci  immaginiamo  nello  spazio  due  ,curve  qualunque  a  dop- 
pia curvatura ,  e  che  una  retta  costantemente  parallela  ad  un  pia- 
no fisso ,  si  muova  appoggiandosi  sempre  a  quelle  due  curve ,  essa 
genererà  una  superficie,  la  cui  equazione  sarà  determinata  e  dalla 
legge  di  quel  movimento ,  e  dalla  natura  delle  due  curve  che  lo 
dirigono. 

Siano  x  >y ,  z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  quella 
superficie ,  e  consideriamo  la  retta  generatrice  quando  passa  per 
questo  punto.  Se  per  questa  retta  generatrice  si  fanno  passare  due 
piani,  uup  parallelo  al  piano  fisso,  l'altro  che  passi  per  1'  origine, 
e  evidente  che  quando  il  punto  della  superficie  si  moverà  senza  u- 
scire  dalla  direttrice  ,  ei  ne  anche  uscirà  da  quei  due  piani,  poiché 
quella  è  la  loro  intersezione  :  ora  sia 

Ax  «4-  By'     Cz  =o,l'  equazione  del  piano  fisso  condotto  per 

> 
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l' origine ,  al  quale  la  generatrice  è  sempre  parallela ,  e  sarà  Ax  h- 
By-t*  Cz  =s  «  l'equazione  di  un  piano  parallelo  a  quello,  e  che 
passa  per  il  punto  preso  in  considerazione  ,  ed  in  conseguenza  per 
la  generatrice  considerata  in  quel  punto . 

Sia  z  =  ax  -h  by  1'  equazione  dell'  altro  piano  che  passa 
per  1'  origine  e  per  la  generatrice  .  Finché  il  punto  movendosi 
sopra  la  superficie ,  non  abbandona  il  piano  Ax  By  -+  Cz  =  a , 
non  esce  neppure  dall'  altro  piano  z  =  ax  -f-  by  ;  dunque  a  ,  b 
sono  ambedue  costanti ,  se  è  costante  * ,  e  variabili  se  quella  va- 
ria ;  dunque  a  ,  b  saranno  due  funzioni  diverse  di  «  ;  1'  equazione 
dunque  dimandata  sarà 

z  =  xp{Ax  h-  By  h-  Cz)  *+y*(Ax  h-  By  -f  Gs), 
nella  quale  le  due  forme  <p  ,  Y  sono  arbitrarie . 

Se  poi  saranno  date  due  curve  a  doppia  curvatnra  qualunque 
nello  spazio ,  e  si  vorrà  trovare  T  equazione  della  superficie  indi- 
viduale che  ad  esse  appartiene ,  converrà  determinare  le  forme  del- 
le due  funzioni  ptY. 

Per  questo  siano 

(A)  F  («x-, y yz)  =  co 

(B)  . . . .  F(*or,a)  =  o/  r  e(Iuazioni  Pcr  una  di  <laelle  cnrvCi 

(C)  ..../(a?,.y,z)  =  o-> 

(D)  /'(arj,z)  =  oj     e1uaziom  Per  1  dtra  ■ 

Se  facciamo 

(  E  )  —  A*  -h  By  h-  Cz  =  a ,  T  equazione  della  superficie  diverrà 
(  F  )  . . . .  z  =  xpu  -+  yYu . 

Ora  '  la  superfìcie  dovendo  passare  per  h  prima  curva ,  le 
quattro  equazioni  (A),(B),(E),(F)  debbono  sussistere  tra  te 
coordinate  di  ciascun  punto  di  questa  curva,  e  quindi  eliminando 
tra  queste  quattro  equazioni  le  quantità  x,yyZ)  si  avrà  in  u,$u, 
una  prima  equazione 

(  H  )  F  (  u ,  <pu ,  vu  )  =  o  cui  dovranno  soddisfare  le  due  fun- 
zioni <p<,v. 

Nella  stessa  guisa  dovendo  la  superficie  passare  per  Y  altra 
enrva  ,  se  elimineremo  x^y^z  per  mezzo  delle  quattro  equazioni 
(C),(D),(E),(F)  avremo  un' altra  equazione 
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(G)  vu)  =  o  a  cai  anche  le  forme  delle  funzioni 

$u>Yu  devono  soddisfare;  per  mezzo  dunque  delle  due  equazioni 
(G  ) ,  (H)  troveremo  i  valori  di  <pu ,  dati  per  u,  e  conoscere- 
mo in  conseguenza  le  forme  di  quelle  funzioni . 

Trovate  le  due  equazioni  (H),(G)  si  può  subito  ottenere 
Y  equazione  appartenente  alla  superficie  ,  eliminando  u  ,  <pu  ,  fu 
dalle  quattro  equazioni  (E) ,  (F) ,  (H) ,  (G) ;  giacché  allora  sì 
otterrà  un'equazione  in  x9ytz  senza  alcun  segno  di  funzione  in- 
determinata . 

Supponiamo  ora  che  si  voglia  V  equazione  di  una  superficie 
descritta  da  una  retta  che  passa  sempre  per  l'asse  degli  z.  Introdu- 
ciamo due  curve  a  doppia  curvatura  per  dirigere  il  movimento  di 
questa  retta ,  le  quali  potendo  esser  qualunque ,  non  limitano  iu  con- 
seguenza il  problema  ;  se  ora  si  concepisce  che  questa  retta  passi 
costantemente  per  l'asse  degli  z,  e  nel  suo  movimento  si  appoggi 
costantemente  a  qnelle  dne  curve,  la  superfìcie  così  generata  avrà 
la  seguente  proprietà  . 

Se  per  l'asse  degli  2  conduciamo  un  piano,  e  consideriamo 
la  generatrice  quando  si  trova  in  questo  piano;  essa  movendosi,  n- 
scirà  da  questo  piano  e  passerà  in  un  altro,  e  così  essendo  costan- 
te la  di  lei  posizione ,  sarà  costante  quella  del  piano  in  cui  essa  si 
trova .  La  posizione  del  piano  ò  determinata  (  se  per  x  yy  ,  z  rap- 
presentiamo le  coordinate  di  un  punto  della  superfìcie  curva  )  dalla 

quantità  •£;  dunque  essendo  costante  la  posizione  della  retta,  è  an- 
che costante  la  quantità      e  quella  variando,  questa  anche  varicrà* 

Ora  siano  z  —  yx      fi,  z  =  Jy  H-  P 

l' equazioni  delle  due  proiezioni  della  generatrice  sopra  i  due  piani 
delle  xez,e  dell'^  e  z.  Bisognerà  che  nell'  una  e  nell'  altra  di 
qneste  due  equazioni  le  quantità  (3 ,  y  >  ì  siano  costanti  quando 

è  costante:  esse  saranno  dunque  funzione  di  quest'ultima  quan- 
tità :  dunque  una  qualunque  delle  due  equazioni  seguenti 

*  =  F(£),  z=rr(i)-t-F(f) 

rappresenta  la  superficie  di  cui  parliamo . 


4Ó2  A    T    P,  E    N    »    I    C  ■ 

Le  forme  di  queste  funzioni  sono  indeterminate ,  e  per  deter- 
minarle bisogna  che  sia00  date  le  due  curve  a  doppia  curvatura 
che  dirigono  il  movimento  •  H  tatto  passa  come  nei  casi  precedenti. 


FOTA  AL  CAP.  II.  DEL  CALCOLO  DIFFERENZIALE 

In  questo  Capitolo  allorché  abbiamo  considerato  z  funzione  dì  due  varia, 
bili  x  ,y,  abbiamo  supposte  queste  variabili  indipendenti  tra  loro  ,  e  per  dx , 
dy  ne  abbiamo  rappresentati  gli  aumenti  indeterminati:  allora  la  differenzia- 
le totale  dz  =s  (  —  )dx  -+■  (^)  dy  era  composta  della  somma  dei  due  diffe- 

renziali  parziali  {jx}dx  t  (0)  dy . 

Supponiamo  ora  che  delie  due  variabili  x  ,y  che  entrano  nella  composi, 
ziene  di  z,  la  y  deva  riguardarsi  come  funzione  di  x,  allora  seguendo  le  re- 
gole date  nel  Cap.  I. ,  si  avrà  dz  =  (  )  dx  h-  (  ? )  )  dx,  e  scrivendo  d;i 
semplicemente  per  (— )  dx ,  si  ha  ancora  in  questo  caso  dz  =  (~)  dx  ■* 

(%)■<>-  ■ 

Così,  sia  che  le  variabili  x,y  non  abbiano  alcuna  dipendènza  tra  loro, 
lia  cho  y  dipenda  <U        la  differenziale  totale  della  z  è  dz  =  (^),/a*  + 

La  sola  differenza  consiste  nel  significato  del  dyt  nel  primo  caso  esso  è 
un  aumento  indeterminato  che  nulla  ha  che  fare  con  le  altre  quantità;  e  nel 
secondo  egli  .è  il  differenziale  della  y  funzione  di  x  . 

Acciò  dunque  una  espressione  Vdx  ■+  Qdy  possa  prendersi  per  una  diffe- 
renziale totale  dz  di  nna  funzione  z  composta  di  due  vacabili  x,y  iudipea* 
denti ,  ovvero  per  nna  differenziale  della  stessa  fuuzione  quaado  y  dipende 

da  x ,  converrà  che  P  possa  far  le  veci  di  (  ^  ) ,  e  Q  di  (  ~  )  . 

Lo  stesso  succede  per  z  funzione  di  un  qualunque  numero  di  variabili 
x  y  ,u,t  ec.  La  differenziale  totale  di  z,  quando  le  variabili  sono  indipen- 
denti, è 

àz-{jx)dx^{d~)dy-^{jH)du^  te. 

e  quando  esse  consiJeransi  funzioni  tutte  della  xt  è  ancora 

dz  =  {J~)dx  +  {£j)dy+ 
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La  differenza  consiste  in  questo:  nel  primo  caso  dx ,-dy ,  <fu  ec,  rappresenti- 
no gli  aumenti  indeterminati  ed  indipendenti  di  quelle  variabili;  mentre  nel 
fecondo  caso  dx  è  ancora  l' aoineoto-  indeterminato  di  x ,  ma  dy ,  du  ec. ,  sono 

i  differenziali  (  —  }dx,  (j~)dx  oc.,  delle  y,u  ec,  funzioni  di  x . 

Concluderemo  di  qui  che  le  condizioni  perchè  un*  espressione 

?dx  •+  Qdy  4  Gin  4  ce. 

sia  una  differenzile  rotale  di  una  quantità  z,  saranno  le  stesse  e  nell'i- 
potesi delle  variabili  indipendenti ,  ed  in  quella  che  esse  dipendano  tutte  da 
una  ,  per  esempio  da  x . 

Non  à  però  co  i  nei  differenziali  degli  ordini  superiori.  Considerando 
qnei  del  secondo ,  noi  abbiamo  veduto  che  la  differenziale  totale  del  secondo 
orùine  di  s,  funzione  di  due  variabili  x  ,y  indipendenti  tra  di  loro,  è 

=  (£.)•/*'  +  •(ss)*'*  -  {£)«-■. 

ove  dxtdy  rappresentino  gli  lamenti  indeterminati  delle  variabili  x  ,y . 
E  se  consideriamo  y  come  funzione  di  * .  essa  è  allora 


•vvero 

Quivi  dx  rappresenta  l'aumento  infletei  urinato*  di  x .  il  dy  rappresenta  il 

differenziale  primo  (  -£)  dx  della  funzione  y,  ed  il  <Cy  il  differenziale  secon- 
do della  stessa  funzione.  Si  vede  che  nei  doe  casi  1*  espressione  di  d's  ò  di- 

t  ds  » 

versa:  nel  secondo  vi  si  trovi  di  più,  il  termine       )d*y  . 

Consimili  riflessioni  hanno  luogo  per  le  differenziali  delle  equazioni. 

Se  tra  un  numero  qualunque  di  variabili  x,y,u,t  ec.rzrsi  ha  una  qua- 
lunque equazione  V  =  o ,  e  ae  riguardando  x,y,utt  ec.  come  indipendenti 
tra  loro .  si  considera  z  come  funzione  di  esse  ,  il  differenziale  primo  totale  di 
qnest'  equazione  è 

{^)dx  +  {-iy-)dy  +  {-^)du  +  ec.-+{-^)dz  =  o, 

so  cui  dx  ,dy,du  ec,  sono  gli  aumenti  indeterminati  delle  variabili  x,y,u  ec, 
e  dz  è  la  differenziale  totale  di  z  considerata  come  funzione  di  quelle  variabi- 
li ,  es»a  cioè  è 

dz  =  {px)dx-*.(^)dy+  (^)^H-ec 

Se  poi  nell'equazione  V  =0  si  riguardano  tntte  le  variabili  jy,u  ec. ,  z 
come  funzioni  di  x  per  esempio,  il  differenziale  primo  di  quella  equazione  è 
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della  stessa  forma  che  l'altro»  ma  io  questa  equazione  dx  è  1' aumento  inde- 

terminato  di  x\dy,dit  te.  sono  i  differenziali  l^)dXf  (^)  dx  ec. ,  dello 
quantità y,u  ec.  funzioni  di  x,ed  ancora 

essendo  <fy  =  ( dx ,  du  =  ( ~  )  dx  eo. 

Data  duuque  una  equazione  differenziale  del  primo  ordina 
?dx  ■+  Qrfy  •+  R*iu  •+  •+  Tdt  =  o 

si  hanno  le  medesimo  relazioni  tra  i  coefficienti  P,Q,R,  T  ,  acciò  sii 

essa  una  differenziale  esatta  di  una  equazione  V  =  o  tra  x  ,ytu  ec.  e;  sia  ebo 
si  riguardi  z  corno  funzione  delle  variabili  x,y,u  ec.  indipendenti  tra  loro, 
sia  che  si  considerino  tutte  queste  variabili  y  ,  u  ce.  come  dipendenti  da 

Facilmente  si  potrebbe  vedere  che  Ja  faccenda  và  diversamente  per  le 
differenziali  delle  equazioni  degli  ordini  superiori,  mentre  nel  caso  della  di- 
pendenza delle  variabili  «  l'equazioni  differenziali  contengono  dei  termini  di 
più  ,  i  quali  non  si  troverebbero  se  le  variabili  fossero  indipendenti .  Non  mi 
tratteugo  in  questo  esame,  essendo  facile  ad  instituirsi  da  chi  avrà,  ben  cosi* 
prese  le  cose  contenute  nei  Cap.  I.  e  II. 

* 

Fine  del  Tomo  Secpndq. 
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